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Abstract

In mathematics education, there is generally too much emphasis on rote learning
and superficial reasoning. If learning is mostly done by rote and imitation, im-
portant mathematical competencies such as problem-solving, reasoning, and
conceptual understanding are not developed. Previous research has shown that
students who work with problems (i.e. constructs a new solution method to a
task), to a greater extent increase their mathematical understanding than stu-
dents who only solve routine tasks.

The aim of the thesis was to further understand why teaching is dominated by
rote learning and imitation of procedures and investigate how opportunities for
students to solve tasks through problem-solving could be improved. This was
done through the following studies. (1) Investigating the relation between types
of solution strategy required, used, and the rate of correct task solutions in stu-
dents’ textbook task-solving. (2) Studying the relationship between students’ be-
liefs and choice of solution strategy when working on problems. (3) Conducting a
textbook analysis of mathematics textbooks from 12 countries, to determine the
proportions of tasks that could be solved by mimicking available templates and
of tasks where a solution had to be constructed without guidance from the text-
book. (4) Conducting a literature review in order to characterize teaching designs
intended to enhance students to develop mathematical understanding through
problem solving and reasoning. (5) Conducting an intervention study were a
teacher guide, structured in line with central tenets of formative assessment, was
developed, tested, and evaluated in real classroom settings. The teacher guide was
designed to support teachers in their support of students’ in their problem-solv-
ing process. Studies I, IT and V were conducted in Swedish upper secondary
school settings.

The students’ opportunities to solve tasks through problem-solving were limited:
by the low proportion of problems among the easier tasks in the textbooks; by the
students' choice of using imitative solution strategies; and by the guidance of so-
lution methods that students received from other students and their teachers. The
students’ opportunities were also limited by the students’ beliefs of mathematics
and the fact that a solution method of problem tasks was not always within reach
for the students, based on the students' knowledge. In order to improve students’
opportunities, teachers should allow students to work with more problems in a
learning environment that lets students engage in problem-solving and support
students' work on problems by adapting their support to students' difficulties.
The results also give implications for the construction and use of textbooks and
how the use of the teacher guide could be part of teachers’ professional develop-
ment and a tool that teacher students may meet within their education.
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Forkortningar

AR — Algorithmic reasoning (se avsnitt 3.1)
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Sammanfattning

En anledning till elevers svarigheter med matematik ar att elever inte far de for-
utsattningar som kravs for att utveckla sin matematiska forstaelse. Ett centralt
skal dr att undervisningen i alltfor stor utstrackning domineras av utantillinlar-
ning och imitation av procedurer. Detta verkar till viss del ske pa bekostnad aven
undervisning som betonar att elever far arbete med problemuppgifter, det vill
sdga behover anvinda sig av en 16sningsstrategi som kriaver skapande av 16s-
ningsmetoder. Elever som arbetar med problemuppgifter 6kar sin matematiska
forstaelse i hogre grad, an elever som arbetar med rutinuppgifter som loses ge-
nom imitativa 16sningsstrategier.

Syfte. For att ytterligare forstd varfor undervisning domineras av imitation av
procedurer har tre studier utforts. I studie I undersoktes vilka forutsattningar till
problemlsning gymnasieelever fick nar de jobbade med laroboksuppgifter. I stu-
die IT undersoktes hur elevers uppfattningar om matematik paverkade deras for-
utsittningar att 16sa problemuppgifter. I studie IIT undersoktes i vilken utstrack-
ning larobocker fran 12 1ander inneholl uppgifter dér en 16sningsmetod kan imi-
teras och i vilken utstrickning en 16sningsmetod behéver skapas. Dartill har tva
studier utforts for att undersoka hur man skulle kunna férbattra forutsattning-
arna for elever att jobba med problemlosning. I studie IV undersoktes vilken ti-
digare interventionsforskning som gjorts innehallande problemlésning och reso-
nemang och hur dessa studier har motiverat sina interventionsdesigner. I studie
V undersoktes hur och under vilka forutsdttningar larare kunde dra nytta av ett
lararstod (en lararguide) for att diagnostisera och, utifran principerna for forma-
tiv bedomning, ge aterkoppling till elever som behdévde stéd vid problemlésning.

Metod. I studie I undersoktes, inom ramen for elevers klassrumsundervisning
och genom observationer, relationen mellan vilka typer av 16sningsstrategier som
elever anviande nir de arbetade med laroboksuppgifter och vilka 16sningsmetoder
som teoretiskt kravdes for att 16sa uppgifterna samt om elever lyckades 16sa upp-
gifterna. I studie IT undersoktes relationen mellan elevers 16sningsstrategier och
deras uppfattningar om matematik nir de arbetade med problemuppgifter. Detta
skedde genom observationer och intervjuer. I studie III utférdes en laroboksana-
lys av vanliga larobocker fran tolv lander (Australien, Finland, Indien, Irland, Ka-
nada, Nepal, Singapore, Skottland, Sverige, Sydafrika, Tanzania och USA). Detta
skedde genom att undersoka i vilken omfattning larobockernas uppgifter kunde
16sas med imitativa 16sningsstrategier. Studie IV utférdes som en systematisk lit-
teraturoversikt 6ver interventionsstudier publicerade mellan &ren 2000—2016 i
nagon av sju topprankade matematikdidaktiska tidskrifter. I studien analysera-
des vilka lairandemaél som forekom, hur lirandemaélen skulle nés samt de argu-



ment man angav for de pastdenden som fanns i studierna. Studie V var en inter-
ventionsstudie utford i samarbete med larare. Dar undersoktes, genom observat-
ioner och intervjuer, pa vilket sdtt som lararguiden var ett stod for larare att
hjélpa elever. I studierna I, IT och V ingick elever fran gymnasiets praktiska och
teoretiska program.

Resultat. Eleverna arbetade nistan uteslutande med uppgifter dir det inte krav-
des att en 16sningsmetod skulle skapas. For ungefar 10% av uppgifterna i de un-
dersokta kapitlen i larobockerna kriavdes skapande av en 16sningsmetod. Detta
resultat var relativt lika i alla larobockerna fran de 12 1anderna. Larobockerna var
ocksa lika i hanseendet att de 10% av uppgifterna som kravde skapande av en
16sningsmetod i de flesta fall placerade bland larobockernas svarare uppgifter. I
de fall da eleverna inte klarade att 16sa uppgifterna pa egen hand var det vanligt
att de tog hjalp av en annan elev eller ldrare. Denna hjilp innebar att eleverna
blev lotsade fram till en 16sning. Ibland méte eleverna ocksa uppgifter som var
for svara for dem att 16sa genom att skapa en 16sningsmetod. Eleverna visade fa
tecken pa reflektion under sin uppgiftslosning. Elevernas uppfattningar om ma-
tematik, som ett amne dar uppgifter 16ses med kidnda metoder, paverkade ele-
verna att vilja imitativa losningsstrategier nir de arbetade problemuppgifter. Lit-
teraturoversikten visade att problemlosning i kombination med st6djande strate-
gier fran ldrare var vanligt for att na lirandemal i form av att utveckla en mate-
matisk formaga. Detta tillvigagangssitt motiverades med hjilp av teoretiska ar-
gumentet om den proximala utvecklingszonen (Vygotsky, 1978). Lararguiden vi-
sade sig vara anviandbar for larare i situationer dar de gav stod till elever i deras
probleml6sning. De framsta forutsittningarna for lararguidens funktionalitet vi-
sade sig vara att eleverna erbjods problemuppgifter att arbeta med, att ha tid att
hjalpa eleverna, att eleverna kunde svara pa diagnosfragorna, att eleverna kunde
ta till sig av den aterkoppling som gavs samt att eleverna kénde sig bekvima med
den anstriangning som problemlésningsprocessen utgjorde.

Slutsats och diskussion. Elevers forutsiattningar att 16sa uppgifter genom att
skapa l6sningsmetoder begrinsas av det inte finns problemuppgifter av olika své-
righetsgrad i alla delar av laroboken, av elevers val att vilja imitativa 16snings-
strategier och av den lotsning som elever far av andra elever och av sina larare.
Elevers forutsattningar begransas ocksa av att en 16sningsmetod for problemupp-
gifter inte alltid 4r inom rackhall utifran elevers kunskap samt av elevers uppfatt-
ningar om matematik. For att forbattra elevers forutsattningar bor larare 1ata ele-
ver arbeta med fler och lagom svara problemuppgifter och stodja elevers arbete
med problemuppgifter genom att anpassa sitt stod till elevers svarigheter. Resul-
taten ger dven implikationer for larobockers konstruktion och anvindning samt
hur anvdndningen av lararguiden skulle kunna vara en del av en ldrarprofessions-
utveckling och ett verktyg som lararstudenter far mota inom ramen for sin utbild-
ning.



Avhandlingens studier

Studie I

Sidenvall J., Lithner J., & Jider J. (2015). Students’ reasoning in mathematics
textbook task-solving. International Journal of Mathematical Education in Sci-
ence and Technology, 46(4), s. 533-552. http://dx.doi.org/10.1080/
0020739X.2014.992986.

Till artikeln ar undertecknad huvudforfattare, det innebar att undertecknat har
ansvarat for utformning av analysmetoden, utfort datainsamling och dataanalys
samt forfattat artikeln. Till artikeln finns tvd medforfattare, Johan Lithner och
Jonas Jader, vars bidrag bestatt i ett kontinuerligt samarbete med undertecknad
kring studien, utformningen av analysverktyget, viss analys samt aktivt medver-
kande i skrivprocessen.

Studie IT
Jider, J., Sidenvall, J. & Sumpter, L. (2017). Students' mathematical reasoning
and beliefs in non-routine task solving. International Journal of Science and
Mathematics Education, 15(4), s.759—776. http://dx.doi.org/ 10.1007/s10763-
016-9712-3

Studien som ligger till grund for artikeln dr undertecknad och Jonas Jéader hu-
vudforfattare. Vi har tillsammans jobbat med urval, datainsamling samt analys
av data med st6d av Lovisa Sumpter. Vi tre har tillsammans forfattat artikeln.

Studie IIT

Jader, J., Lithner, J. & Sidenvall, J. (under granskning). Mathematical problem
solving in textbooks from twelve countries. International Journal of Mathema-
tical Education in Science and Technology.

Till manuskriptet bestar undertecknads bidrag av ett kontinuerligt samarbete
med huvudforfattare Jonas Jader, samt medforfattare Johan Lithner. Underteck-
nads bidrag har starkt det anvinda ramverket och innefattat delaktighet i proces-
sen att utforma analysverktyget, tolkningar av empirin och stéd i utformning av
texten.

Studie IV
Sidenvall, J. (2019). Literature review of mathematics teaching design for prob-
lem solving and reasoning. Nordic Studies in Mathematics Education 24(1), 51—

74.
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Studien som ligger till grund for artikeln har till storsta del gjorts av underteck-
nad. Utveckling av datainsamlingsmetod och analysmetod har gjorts med st6d av
Johan Lithner, Carina Granberg och Bjorn Palmberg. Artikeln har forfattats av
undertecknad.

Studie V
Sidenvall, J., Granberg, C., Lithner, J. & Palmberg, P. (manuskript). Supporting
teachers to support students’ problem-solving.

Studien som ligger till grund for manuskriptet ar ett samarbete dar undertecknad
ar huvudforfattare. Undertecknad har tillsammans med Carina Granberg, Johan
Lithner och Bjorn Palmberg utvecklat materialet som ligger till grund f6r studien,
utformat datainsamlings- och dataanalysmetoden samt forfattat manuskriptet.
Datainsamling och dataanalys har till storsta del gjorts av undertecknad i samar-
bete med Carina Granberg och Bjorn Palmberg.

Artiklarna till studie I, II och IV dubbelpubliceras i avhandlingen med godkén-
nande fran den aktuella tidskriften.
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1 Introduktiont

Ett 6vergripande mal med matematikundervisning ar att elever ska fa en djup och
rik forstéelse av matematik (Hiebert & Wearne, 2003). Tyvarr har jag inda under
mina 15 &r som larare pa hogstadiet, gymnasiet och Komvux inte sidllan mott ele-
ver som beskrivit matematik som nagot som ar svart eller omgjligt att forsta.
Flera av dem har beréttat att det tidigare har gatt bra, eller till och med mycket
bra, vad det giller matematik men att de nu “inte fattar nadgonting”. Andra elever
menar att de under hela sin skoltid haft svért att 14ra sig matematik, att det kinns
som om de har en "teflonhjiarna” eftersom de upplever att kunskapen inte fastnar.
Man kan fraga sig vilka orsaker som kan ligga till grund for denna kansla av till-
kortakommande och vad jag som larare skulle kunna gora for att hjdlpa mina ele-
ver att nd langre.

Niss (2007) beskriver larandet som komplext och denna komplexitet gor det svart
att veta varfor ovannamnda grupp elever upplevde matematik som svart att for-
sta. En central anledning till elevers svarigheter med matematik beskrivs i termer
av att de inte fatt tillrackliga forutsattningar att utveckla sin matematiska forsta-
else (Hiebert & Grouws, 2007). Ett skil till att elever inte far tillrackliga forutsatt-
ningar ar att matematikuppgifter och matematikundervisning i alltfor hog grad
betonar imitation och utantillinlarning av givna procedurer (Cox, 1994; Hiebert,
2003; Schoenfeld, 1991; Tall, 1996; Verschaffel, Greer, & De Corte, 2000). Om
elever istéllet ges mojlighet att arbeta med problemuppgifter, det vill sdga upp-
gifter till vilka elever inte har en given 16sningsmetod, 6kar forutsittningarna till
en fordjupad forstaelse av matematiken (Boaler, 1998, 2014; Schoenfeld, 1985,
2018). Det bor dock papekas att utantillinldrande inte ar ett problem i sig. Tvar-
tom, att komma ihag regler och procedurer ar en forutsattning for att gora arbetet
med matematiken effektivt och hanterligt (Gravemeijer & van Galen, 2003). Pro-
blemet ar snarare att 6verbetoning pa utantillinlarning och imitation av givna
procedurer sker pa bekostnad av utvecklandet av andra matematiska formégor
(Boesen et al., 2014; Hiebert, 2003).

Med denna avhandling vill jag ge fordjupade insikter till varfér undervisningen
fortsatter att domineras av imitation och utantillirande, pa bekostnad av under-
visning genom problemlésning. Detta har jag gjort genom att undersoka vilka for-
utsattningar elever far att mota och 16sa problemuppgifter. Jag har ocksa under-
sokt och utifrdn det foreslagit hur larare kan stodja elever i deras problemlos-
ningsprocess och pa sa sitt forbattra elevers forutsittningar att 16sa problemupp-
gifter (

+ Négra textavsnitt i doktorsavhandlingen har likheter med texter i min licentiatavhandling Att ldra
sig resonera (2015). Tre av doktorsavhandlingens studier var ocksé en del av licentiatavhandlingen.



Figur 1).

Avhandlingen bestar av fem studier dér de tre férsta behandlar de forutséttningar
som elever har for att skapa egna 16sningsmetoder. Dessa tre studier fokuserar:
(I) i vilken utstrackning elever moter och 16ser problemuppgifter vid uppgiftslos-
ning i sin klassrumsmiljo, (IT) elevers val av 16sningsstrategier vid problemlos-
ning i relation till deras uppfattningar om matematik och (III) i vilken utstrack-
ning det finns problemuppgifter i larobocker.

For att undersoka hur elever skulle kunna erbjudas forbéttrade forutsattningar
att mota och 16sa problemuppgifter, genomférdes en litteraturstudie (IV) av hur
tidigare forskning beskrivit hur en sddan undervisning ser ut. Dartill utférdes en
studie (V), som till del bygger pé resultat fran avhandlingens 6vriga studier, vars
syfte var att testa och utvardera ett stodmaterial for lirare att anvanda nar de
forsoker stodja elevers arbete vid problemlésning. Studierna relaterar i forsta
hand till gymnasieskolan.

Figur 1 ger en schematisk 6versikt 6ver relationerna mellan studierna och hur de
relaterar till avhandlingens syfte.

Forutsattningar till att I6sa
problemuppgifter

Hur férutsattningar ser ut Hur man skulle kunna for-
att I6sa problemuppgifter battra forutsattningar att 16sa
problemuppgifter

Studie | Studie Il Studie I Studie IV Studie V

Figur 1. En schematisk bild 6ver hur avhandlingens studier relaterar till varandra och till avhandling-

ens syfte



2 Bakgrund

Elever kan bara lara sig det de far mojligheter att 1ara sig (Hiebert, 2003). Hiebert
beskriver att mojligheter till lirande ar kopplat till de forutsattningar som elever
har. I avhandlingen studeras elevers forutsattningar att 16sa problemuppgifter
utifran aspekter av deras larandemiljo. Med ldrandemiljé avses den miljo som
elever ar en del av och far ta del av genom skolans matematikundervisning. Ele-
vers forutsattningar paverkas av till exempel vilka uppgifter som eleverna arbetar
med, vilken typ av hjilp som elever far av larare och andra elever samt vilka upp-
fattningar om matematik som elever har. Om elever ges goda forutsittningar att
arbeta med matematiska problemuppgifter, sa 6kar forutsattningarna till en for-
djupad forstéelse av matematik (Boaler, 1998, 2014; Schoenfeld, 1985, 2018). Be-
greppet matematisk forstdelse (eng. “understanding”) ar svarbeskrivet, men kan
definieras som natverk av representationer och samband (Hiebert & Carpenter,
1992; NCTM, 2000). Representationer utgors av abstrakta och konkreta enheter,
iform av till exempel matematiska idéer, procedurer och fakta. Samband &ar kopp-
lingarna mellan representationerna. Graden av forstelse beror pa antalet och
styrkan hos dessa samband, vilket ocksa innebér att det inte 4r ndgon antingen-
eller-relation for en persons forstielse, utan en persons grad av forstdelse kan ses
som ett kontinuum mellan icke-forstéelse och forstaelse (Hiebert & Carpenter,

1992).

Detta kapitel tar sin utgdngspunkt i tva olika sétt att 16sa uppgifter, imitera- eller
skapa losningsmetod. For att gora detta definieras problemlésning och problem-
uppgifter (avsnitt 2.1). Darefter presenteras undervisning som bygger pa imitat-
ion av 16sningsmetoder (avsnitt 2.2) respektive skapa 16sningsmetoder (avsnitt
2.3). For dessa ges argument till varfor den tidigare typen ar vanligare och varfor
den senare typen leder till battre matematisk forstaelse samt relaterar dessa till
elevers forutsattningar att 16sa problemuppgifter. Avsnitt 2.3.3 behandlar ocksa
hur elevers forutsattningar att skapa 16sningsmetoder paverkas av deras uppfatt-
ningar om matematik. Sist beskrivs formativ bedomning som ett verktyg i en
undervisning som kan bidra positivt till elevers forutsittningar att fa 16sa pro-
blemuppgifter (avsnitt 2.4).

2.1 Problemlosning

Inom undervisning och inom matematikdidaktisk forskning finns skillnader i hur
probleml6sning och problemuppgifter definieras och karaktariseras. Ibland be-
namns alla matematikuppgifter som problem (Lithner, 2017). I andra samman-
hang beskrivs samtliga uppgifter med en kontext (s.k. lastal) som problemupp-
gifter (Cai & Lester, 2010). Problemuppgifter kan dven karaktariseras som sddana
uppgifter som innehéller komponenterna: har en 16sningsmetod som inte ar pa



forhand kand och har potential att vara utmanande (Schoenfeld, 1985). Denna
avhandling fokuserar pa en av dessa komponenter — komponenten att skapa en,
pa forhand inte kiand, 16sningsmetod till en uppgift. Problemuppgifter definieras
i avhandlingen som sddana uppgifter som inte kan 16sas pa rutin utan dar elever
istéllet behover skapa en 16sningsmetod for att 16sa uppgiften och problemlés-
ning definieras som att arbeta med problemuppgifter (Lithner et al., 2010;
NCTM, 2000)>.

En problemuppgift behover inte vara komplex eller begreppsmassigt svar for att
for att vara en uppgift som kraver skapandet av en 16sningsmetod (Lithner,
2008). Ett exempel pa en problemuppgift som med viss sannolikhet skulle krava
skapande av en egen l6sningsmetod for en elev som gar i gymnasieskolans forsta
ar skulle kunna se ut som i Figur 2.

Beskriv med ord sambandet mellan a och b.

Figur 2. Exempel pa en uppgift som behover l6sas genom att skapa en 16sningsmetod (Alfredsson,
Bréting, Erixon, & Heikne, 2011, s. 157)

For att 16sa ovanstdende uppgift behover eleven jamfora virdena for a och b for
respektive rad. En tidnkbar 16sningsmetod for att uppticka relationen ”b ar 5
storre dn a” skulle kunna vara att utforska uppgiften genom att utfora subtrakt-
ionerna 6 — 1, 7 — 2 och 9 — 4, skapa en hypotes om att differensen ar konstant
for att sedan formulera 16sningsidé om att skillnaden mellan b och a ir 5, for att
slutligen komma till en slutsats gillande relationen mellan a och b. I den larobok
dir denna uppgift dterfinns har inga tidigare l6sta exempel, eller andra uppgifter
med liknande 16sningsmetod, presenterats. Antaget att eleven inte fatt 16snings-
metoden pa ndgot annat sitt, kan det vara ett rimligt antagande att en elev skulle
behdva skapa en 16sningsmetod for att kunna 16sa denna uppgift.

Det ar inte entydigt om en uppgift ar en problemuppgift, utan det avgors av relat-
ionen mellan uppgiften och eleven (Schoenfeld, 1985) och hur hon hanterar upp-
giften (Liljekvist, 2014). Betrakta uppgiften: "Ar 2/3 mer 4n 2/5?”. En hogstadie-

2 Att definiera problemuppgifter som uppgifter dar man pa forhand inte kénner till I6sningsmetoden
ar den definition som anvénds for problemuppgifter inom matematikédmnet i den svenska gymnasie-
skolan (Skolverket, u.4.).



eller gymnasieelev skulle kunna 16sa denna uppgift genom att anvinda den for
henne kidnda proceduren att gora briken likndmniga och sedan jaimfora talen.
Detta skulle alltsé vara en rutinuppgift for denna elev. Men for en elev i arskurs 3
kan detta vara en problemuppgift i beméarkelsen att eleven inte har tillgang till en
procedur for att 16sa uppgiften utan méaste behandla uppgiften som en problem-
uppgift, dar hon maste skapa en 16sningsmetod for att jaimfora de tva talen.

I princip ar det ocksa tankbart att en elev viljer att 16sa uppgifter som eleven kin-
ner till 16sningsmetoder for, genom att skapa en ny (ytterligare en) 16sningsmetod
(Liljekvist, 2014). Detta skulle innebira att alla uppgifter for den eleven blir pro-
blemuppgifter, eftersom eleven skapar l6sningsmetoder till dessa uppgifter (utan
att det egentligen krivs). I praktiken forekommer detta sillan, istéllet anvander
elever i stort sett uteslutande en kiand 16sningsmetod om en sddan finns tillging-
lig (Boesen et al., 2014; Hiebert, 2003; Lithner, 2003). Detta innebar i praktiken
att uppgifter med en pa férhand kind 16sningsmetod med stor sannolikhet kom-
mer att 16sas med den kinda metoden. Detta innebar i sin tur att uppgifter med
kénd 16sningsmetod inte ger faktiska forutsiattningar att skapa l6sningsmetoder.

2.2 Imitation inom undervisning fortsitter vara vanligt

Liarande och undervisning i matematik som bygger pa och domineras av imitation
har varit och ar alltjamt vanligt (Boesen et al., 2014; Hiebert, 2003). Undervis-
ning som domineras av imitation gar ut 6ver elevers utveckling av matematisk
forstaelse. Detta kan innebéra att elever kanske inte forstar inneborden av de pro-
cedurer de anvinder och att de inte utvecklar andra matematiska formégor sisom
resonemang och probleml6sning (Hiebert, 2003; Niss, 2007). Ett skail till att
undervisning domineras av imitation ar att lararen kan uppleva att det ar lattare
att undervisa pa detta sitt dn en undervisning som innebir att elever i stor ut-
strackning arbetar med att skapa l6sningsmetoder (Ball, 1993, 2001; Leinhardt &
Steele, 2005; Schoenfeld, 1998; Sherin, 2002; Tall, 1996). Ball (2001) ndmner tre
skal till att detta. 1) For att stodja eleven i sin problemlosning behover lararen
forstd var eleven befinner sig i sitt 1arande och vilka svirigheter eleven har. Det
kan vara en utmaning for en elev att férklara vad hon har forstatt och inte forstétt.
Det kan dven vara en utmaning for lararen att forsoka forsta elevens svarighet.
Lirarens vilja att forsoka forsta s mycket som mgjligt riskerar & ena sidan att
innebira att hon tolkar in mer #n eleven faktiskt forstar. A andra sidan, om lira-
ren inte alls forsoker 1dsa mellan raderna i det som eleven beskriver riskerar 13-
raren att missa nigot av elevens faktiska forstéelse. 2) Att jobba med problemlos-
ning innebar att ménga 16sningsforslag till problemuppgifter lyfts, vilket i sin tur
kan skapa forvirring for elever om inte lararen hanterar (och anvinder) situat-
ionen pa ett klokt sitt. 3) Det kan vara svart att engagera elever, med stora kun-
skapsskillnader sinsemellan, i problemlésningsaktiviteter.



2.2.1 Anvandandet av algoritmer kan vara kortsiktigt effektivt
Utantillinlarning i sig ar inte negativt for larandet (Gravemeijer & van Galen,
2003). Att besitta en god procedurell formaga, det vill siga bland annat kunna
procedurer utantill, ar viktigt for att gora arbetet med matematik effektivt, vilket
i sin tur kan generera larande (Hiebert & Lefevre, 1986). Anvandandet av proce-
durer har orattvist, delvis ensidigt, koppats ithop med ytligt lirande (Fan &
Bokhove, 2014). Att anvanda procedurer ar lampligt for att 16sa uppgifter i be-
kanta situationer och dessutom krivs det da en begrinsad anstringning av den
som utfor proceduren. Matematiken skulle bli ohanterlig om det inte fanns far-
diga 16sningsprocedurer, till exempel skulle det innebira att man standigt skulle
behova ga tillbaka till grundlaggande raknelagar for att 16sa en differentialekvat-
ion. Det dr nar undervisningen alltfor mycket domineras av utantillinlarning och
imitation som elever inte far forutsattningar att utveckla en djupare matematisk
forstéelse (Hiebert, 2003).

En undervisning som bygger pa imitation av algoritmer ar pa kort sikt effektiv
genom att elever snabbt kan 16sa manga, 4ven komplexa, uppgifter (Brousseau,
1997). En algoritm definieras som en andlig sekvens av utférbara instruktioner
som leder till ett definitivt svar for en given grupp av uppgifter (Brousseau, 1997,
s.129). Poangen med definitionen &r att valet av algoritm alltid kan avgoras i for-
vig. Till algoritmer raknas dven alla férdefinierade procedurer. Till exempel dr en
metod for att finna nollstéllen till en funktion genom att zooma in med hjilp av
ett digitalt verktyg p& funktionsgrafens skarning med x-axeln en algoritm. Brous-
seau (1997) menar att det kan vara frestande for larare att 1ata undervisning bygga
pa imitation av algoritmer, eftersom bland annat kan elever komma igang direkt
med att 16sa uppgifter. Brousseau menar vidare att algoritmer kan anvindas utan
att elever behover forsta vad man gor och algoritmernas betydelse framstar som
enkel att pavisa genom att de ar ett effektivt verktyg for att 16sa uppgifter. Dessu-
tom kan algoritmer anvindas utan koppling till matematisk forstaelse. En under-
visning som domineras av formedlande av algoritmer innebar att elever inte kom-
mer att behova forsta vad de gor och ytterst gar miste om en djupare och rikare
forstéelse av matematik (Brousseau, 1997; Hiebert, 2003).

2.2.2 Imitation av algoritmer och forekomsten av dessa i liro-
bocker

Laroboken och dess uppgifter dr en hornsten i elevers arbete med matematik
(Rezat & Strasser, 2012; Stein, Remillard, & Smith, 2007). Matematikuppgifter
riktar elevers uppmarksamhet pa innehallsliga aspekter likval som pa vilket sitt
en uppgift ska processas (Doyle, 1983). Laroboken har en central roll i undervis-
ningen och fungerar i praktiken som en informell laroplan (Schmidt et al., 2001)
béde i Sverige (Boesen et al., 2014; Jablonka & Johansson, 2010; Johansson,
2006; Skolinspektionen, 2010; Skolverket, 2003) och internationellt (Valverde,



Bianchi, Wolfe, Schmidt, & Houang, 2002). Uppgifter som kan losas genom imi-
tation av 16sta exempel dominerar i larobocker i ggmnasieskolan (Brehmer, Ryve,
& van Steenbrugge, 2016) och i en vanligt forekommande larobok vid svenska
universitet (Lithner, 2004). Brehmer et al. (2016) undersokte kursbocker for
gymnasieskolans matematikkurser 3¢, 4 och 5 fran tre stora laroboksserier. Re-
sultatet visade att 95% av larobockernas uppgifter kunde 16sas genom imitation.
Motsvarande andel i den analyserade universitetslaroboken var 70%. For tio pro-
cent av uppgifterna kriavdes skapande av l6sningsmetod och for resterande 20%
kravdes att en mindre del av 16sningsmetoden skapades. En majoritet av de upp-
gifter dar 16sningsmetoden behovde skapas var placerade bland larobockernas
svarare uppgifter. I en likande studie, gjord pd amerikanska larobocker for mel-
lanstadiet, studerades i vilken omfattning det kravdes att elever skulle behéva
skapa matematiska argument for att 16sa 1arobockernas uppgifter. Det visade sig
att 3,7% larobockernas uppgifter kravde 16sning med hjilp av matematiska argu-
ment (Bieda, Ji, Drwencke, & Picard, 2014).

Ett exempel pa en uppgift med en tillgdnglig 16sningsmetod 'eir% = 12. Uppgiften
(som skulle kunna finnas i vilken larobok som helst) dr hamtad fran en larobok
som pa samma uppslag som uppgiften finns p4, aterfinns ett 16st exempel av ek-
vationen% = 5 (Szabo, Larsson, Viklund, Dufiker, & Marklund, 2011, s. 90-91).
En elev har dd mgjligheten att imitera algoritmen fran det l6sta exemplet, utan
att sjalv behova skapa nagon del av 16sningsmetoden eller reflektera 6ver vad
uppgiften gar handlar om.

Det dr inte bara uppgifter utan kontext som kan losas genom algoritmer, utan
aven uppgifter med kontext (lastal). Uppgiften i Figur 3 dr ett exempel pa detta.

Ett ldn pa 30 000 kr ska amorteras med tre lika stora belopp pé tre ar. Réntan ir 5,20 %.
a) Rita och fyll i tabellen.

b) Vilket totalbelopp ska betalas till banken?

Ar Aterstaende lan Arsrinta Att betala till banken
1 30000
2

3

Figur 3. Exempel pé laroboksuppgift som kan l6sas genom att imitera en 16sningsmetod fran ett 16st
laroboksexempel (Alfredsson, Erixon, & Heikne, 2011, s. 107)

P& samma uppslag som ovanstdende uppgift, finns nedanstéende 16sta exempel
med ifylld tabell (se Figur 4).



Nir Malin ska kopa sin forsta bil maste hon ta ett 1&n pa 10 000 kr. Lénet ska betalas tillbaka pa
4 ar.

Varje ér betalar hon tillbaka en fjirdedel av lanet. Vi séger att hon amorterar 2500 kr per &r.
Réantan pa Malins l&n ar 7,00 %.

Hur mycket mer dn 10 000 kr kommer Malin att ha betalt banken nir hela lanet ar aterbetalt?

7% av aterstdende lan Amortering + rdnta

/

Ar Aterst3ende Ian Arsrinta An%
1 10000 0,07 - 10000 = 700 @00 + 700 = 3200

2 7500 0,07 - 7500 = SZD 2500 + 525 = 3025

3 5000 0,07 - 5000 = 350 2500 + 350 = 2850

4 2500 0,07 - 2500 = 175 2500 + 175 = 2675

S 1750 kr 11 750 kr

Malin har betalat banken 1750 kr i rantekostnader. Det motsvarar 17,5 % mer dn det beloppet hon
l&nade.

Figur 4. Ett 16st laroboksexempel, vars 16sningsmetod kan imiteras for att 16sa en av lairobokens upp-
gifter (Alfredsson, Erixon, et al., 2011, s. 106)

For att 16sa uppgiften géllande lanet om 30 000 kr kan hela 16sningsmetoden
imiteras fran det 16sta exemplet. Det dr ocksa tdnkbart att en elev kan fa motsva-
rande information om l6sningsmetoden fran en klasskompis eller fran lararens
genomgéng vid tavlan.

Konsekvenserna av att ha ett allt for stort fokus i undervisningen pé procedur-
uppgifter sammanfattas av Doyle (1988):

1. Det ger en signal om att uppgifter ska kunna 16sas enkelt genom algorit-
mer.

2. Attsignalera att manga uppgifter ska goras snabbt, leder till att elever be-
gransas i att utveckla formagor som skulle stotta 16sandet av uppgifter.

3. Att jobba utifran att koppla ihop uppgifter med algoritmer signalerar att
uppgifter bast 16ses genom algoritmer snarare 4n med matematiska reso-
nemang.

2.2.3 Sammanfattning

En undervisning som bygger pé imitation ar vanlig, bland annat for att den fram-
stér som effektiv och enkel, bade for larare och elever. Men en undervisning som
domineras av imitation innebar att elever inte far forutsiattningar att utveckla alla
formégorna i matematik. Eftersom denna typ av undervisning fortsitter att vara
vanlig verkar det som om det finns ett behov av att ytterligare forsta varfor det ar
sd. Detta for att mer forstd vad i nuvarande undervisning som behover utmanas



for att kunna foresld alternativ till denna undervisning. Detta var det Gvergri-
pande argumentet for att utfora studierna I, IT och III.

2.3 Undervisning som bygger pa problemlésning

En undervisning som bygger pa att elever méter och 16ser problemuppgifter har
storre mojlighet att utveckla elevers matematiska forstaelse dn en undervisning
som betonar imitation (Boaler, 1998, 2014; Schoenfeld, 1985, 2018). Nir elever
far tillfalle att arbeta med problemuppgifter innebéar det att elever ges mojlighet
att greppa mer an isolerade idéer. Det innebar ocksa att de testar hypoteser, mo-
tiverar och utvirderar sina slutsatser (Cobb et al., 1991; Hiebert et al., 1996;
Marcus & Fey, 2003; NCTM, 2000). Att undervisa genom problemlosning, det
vill sdga med problemlésning som medel, innebar att elever forbattrar sin pro-
blemlosningsforméga, inte bara pa grund av att de lir sig probelmlosningsstrate-
gier, utan ocksa for att de far en djupare matematisk forstaelse vilket i sin tur
bidrar till elevers problemlosningsformaga (Stein, Boaler, & Silver, 2003). Elever
ildnder som presterar bast i virlden i jamforande studier, d4gnar en majoritet av
undervisningstiden &t probleml6sning (Hiebert et al., 2003).

2.3.1 Exempel pa fordelen med en undervisning som bygger pa
problemlosning

I en longitudinell studie (Boaler, 1998), undersoktes tva hogstadie- och gymna-
sieskolor i Storbritannien. Den ena skolan, Amber Hill, hade en matematikun-
dervisning inriktad pa utantillinldrning, med fokus pa att komma ihdg definit-
ioner och algoritmer. Den andra skolan, Phoenix Park, hade en matematikunder-
visning som praglades av att eleverna fick arbeta med problemuppgifter. Under-
visningen innebar bland annat att eleverna diskuterade hur de skulle angripa pro-
blemuppgifter och hur de skulle gora for att 16sa olika problem. En uppf6ljnings-
studie av eleverna som gatt pa de bada skolorna gjordes atta ar senare (Boaler &
Selling, 2017). I uppfdljningsstudien visade det sig att de personer som tidigare
hade gétt pd Amber Hill generellt sett visade ett intresse for viss typ av matema-
tik, som till exempel att 16sa sudoku, men de relaterade matematik endast till ett
visst innehall s som tal, procent och trigonometri och sig inte att matematik
hade négon praktisk anvindning i deras vardagliga liv. De personer som tidigare
hade gatt pa Phoenix Park ség & andra sidan matematik som nagot anvindbart.
Nir de talade om matematik handlade det inte frimst om innehll utom hur det
kunde anvindas, till exempel till att 16sa problem som de mott. Resultaten fran
uppfoljningsstudien visade ocksa att personerna som gatt pa Phoenix Park hade
fatt en, relativt sett, mer gynnsam socioekonomisk situation jamfort med perso-
nerna som gétt pa skolan Amber Hill, detta trots att utgangsldget da personerna
gick i skolan var det omvianda. Resultatet kopplat till socioekonomiska faktorer
relaterade Boaler snarare till den sammantagna skolmiljon i respektive skola dn
enbart matematikundervisningen, som dock pépekas var en integrerad del av den



totala skolmiljon. Ett femarigt forskningsprojekt i USA (Silver & Stein, 1996) med
sex skolor motsvarande mellan- och hogstadiet visade att de elever som fick en
undervisning som var baserad pé att 16sa problemuppgifter presterade battre pa
tester som testade problemlosning, resonemang och kommunikation jamfort
med elever som hade fatt en mer procedurinriktad undervisning (Stein & Lane,
1996). Deltagande skolor visade inte heller ndgon nedgéng vad det géller prestat-
ioner gillande att 16sa uppgifter av procedurkaraktir. Dessa skolors elever pre-
sterade dessutom bittre pa nationella prov &n jamfoérbara elever frdn andra sko-
lor (Silver & Lane, 1995). I ytterligare en annan studie (Ridlon, 2009) pa mellan-
stadieklasser, vilken pagick under tva ar, jamfordes tvd undervisningsmetoder
varav en mer imitativ och en mer problemlésningsorienterad. Den problemlos-
ningsorienterade undervisningen innebar for eleverna ett 6kat larande och de fick
mer positiva uppfattningar om matematik, jamfort med de elever som fick den
mer imitativa undervisningen. Dessutom var den problemlosningsorienterade
undervisningen speciellt gygnnsam for de 1agpresterande eleverna. I en fjarde stu-
die (Hiebert & Wearne, 1993) studerades sex stycken lagstadieklasser under ett
lasdr, varav tva av klasserna hade en undervisning som innebar att jobba med
problemuppgifter, undersoka matematiska relationer och diskutera olika 16s-
ningsmetoder. Eleverna fridn dessa tva klasser uppvisade en storre 6kning i la-
rande, bade vad giller berikningar och att 16sa problemuppgifter, jamfort med
eleverna i de fyra klasser som fick en mer konventionell undervisning med upp-
gifter ur liroboken. Denna skillnad i resultat géllde bade elever som hade det sva-
rare och de som hade det lattare med matematik. Andra exempel med resultat
som visar pa larandefordelar om undervisningen bygger pé att lara genom pro-
blemlosning ar till exempel Abdu, Schwarz och Mavrikis (2015); Csikos, Szitanyi
och Kelemen (2012); N. H. Lee, Yeo och Hong (2014).

Ovanstdende exempel har beskrivit fordelen med en undervisning som pa olika
sétt 1atit problemlosning vara en del av undervisningen. En rad jamforande stu-
dier (Jonsson, Kulaksiz, & Lithner, 2016; Jonsson, Norqvist, Lithner, & Liljekvist,
2014; Karlsson Wirebring et al., 2015; Olsson & Granberg, 2018) har fokuserat pa
vilken betydelse elevers skapande av 16sningsmetoder har f6r larande. I studierna
har man 14tit elever trina pa uppgifter pa tva olika sitt. Den ena gruppen elever
har fatt tillgang till Il6sningsmetoderna (algoritmer) till uppgifter vid traningstill-
fallet, medan den andra gruppen elever blivit tvungna att skapa losningsmetoder
vid traningstillfallet. En vecka efter trdningen gjordes eftertester i dessa studier
som visade att elever som sjilva fick skapa l6sningsmetoder kom ihédg det de tra-
nat pa bittre dn de elever som fatt tillgang till 16sningsmetoder under traningen.
En av studierna (Jonsson et al., 2014) visade dessutom att det var de kognitivt
svagaste eleverna som hade mest att vinna pa att behova skapa 16sningsmetoder.
Studierna visade ocksa att framgangsfaktorn for att 1ara sig genom att skapa los-
ningsmetoder till uppgifter var att klara av att 16sa uppgifterna. Att bara tilldelas,
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men inte klara att 16sa en uppgift hjélpte alltsa inte. I ett sidant skede blir lara-
rens stod avgorande for elevers forutsiattningar att 16sa problemuppgifter. For en
elev som kort fast i sin problemlésning och behover hjilp av sin ldrare innebar
detta att lararen inte ska ge 10sningsmetoden till eleven, eftersom eleven da inte
behover skapa den. Att undersoka hur man skulle kunna utforma ett stéd for 1a-
rare nir de ska stodja elever som kort fast i sin problemlésning, utan att ge 16s-
ningsmetoden, var ett av skilen till och syftet med att utféra studie IV och V. Att
larare ger delar eller hela 16sningsmetoden, alternativt stiller ledande frégor, till
elever ar daremot vanligt (Boaler & Brodie, 2004; Stein et al., 2007).

2.3.2 Kuritik mot undervisning genom problemlosning

Viss kritik har lyfts mot att man beskriver att en undervisning som baseras pa
problemlosning ger effektivt larandet. Denna kritik vander sig framst mot att helt
utldmna elever att uppticka och konstruera matematik pé helt egen hand. I relat-
ion till detta alternativ finns det férdelar med ldrande av algoritmer via imitation
och utantillinlarning (Kirschner, Sweller, & Clark, 2006; Mayer, 2004). Det finns
fordelar med att ge direkta instruktioner. Dessa ar framforallt att sddana instrukt-
ioner ger information om hur en procedur ska utforas, ger korrekta lI6sningar och
forklaringar, pekar pa kritiska delar i givna exempel, ar tidseffektivt och minime-
rar risken att dgna sig at irrelevant sokande efter 16sningsmetoder (Kirschner et
al., 2006; Mayer, 2004). Nackdelarna med att ge direkta instruktioner ar till ex-
empel att elever glommer bort givna 16sningsmetoder, att det inte uppmuntrar
att soka sig bortom givna instruktioner och att elever inte utmanas i sin matema-
tiska forstaelse (H. S. Lee & Anderson, 2013). H. S. Lee och Anderson (2013) har
i en litteraturéversikt jamfort forskningsresultat fran studier dar elever fatt en
undervisning baserad pa direkta instruktioner med studier dir elever fatt upp-
tacka matematiken pa egen hand. H. S. Lee och Anderson (2013) understryker att
de mest lovande undervisningsmetoderna inte &terfinns i ytterligheterna — ingen
lararhjalp respektive direkta instruktioner till 16sningar. De basta larandeeffek-
terna aterfinns dér elever far stod av lararen i sitt upptiackande av matematiken
(H. S. Lee & Anderson, 2013). Hur denna kombination av lararstod och eget upp-
tackande ser ut i mer detalj ar dock inte klarlagt (H. S. Lee & Anderson, 2013).

2.3.3 Uppfattningar om matematik

En persons problemlosningsformaga beror pa foljande fyra problemlésnings-
kompetenser: resurser, heuristiska strategier, metakognitiva 6évervaganden och
uppfattningar om matematik (eng. "beliefs”) (Schoenfeld, 1985, 1992). Dessa fyra
kompetenser 13g till grund for konstruktionen for det lararstod (nedan kallad
lararguide) som anvindes i studie V. Kompetenserna resurser, heuristiska stra-
tegier, metakognitiva 6verviganden kommer att behandlas i avsnitt 3.2, medan
uppfattningar om matematik behandlas hir. Fokus for studie II var att studera
uppfattningar om matematik i relation till problemlésning.
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En elevs uppfattningar om matematik ar hennes matematiska varldsbild som
paverkar hennes matematiska beteende och forstéelse. Det handlar om synen pa
henne sjilv i forhallande till lirandemiljo och till matematiken (Schoenfeld,
1995). Definition av uppfattningar ar en individs forstaelser och kanslor, vilka
formar hur individen tolkar och engagerar sig i matematisk aktivitet (Schoenfeld,
1992, s. 358). Med en undervisning som ska utveckla mer komplexa formagor,
sdsom problemlosningsformaga, innebar det ocksé att larare behover forsta att
en elevs uppfattningar kan utgora ett hinder for detta. Larare behover till exempel
ha insikt om att elever kan ha uppfattningen om att de inte kan 16sa uppgifter
utan, for dem, kdnda l6sningsmetoder. Det finns en ganska klar bild av vilka ne-
gativa uppfattningar om matematik som elever kan ha (Schoenfeld, 1992):

1. Matematikuppgifter har ett och bara ett rétt svar.

2. Det finns bara ett ritt sétt att 16sa matematikuppgifter pa — vanligtvis sen-
aste regeln som ldraren gatt igenom med klassen.

3. Vanliga elever kan inte forvinta sig att forstd matematik. Elever forvantar
sig endast behdva memorera och anvinda vad de har lart sig mekaniskt
och utan att forsta.

4. Matematik dr ndgot man dgnar sig at ensam.

5. Elever som har forstitt den matematik som de arbetar med kommer att
kunna 16sa alla givna uppgifter pa fem minuter eller snabbare.

6. Den matematik som lirs ut i skolan har lite eller inget att gora med den
riktiga varlden.

7. Matematiska bevis ar inte till ndgon hjélp i en process av upptiackande och
utforskande.

Elever pa skolan Amber Hill (Boaler, 1998) (avsnitt 2.3.1) hade till exempel upp-
fattningen att matematik handlar om att lira sig regler utantill och nir de stélldes
infor en uppgift var det viktigare att komma ihag likande uppgifter, istéllet for att
tdnka efter vad som behovdes for att 16sa uppgiften. Uppfattningen att matematik
handlar om att lara sig en uppséttning regler verkar ha hindrat dessa elever fran
att forsoka tolka nya situationer med hjilp av matematik (Boaler, 1998). I svensk
gymnasiekontext har det ocksa pavisats att elever uppvisar uppfattningar som in-
nebar att procedurer hade en central position vid uppgiftslosning och att elever
inte litade pa sin forméga att skapa losningsmetoder till problemuppgifter
(Sumpter, 2013). Studie II bygger pa resultat fran Sumpters studie.

2.3.4 Lararens roll

Nir larare ska stodja en elevs skapande av 16sningsmetod ar det viktigt att de fo-
kuserar pé elevens svarighet och den aktuella situationen for att ge eleven ratt
stod for att kunna fortsétta sin uppgiftslosning (Anthony, Hunter, & Hunter,
2015; Franke & Kazemi, 2001; Levin, Hammer, & Coffey, 2009; Stockero,
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Rupnow, & Pascoe, 2017). Om lararna stiller utforskande fragor inverkar detta
positivt pa elevers forméga att argumentera matematiskt och pa elevers larande
(Fennema et al., 1996; Kazemi & Stipek, 2001; Kosko, Rougee, & Herbst, 2014;
Martino & Maher, 1999; Mata-Pereira & Ponte, 2017). Att ldrare inte ska stélla
ledande fragor handlar alltsd inte om att inte séiga négot till eleverna eller att inte
hjilpa dem, istillet ar hjalp vid ratt tillfalle helt nodvandigt och en viktig kataly-
sator i larandet (Lobato, Clarke, & Ellis, 2005).

2.3.5 Sammanfattning

En undervisning som bygger pa att elever méter och 16ser problemuppgifter har
béttre forutsattningar att utveckla elevers matematiska forstéelse, dn en under-
visning som bygger pa att elever moter uppgifter som innebar att de kan imitera
algoritmer for att komma fram till 16sningen. Om elever har negativa uppfatt-
ningar om matematik innebéar dessa ett hinder for att arbeta med problemupp-
gifter. Nar elever kor fast i deras problemlosning, kommer den typ av hjalp lara-
ren ger att spela stor roll for elevernas forutsiattning att fortsétta att jobba med
problemuppgiften. P4 ett mer 6vergripande plan ar det kint hur lararen ska agera
i dessa situationer, men inte mer i detalj.

Ett verktyg for larare som har visat sig effektivt for att stodja elevers larande ar
formativ bedomning. Formativ bedomning kan ocksa kopplas till lararens stod-
jande roll i elevers problemlosningsprocess. Formativ bedomning var en barande
del av en den klassrumsintervention som gjorde i studie V.

2.4 Formativbedémning

Formativ bedomning har bedomts vara en av de mest kraftfulla metoderna for att
stirka elevers lirande (Black & Wiliam, 1998; Hattie, 2009). Aven om en hel del
tekniker som kan 6ka méngden av och hoja kvaliteten pa en formativ klassrums-
praktik utvecklats och visat sig vara effektiva, ar det inte klarlagt hur en formativ
bedomning ska utformas mer i detalj (Black & Wiliam, 1998, 2010). Det behovs
till exempel mer forskning och utveckling om hur formativ klassrumspraktik mer
specifikt kan utformas i olika &mnen (Bennett, 2011). Det behévs ockséd mer kun-
skap om hur en lirare i praktiken ska kunna fa reda pa var en elev befinner sig i
sitt larande och hur lararen bast hjdlper henne framat for att na ett visst larande-
maél (Black & Wiliam, 2009; Heritage, Kim, Vendlinski, & Herman, 2009). Dessa
behov av forskning var ocksa motiv till utférande av studie V.

Formativ bedomning definieras hir som:
Practice in a classroom is formative to the extent that evidence about stu-

dent achievement is elicited, interpreted, and used by teachers, learners,
or their peers, to make decisions about the next steps in instruction that
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are likely to be better, or better founded, than the decisions they would
have taken in the absence of the evidence that was elicited. (Black &
Wiliam, 2009, s. 9)

Begreppet “instruction” ska hir tolkas som alla typer av aktiviteter som &r av-
sedda att skapa larande (Black & Wiliam, 2009). Alla aktorer i klassrummet kan
gora formativa bedomningar. I den har avhandlingen fokuseras den formativa
bedémningen som ldraren kan gora.

Den lararguide som anvindes i studie V var &mnad att vara ett stod for larares
interaktion med elever som kort fast i sin problemlésning. For detta endamal an-
vandes formativ bedomning som en barande del f6r hur instruktionen f6r inter-
aktionen mellan larare och elev skulle utformas. Interaktionen innebar att lara-
ren skulle ge aterkoppling baserat pa den diagnostiserade svarigheten som eleven
hade med uppgiften. I en formativ bedémningssituation ar larare och elev bero-
ende av varandra. Lararen ar beroende av elevens respons for att kunna ge en
formativ aterkoppling. Eleven i sin tur dr beroende av lararen for att kunna
komma vidare i sitt lirande. Det som lararen registrerar ar inte nodvéandigtvis det
som eleven har svarigheter med och det som eleven registrerar ar inte nodvan-
digtvis det som lararen hade for avsikt att férmedla. Figur 5 illustrerar dialogens
villkor och utmaning i det att pilarna, som illustrerar det som avses att kommu-
niceras, ar avbrutna. De avbrutna pilarna ska ses som att det finns ingen automa-
tik att det som kommuniceras ut fran en larare eller elev uppfattas pa avsett sitt
och vice versa.

Lirare

Figur 5. De tre interagerande omradena inom ldrande. En adaption av figur fran Black and
Wiliam (20009, s. 11)

Det som ska kommuniceras ar dessutom baserat pa beslut som fattas inom loppet
av sekunder, eller till och med en brakdel av en sekund. Sammantaget ar den for-
mativa bedomningsprocessen komplex (Black & Wiliam, 2009). Denna komplex-
itet har kopplingar till de skil som angivit ovan (avsnitt 2.2) till att ldrare riskerar
att vilja en undervisning som domineras av imitation. En annan aspekt av denna
komplexitet dr att formativ bedomning och dess aterkoppling ytterst handlar om
ett mo6te mellan individer. Detta gor att lararen behover beakta att aterkopplingen
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behdver utformas pa ett personligt och meningsfullt sitt i ett hiar-och-nu-per-
spektiv. Dar lararen inser och tar i beaktande vad som hjilper den specifika ele-
ven, i en specifik situation (Ginsburg, 2009).

Sammanfattningsvis dr formativ bedomning ar ett kraftfullt verktyg for att stodja
elever i deras larande. Formativ aterkoppling sker genom en komplex process dar
elevers svérigheter diagnostiseras och dterkoppling ges baserat pa stilld diagnos.
Detaljer for hur detta bast sker ar inte klarlagt.

2.5 Sammanfatining av kapitlet

En undervisning som domineras av imitation kan framsta som enklare och mer
effektiv. Detta, tillsammans med den bland elever forekommande uppfattningen
att matematikuppgifter ska kunna l6sas med algoritmer, leder till att undervis-
ning som domineras av imitation ar vanlig. En undervisning som istéllet bygger
pé att elever far forsoka 16sa problemuppgifter dr daremot positiv for deras 1a-
rande, men mer komplex att utféra. Det finns slutsatser fran forskning om att en
probleml6sningsundervisning bor innehalla formativ bedomning, detta innebir
att larares fragor ska stodja elevers problemlosande istéllet for att styra och lotsa
dem mot en losningsmetod.
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3 Begreppsramverk

Ett begreppsramverk ska presentera begrepp nodvindiga for det som studeras
samt ange argument for att dessa begrepp ar relevanta for utforda studier (Lester,
2005). I detta kapitel presenteras ett ramverk for att kategorisera 16sningsstrate-
gier, begreppen for problemlésningskompetenser och begreppet resonemang.
Det beskrivs ocksd hur kopplingen mellan ramverket for att kategorisera 16s-
ningsstrategier hor ihop med problemlosning och resonemang.

3.1 Ramverk for typer av l6sningsstrategier

For att 10sa en matematikuppgift kan en elev antigen anvinda sig av 16sningsstra-
tegin att imitera en 16sningsmetod eller 16sningsstrategin att skapa en 16snings-
metod. I ett ramverk av Lithner (2008) karaktiriseras den senare typen av att
eleven behover koppla thop matematik och explicit eller implicit ge argument for
gjorda kopplingar samt varfor den skapade 16sningsmetoden kommer att 16sa
den aktuella uppgiften. Att utféra detta kallas, enligt Lithner (2008), for ett kre-
ativt matematiskt resonemang, CMR3. Om en 16sningsmetod istéllet kan imite-
ras, frdn nagot eller ndgon annan inklusive sig sjalv, kallas detta for imitativt re-
sonemang, IR4.1 Lithner (2008) bendmns bada dessa tva 10sningsstrategier som
resonemang. I denna avhandling har istillet begreppet 16sningsstrategi valts for
att sirskilja 16sningsstrategier fran avhandlingens definition av resonemang (av-
snitt 3.3).

Lithners (2008) ramverk har varit centralt fér avhandlingens studier och har an-
vantsi alla studier utom i litteraturéversiktsstudien (studie IV). Ramverket syftar
till att kunna karaktérisera 16sningsstrategier och att forklara ursprunget till och
konsekvenserna av olika 16sningsstrategier. Losningsstrategi definieras som re-
sultatet av en tankeprocess som utforts for att producera pastdenden och né slut-
satser i en uppgiftlosning (Lithner, 2008). En 16sningsstrategi ar enligt Lithners
definition inte nodvandigtvis byggd pa formell logik, alltsa inte begriansad till be-
vis, och kan dven vara felaktig sa lange det finns rimliga (f6r den som utfor 16s-
ningsstrategin) skil som stodjer 16sningsstrategin. En elevs losningsstrategi ses
som avtryck av hennes tankeprocess. Det dr sedan detta avtryck som kan stude-
ras. Elevens tankeprocess ir beroende av hennes formagor. Férmagorna ar for-
made av den ldrandemiljé som eleven befinner sig i (Figur 6).

3 CMR éar akronym for creative mathematically founded reasoning.
4 1R ar akronym for imitative reasoning
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Larandemilj6 | Elevens formagor | Tankeprocess Losningsstrategi

Figur 6. Ursprunget till en 10sningsstrategi, frén tanke till uttryck (Lithner, 2008, s. 256)

Ramverket innehéller alltsa tvad huvudkategorier av 16sningsstrategier, CMR och
IR. Losningsstrategin IR anvinds har i vid bemirkelse och innebér att en elevkan
imitera sina egna kunskaper eller en 16sningsmetod fran ndgot eller ndgon annan,
till exempel en larobok eller en ldrare. Losningsstrategin IR delas i sin tur upp i
16sningsstrategier som ar memorerade, till exempel ett memorerat matematiskt
bevis, och de l6sningsstrategier som foljer en algoritm (algoritmiskt resone-
mang, AR). Losningsstrategin AR kan utforas pé tre sitt, genom bekant AR, be-
gransat AR eller ett lotsat AR. Anviandning av ett bekant AR innebér att eleven
identifierar négot, ett nyckelord eller annan ledtrad i uppgiften som triggar ett val
av algoritm. Om en elev anviander sig av begrdnsat AR, viljer eleven inom en
grupp av algoritmer som hon anser vara rimliga att vilja mellan. Denna typ av
16sningsstrategi kan kopplas till om eleven ar vilsen i sitt uppgiftslésande och ar
beredd att anvinda “vad som helst” for att komma vidare i sin uppgiftslosning
Sokandet efter algoritm ar dock begransat inom det matematiska omréade som
eleven tror sig kunna hitta en algoritm. Den tredje typen av AR, lotsat AR innebar
att en elev blir lotsad av ndgon eller ndgot. Om det 4r en person, ar det vanligtvis
en larare eller en elev som lotsar en annan elev genom l6sningen till en uppgift.
En elev kan ocksa bli lotsad av en algoritm ilaroboken, antigen genom en tidigare
likadan uppgift som nyss 10sts eller ett 16st exempel som aterfinns i boken. Denna
typ av losningsstrategi kallas da textlotsat AR. Av Tabell 1 framgér forhallandet
mellan de olika typerna av CMR respektive IR. For en elev som anvander sig av
CMR for att 16sa en uppgift, innebar det att IR i huvudsak inte anvéands. Eleven
1) skapar en ny eller aterskapar en bortglomd (for eleven) l6sningsmetod, 2) ger
argument for rimligheten for bade vilka val som gjorts och vilken strategi som
anviands och hur implementeringen ar utford, 3) ger argument som baserar sig
pa icke-ytliga och relevanta matematiska egenskaper. Att basera argumenten pa
ytliga egenskaper ir till exempel att endast se till talens (9, 15, 2, 3) storlek for att
avgOra om 9/15 dr storre 4n 2/3. Att basera argumenten pa icke-ytliga egenskaper
ar att ta hansyn till att det ror sig om en jamforelse mellan tva kvoter (Lithner,
2008). Om 16sningsstrategin i huvudsak innehaller CMR och till mindre delar IR
klassas 16sningsstrategin som ett globalt CMR, om 16sningsstrategin endast till
en mindre del innehaller CMR och till storre del IR klassas det som ett lokalt CMR
(se Tabell 1).
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Tabell 1
Typer av losningsstrategier, fordelade utifran huvudtyperna CMR och IR (Lithner, 2008)

CMR IR
AR Memorerad 16s-
ningsstrategi
gll\(zll){alt Iég}fﬁlt Bekant  Begrin- Elevlot- Lararlot-  Textlot- 8 8
AR sat AR sat AR sat AR sat AR

Den egenskap som beskrivits for CMR under 1) ovan - att skapa eller dterskapa
en bortglomd l6sningsmetod- ar identisk med begreppet problemlosning sa som
det anvinds i denna avhandling. Att en l6sningsstrategi kallas kreativ innebar
inte att 16sningsstrategin méste vara ett verk av ett geni eller att det ska vara ex-
ceptionellt nyskapande, utan det handlar om att 16sningsstrategin ar ny for den
som skapat (kreerat) den (Jonsson et al., 2014). Ramverket medger endast att
16sningsstrategierna kategoriseras i diskreta kategorier, medan det i verkligheten
snarare ir sa att olika losningsstrategier kan placeras langs ett kontinuum, fran
att vara helt imitativa till att vara helt kreativa. Det ar dven si att en uppgift dar
det kan kravas en viss 10sningsstrategi for den ena eleven, kan det kriavas en an-
nan l6sningsstrategi for en annan elev (Palm, Boesen, & Lithner, 2011). Det kan
till exempel vara att ekvationen 2x + 3 = 7 endast kraver anvindandet av bekant
AR f0r en elev pa gymnasiet att 16sa ekvationen, medan det f6r en mellanstadie-
elev som stoter pa denna typ av ekvation for forsta gangen, krivs CMR for att
komma fram till en 16sning. Detta ar i analogi med det som beskrevs i avsnitt 2.1,
det vill sdiga att det inte dr entydigt om en uppgift 4r en problemuppgift, utan att
det beror pa eleven som méter uppgiften.

Ramverket (Lithner, 2008) for att kategorisera 16sningsstrategier kan anviandas
pé flera satt och i flera kontexter. Det kan anvandas for att, som angivits ovan,
kategorisera elevers 16sningsstrategier. Detta har gjorts i avhandlingens studier
I, 1T och V. Denna typ av kategorisering har tidigare gjorts i bade gymnasiekontext
(t.ex. Bergqvist, Lithner & Sumpter, 2008; Boesen, Lithner & Palm, 2010;
Sumpter, 2013) och i universitetskontext (Lithner, 2003). Vidare kan ramverket
anviandas for att kategorisera matematikuppgifter i sig sjalva, med antagande om
vilken l6sningsstrategi som kan antas kravas for att 16sa en viss uppgift utifran en
viss tidnkt nivd av matematisk kunskap. Denna typ av kategorisering har gjorts
inom ramen for studierna I, II, IIT och V. Uppgiftskategorisering har tidigare
gjorts i gymnasiekontext (t.ex. Boesen et al., 2010; Palm et al., 2011) och univer-
sitetskontext (Lithner, 2004). Ramverket har dven anvints for att kategorisera
larares genomgangar (Bergqvist & Lithner, 2012).
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3.2 Problemlosningskompetenser

Som nadmnts i avsnitt 2.3.3 beror en persons problemlosningsformaga pa foljande
fyra problemlosningskompetenser: resurser, heuristiska strategier, metakogni-
tiva 6verviaganden och uppfattningar om matematik (Schoenfeld, 1985). I avsnitt
2.3.3 beskrevs kompetensen uppfattningar om matematik. Nedan karaktariseras
de tre 6vriga kompentenserna. Som tidigare ocksd namnts, har dessa fyra kom-
petenser legat till grund f6r konstruktionen av den lararguide som anvéandes i stu-
die V och att elevers uppfattningar om matematik studerades i studie II.

En elevs resurser ar kunskaper i matematik som en elev har och som hon kan
anvianda, nir s behovs. Det ror sig i forsta hand om kunskaper om definitioner
och om hur algoritmer utfors. En elevs resurser kan vara inkorrekta eller otill-
rackliga, till exempel kan en elev ha missforstatt anvindningen av en berdknings-
algoritm. For en elev som har svaga matematiska resurser handlar det for lararen,
enligt Schoenfeld (1985), inte om att igen visa hur en viss algoritm anvénds, utan
om att identifiera de fel eller missférstdnd som finns i elevens anviandning av den
algoritmen och darefter jobba med att komma till ratta med fel och missforstand.
En elevs heuristiska strategier ar de strategier och tekniker som eleven har for
att angripa och gora framsteg inom en problemuppgift. Erfarna matematiker har
ofta genom egen erfarenhet utvecklat angreppssétt och tekniker for att 16sa pro-
blemuppgifter. Det har ocksa visat sig svart att undervisa pé ett sitt som innebar
att elever utvecklar heuristiska strategier. En svarighet med heuristiska strategier
ar att de kan vara allt for generella for att vara till ndgon storre hjilp i problem-
16sningsprocessen. I sig sjalv ar inte till exempel strategierna “undersok likheter
med andra l6sningsprocesser” eller ”dela upp 16sningsprocessen i delmaél” till sa
stor hjélp om man inte vet hur man ska gora detta. Om man inte besitter stora
erfarenheter av att angripa olika typer av problemuppgifter, kan det ocksa vara
svart att veta hur man ska vilja strategi. En elevs metakognitiva éverviganden
ar elevens overgripande beslut gillande val och implementering av resurser och
heuristiska strategier. Detta inbegriper planering, utvirdering och beslutsta-
gande. Elevens metakognitiva overviaganden ar helt centrala f6r om problemlo-
sandet kommer att vara framgéngsrikt eller inte. Det &r, enligt Schoenfeld (1985),
inte ovanligt att mindre goda problemldsare inte gor metakognitiva Gvervigan-
den, inte ens i situationer dir det framstar som enkelt att utfora dessa. Det ar d&
inte ovanligt att en elev som egentligen har tillrickliga matematiska resurser for
att 16sa en problemuppgift istéllet gr in i en dtervindsgrand och dar dgnar sig at
fruktlosa forsok att 16sa uppgiften. Trots de metakognitiva 6verviagandenas cen-
trala position i vad som utgor en god problemlosare finns det anméarkningsvart
lite forskning som undersokt hur elever ska kunna utveckla denna kompetens
(Lester, 2013).
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3.3 Resonemang

Resonemang och problemlosning har kopplingar till varandra genom att bada be-
ror skapande av 16sningsmetod (Francisco & Maher, 2005). Den litteraturéver-
sikt (studie IV) som utférdes behandlade darfor bade resonemang och problem-
16sning.

Resonemang ar en fundamental aspekt av matematik (Ball & Bass, 2003). Reso-
nemang handlar om att motivera val genom att relatera dessa till tidigare kand
matematisk kunskap. Resonemang blir darfor en viktig del for att elever ska
kunna skapa 16sningsmetoder. I avhandlingen definieras resonemang som den
explicita handlingen att motivera val och slutsatser som ar grundade i matema-
tiska argument (Lithner et al., 2010). Avhandlingens definition av resonemang
overlappar till stor del med den del av definitionen av CMR (avsnitt 3.1), som
fokuserar pa argumenten till gjorda val och slutsatser vid skapandet av en 16s-
ningsmetod. For att terskapa en bortglomd 16sningsmetod, bortglomd kunskap
eller for att skapa ny kunskap behover en person kunna resonera (Ball & Bass,
2003). Detta skulle till exempel kunna vara en elev som for forsta gdngen ska 16sa
uppgiften om hur stor sannolikheten ar att fa tva klave om ett mynt kastas tva
ganger och som inte har fatt ndgon 16sningsmetod presenterad for sig. Denna elev
behover sjilv koppla ihop tidigare kunskap som kan vara relevant for uppgiften
och argumentera (inf6r sig sjilv) om varfor dessa kunskapsbitar kommer att
hjélpa henne att 16sa uppgiften. Eller en elev som glomt bort vad produkten av
56 ar. Denna elev skulle med hjilp av upprepad addition kunna resonera sig
fram till en 16sningsmetod for att berdkna produkten.

3.4 Sammanfattning av kapitlet

Som verktyg for att analysera 10sningsstrategier for uppgiftslosning har ett ram-
verk anvints. Ramverkets tvd huvudkategorier IR respektive CMR innebir att
16sningsmetod kan imiteras respektive att en 16sningsmetod behover skapas for
att 16sa en aktuell uppgift. En persons problemlésningsformaga beror pa pro-
blemlosningskompetenserna: resurser, heuristiska strategier, metakognitiva
overvaganden och uppfattningar om matematik. Resonemang har har definierats
som den explicita handlingen att motivera val och slutsatser som &r grundade i
matematiska argument.
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4 Avhandlingens syfte och forskningsfra-
gor

Denna avhandling studerar inte elevers larande i sig eller i vilken omfattning ele-
ver lar sig matematik. Syftet ar att 6ka kunskapen om vilka forutséattningar laran-
demiljon ger elever att skapa l6sningsmetoder och dirigenom fé en djupare for-
stdelse i matematik. Avhandlingens syfte omfattar dven hur larare kan stodja ele-
ver som kort fast i sitt arbete med problemuppgifter. For att gora detta har fol-
jande overgripande forskningsfragor stallts:

1. Nar elever arbetar med matematikuppgifter, vilka forutsattningar har de
att utifran larandemiljon skapa l6sningsmetoder?

2. Hur kan larare stodja elevers arbete med problemuppgifter om maélet ar
att elever ska 16sa dessa genom att sjdlva skapa en 16sningsmetod?

Forskningsfragorna kommer att besvaras med hjilp av resultaten fran avhand-
lingens fem studier. Avhandlingens studier hade f6ljande syften:

Studie 1. Syftet var att undersoka i vilken utstrackning elever moter problem-
uppgifter och vilka l6sningsstrategier som de anvénder nir de arbetar med laro-
bokens uppgifter i klassrumsmiljo.

Studie 2. Syftet var att undersoka elevers val av 10sningsstrategier i relation till
deras uppfattningar om matematik.

Studie 3. Syftet var att undersoka i vilken omfattning som uppgifter i larobocker
fran tolv lander i fem varldsdelar kan 16sas genom att imitera en algoritm och i
vilken omfattning en losningsmetod behover skapas, samt var i larobockernas
uppgiftsavsnitt som dessa tva olika uppgiftstyper aterfinns.

Studie 4. Syftet var att kartldgga och karaktirisera hur tidigare forskning, ge-
nomfoérd i form av interventionsstudier, beskrivit en undervisning som stédjer
larande genom problemlosning och resonemang.

Studie 5. Syftet var att ge insikter om, och pa vilket sitt, en lararguide som kon-

struerats for att anvindas i klassrumsundervisning, kan ge stod till larare nar de
hjélper elever i deras problemlosning.
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5 Teoriramverk

Ett teoriramverk syftar till att stodja forskning, bdde med avseende pa utform-
ning av studier samt att férklara orsaker och samband (Lester, 2005). Detta ka-
pitel presenterar den teori, teorin om didaktiska situationer (TDS), som anvints
i avhandlingen.

En teori kan vara mycket generell, till exempel Piagets perspektiv pd kunskaps-
konstruktion eller sociokulturell teori, darmed alltfor generell for att kunna for-
klara skeenden i undervisning eller stodja utformning av undervisning (Ruthven,
Laborde, Leach, & Tiberghien, 2009; Thomas, 1997). En teori kan ocksa vara allt-
for lokal, bunden till en viss kontext, for att kunna anvandas i andra kontexter
(Thomas, 1997). Det som behovs ar darfor ett anpassat teoretiskt ramverk, som
ligger mellan generella larandeteorier och kontextualiserade teorier (Ruthven et
al., 2009). Ett sddant anpassat teoretiskt ramverk formas genom att extrahera,
och kontextualisera relevanta aspekter fran generella teorier som &r relevanta for
att kunna utveckla, analysera och utvardera undervisning (Ruthven et al., 2009,
s. 330). Brousseaus (1997) TDS utgor ett sddant anpassat teoriramverk inom ma-
tematikdidaktisk forskning (Ruthven et al., 2009).

5.1 Teorin om didaktiska situationer

Brousseaus (1997) TDS ger dels forklaringar till varfor det ar attraktivt att ha en
undervisning som innebar tillhandahallande av algoritmer for elever och varfor
en undervisning som bygger péd imitation av algoritmer ar ineffektiv utifran ett
larandeperspektiv (avsnitt 5.1.1). Teorin om didaktiska situationer ger ocksé ett
vardefullt bidrag till hur en undervisning kan designas for att elever ska kunna
konstruera kunskap (avsnitt 5.1.2). Teorin om didaktiska situationer har anvénts
for att utforma den interventionsstudie (studie V) som ingar i avhandlingen. I
kapitel 8, Diskussion anviands TDS som st6d for att forklara avhandlingens resul-
tat och som stod for hur en undervisning kan designas.

5.1.1 En forenklad undervisning

En elevs svarigheter med matematik kan, enligt Brousseau (1997), bero pé att ele-
ven har en felaktig eller inte fullt utvecklad forstéelse av den matematik hon hél-
ler pd med. Dessa svarigheter kan anvandas som en del av en larandeprocess for
att utveckla elevens matematiska forstaelse (Brousseau, 1997). Det finns en risk,
menar Brousseau, att lararen istillet for att gora detta, forenklar undervisningen
for att pd ett ytligt sétt overbrygga elevens svarighet. Denna forenkling innebar
att presentera algoritmer for eleven vilket leder till att hon klarar av de uppgifter
som hon nyss hade svarigheter med att 16sa, utan att hon beh6vt omvardera och
utveckla sin matematiska forstaelse.
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Eftersom anvindandet av algoritmer dr tidseffektivt och innebar en hog tillforlit-
lighet vid uppgiftslosning blir det attraktivt for bade lirare och elever att lata
undervisningen domineras av dessa. En sddan undervisning bygger pa foljande
principer:

a) Barasadan kunskap introduceras som antigen kan accepteras direkt eller
sddant som kan definieras eller forklaras med tidigare kidnd kunskap.

b) Alla definitioner och forklaringar maste latt forstas.

¢) ”“Undervisning” far endast ske pa ett forutsdgbart satt och “undervis-
ningen” ar begransad till sdidant som latt kan liras.

d) Forviarvandet av kunskap sker utifrén anvindbarheten f6r kommande
lektioner (Brousseau, 1997, s. 127).

Anvindandet av vissa larobocker innebér enligt Brousseau (1997) att larandet ris-
kerar att reduceras till mekanisk traning dir elever endast trinas i att séka efter
ytliga ledtradar i form av nyckelord for att 16sa uppgifter, eftersom sddana laro-
bocker ar designade for att kunna anviandas pé detta sitt. Till exempel skulle en
elevs ytliga sokande efter nyckelord som skulle kunna ge ledtrdd om val av 16s-
ningsmetod kunna vara ord som "mindre dn”, “det aterstéar” eller “du tar bort”.
Dessa ord signalarer da att utféra en subtraktionsalgoritm (Brousseau, 1997). Ett
oreflekterat, ytligt sokande kan, i andra sammanhang, leda till fel l6sningsmetod.
Betrakta uppgiften: "En dieseldriven bil kostar 250 000 kr. Det dr 200 000 kr
mindre dn en eldriven bil. Vad kostar en eldriven bil?” Om en elev soker efter
nyckelord riskerar eleven tolka "mindre dn” att en subtraktionsalgoritm ska an-
vindas, medan en korrekt 16sningsmetod innebar en addition av de béda belop-
pen. Brousseau menar att i en algoritmiskt inriktad undervisning lar sig inte ele-
ver matematik. En sddan undervisning ar ocksa pé sikt ineffektiv ur ett larande-
perspektiv, eftersom anvindandet av algoritmer inte kraver ny kunskap, beslut
eller tolkningar. Detta sammantaget gor att en undervisning som domineras av
formedlande av algoritmer innebar att elever inte far forutsattningar att skapa
16sningsmetoder, som i sin tur ar viktiga for att fa en 6kad matematisk forstaelse
(Brousseau, 1997; Hiebert, 2003).

5.1.2 Designa undervisning for larande

Négot tillspetsat skulle man kunna séga att Brousseau (1997) menar att en elev
endast kan lira sig det eleven sjdlv kommer pé och inser. Liraren méste skapa,
designa en undervisning som mojliggor sddana situationer for eleven. Detta in-
nebar ocksé att det behover finnas en 6verenskommelse, ett didaktiskt kontrakt,
mellan ldrare och elev. Kontraktet som i forsta hand och till storsta del ar implicit,
reglerar hur liarandet ska gé till och vilka roller lararen respektive eleven har
(Brousseau, 1997). Centralt for att larande ska komma till stind &r att kontraktet
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innebar att lararen 6verlamnar ansvar for larandet till eleven och att eleven ac-
cepterar detta ansvar. Detta sker genom 6verlamnade av makt (devolution), fran
lararen till eleven. Engelskans ”devolution” syftar ursprungligen p& handlingen
dir kungen, genom gudomlig ritt, 6verlat makt och ansvar. Dessa kunde inte tas
med egen kraft, utan kungen beh6vde medvetet 6verlamna dessa. P4 samma sitt
behdver lararen 6verlamna makten och ansvaret over att lira sig till eleven
(Warfield, 2006). I och med 6verlamningen ar lararen inte langre — for tillfallet
— sanningens viktare, borgensman, tillflyktsort och slutliga mottagaren av alla
barns fragor (Brousseau, 1997, s. 206). I 6verlamnandet behover ocksé eleven ac-
ceptera utmaningen att ta ansvar for larandet. Eleven har alltsa ett ansvar for att
mota upp de krav ett 6verlamnade innebar och det ar forst da som liarande kan
ske.

5.2 Sammanfattning av kapitlet

Ett teoriramverk syftar till att stodja forskning, bdde med avseende pa utform-
ning av studier och foérklaring av orsaker och samband. Darfér har TDS anvénts
som stod for att forklara avhandlingens resultat och for utformningen av utférd
interventionsstudie. Teorin om didaktiska situationer ger en forklaring till varfor
undervisning som domineras av imitation ar forradiskt attraktiv men samtidigt
ineffektiv ur ett larandeperspektiv. Teorin anger att en undervisning som mojlig-
gor larande innebér att lararen ska skapa ratt forutsitiningar for elever dar 6ver-
lamnade av ansvaret for skapandet av 16sningsmetoder ar den centrala kompo-
nenten.
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6 Metod och metoddiskussion

I detta kapitel redogors for de bakomliggande argumenten for val av datain-
samlingsmetod och utformande av dataanalys for avhandlingens studier. Kapitlet
avslutas med en diskussion géllande studiernas validitet och en redogorelse for
de forskningsetiska 6vervigandena. Tabell 2 nedan ger en 6versikt 6ver studierna
med avseende pa urval, datainsamlingsmetod, typ av data och dataanalysmetod.
Yitterligare information om studiernas metoder aterfinns i respektive artikel/ma-
nuskript.

Tabell 2
Metodoversikt for avhandlingens studier vad det géller urval, insamlingsmetod, data och analysme-
tod

Studie  Urval Insamlingsmetod Data Analysmetod
I 15 elever Video, observation, fo- 39 uppgifter Anvand 16sningsstra-
tograferade elevlos- 86 elevlosningar  tegi
ningar Uppgiftskategorisering
1I 3 elever Video, fotograferade 4 uppgifter Anvind 16sningsstra-
elevlosningar, intervju 3 elevlosningar tegi
(stimulated recall) 3 intervjuer Tematisk analys av
uppfattningar
111 12 ldro- Se avsnitt 7.3 5738 uppgifter Uppgiftskategorisering
bocker fran
12 ldnder
v 7 tidskrifter Databassokning 26 artiklar Systematisk littera-
turoversikt
v 5 ldrare Audio, fotograferade 96 larar-elevin- Kategorisering av 1a-
elevlosningar, obser- teraktioner, rar-elevinteraktioner
vation, intervju (fokus-  uppgifter och
grupp & ostrukture- elevlGsningar
rade)

6.1 Metoder for att studera losningsstrategier

Det ramverk (Lithner, 2008) som har anvénts for att studera 16sningsstrategier
(avsnitt 3.1) i avhandlingens studier kan anvandas och har anvénts for att studera
16sningsstrategier pa flera sitt. Ramverket har i avhandlingens studier anvénts
for att studera vilken typ av l6sningsstrategi som elever har anvint vid uppgifts-
16sning (studie I, IT och V), for kategorisering av uppgifter med avseende pa vil-
ken typ av 16sningsstrategi som kravs for att 16sa dessa uppgifter (studie I och IIT)
och for kategorisering av uppgiftlosningssituation med avseende pa typ av rimlig
16sningsstrategi for att kunna fortsétta arbeta med uppgiften (studie V).
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6.1.1 Att studera elevers losningsstrategi

For att studera en elevs 16sningsstrategi genom Lithners (2008) ramverk ar det
forsta steget att dela upp data i delar, i sekvenser. Hur finkornigt data ska delas
upp beror pa vad som ska studeras. Om en 16sning av en hel uppgift ska studeras
kan en sekvens vara hela uppgiftslosningen. Om en mer noggrann analys ska go-
ras kan man behova dela upp uppgiftslosningen i flera sekvenser. En sekvens in-
nehaller f6ljande steg:

1. Eleven stoter pa en (del)uppgift.

2. Ett strategival gors. “Strategi” innebar allt fran lokala procedurer till
overgripande angreppssatt och “val” har en bred innebérd (erinra, skapa,
uppticka, gissa etc.). Strategivalet kan st6djas av argument om varfor vald
strategi kommer att 16sa uppgiften.

3. Strategin implementeras. Implementering kan stodjas av argument till
varfor vald strategi har 16st uppgiften.

4. En slutsats dras.

I analysen av elevens strategival och strategiimplementering forsoker man avgora
om strategin grundar sig pa ytliga eller icke-ytliga matematiska egenskaper. Man
forsoker ocksa undersoka vilka argument som fors fram for att en vald 16snings-
metod kommer att 16sa uppgiften/16ste uppgiften och om l6sningsmetoden &ar
imiterad eller ny. En sekvens avslutas med en slutsats, till exempel angivandet av
ett svar eller att uppgiften 6verges.

Data till studierna I (elevers arbete med laroboksuppgifter i klassrummet) och II
(elevers arbete med problemuppgifter relaterat till elevers uppfattningar om ma-
tematik) har erhéllits genom elevanteckningar, elevers tal, gester och mimik (Bju-
land, Cestari, & Borgersen, 2008; Lithner, 2008). Metoden for att generera data,
vilken &r en utveckling av en metod av Langstrom och Lithner (2008), var att l1ata
tva eller tre elever arbeta med uppgifter tillsammans. Det var inte vixelverkan
eller samarbetet mellan elever som primart studerades, utan enskilda elevers 16s-
ningsstrategier vid uppgiftslosning. I 6vervigandet om data skulle erhéllas ge-
nom att elever 16ste uppgifter tillsammans eller enskilt har nedanstédende Gverva-
ganden gjorts.

Ett sitt att studera elevers uppgiftslosning ar att 1ata enskilda elever "tdnka hogt”.
Denna metod gar ut pa att eleven uppmanas beritta vad hon gor och tanker under
uppgiftslosandet (Bergqvist et al., 2008; Boesen et al., 2010; Boren & Ramey,
2000; Ericsson & Simon, 1993; Lithner, 2003). Det finns fordelar med att an-
vinda sig av en datainsamlingsmetod som bygger pa att 1ata en elev "tdnka hogt”.
Enligt Ericsson och Simon (1993) ar denna metod den som ligger narmast att
spegla en tankeprocess. En nackdel med denna metod ar att den kan skapa 1as-
ningar hos den elev som ska “tidnka hogt” (Schoenfeld, 1985). De ldsningar som
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enligt Schoenfeld kan intréffa nir en enskild ombeds “tdnka hogt” blir mer sall-
synta nar en elev fir mojligheten att for en annan elev blotta sin 1asning genom
att till exempel kunna séga “Jag har ingen aning hur jag ska gora har”. Ett alter-
nativ dr darfor att 1ata elever i grupp 16sa uppgifter (Langstrom & Lithner, 2008,
Schoenfeld, 1985). Pa detta sitt 6kar chansen att elever verbaliserar sina tankar
utan att det behover pakallas. Aven denna metod kan anses ha sina nackdelar.
Dels kan en elevs tankebana dndras av att en annan elev verbaliserar sin tanke
och dels kan det sociala samspelet pa flera sitt paverka hur arbetet fortloper. Det
finns till exempel risk att en elev dominerar i gruppen eller att elever kan forvirra
varandra (Schoenfeld, 1985). Schoenfeld menar att fordelarna 6vervager att lata
elever arbeta tillsammans vid uppgiftslosning nar data ska genereras jamfort med
att 1ata elever 16sa uppgifter individuellt och “tdnka hogt”. Forutom den minskade
risken for lasningar nir data erhalls via elevgrupper, innehaller de ofta béttre in-
formation om de val som elever gor genom att elevers val oftare motiveras och att
det oftare finns indikationer pa om andra alternativ har 6verlagts. Ytterligare en
fordel ar att denna metod har en hogre ekologisk validitet eftersom den utgér fran
elevens spontana sitt att jobba med matematikuppgifter.

Elever fran forsta arskursen pa gymnasiet valdes ut for att delta i studie I och II.
Skilet till detta var att ar 1 ar det sista dret som samtliga elever laser matematik.
Diarmed kunde elever fran samtliga tre kursspar studeras. Kurssparen ar fol-
jande: spar a (yrkesprogram), spar b (hogskoleférberedande program, mindre
matematikintensivt) och spar ¢ (hogskoleférberedande program, mer matema-
tikintensivt). I studie I var alla tre sparen representerade medan spar a och b var
representerade i studie II.

6.1.2 Att studera losningsstrategier vid arbete med laroboksupp-
gifter

Liarobokens innehéll indikerar vilka forutsittningar till lirande som elever far
(Schmidt, 2012; Tornroos, 2005). Genom att studera elevers larobocker gir det
alltsa att sdga ndgot om vilka forutsattningar elever far att skapa l6sningsme-
toder. Nar elever arbetar med ldaroboksuppgifter dr det majligt for elever att ge-
nom likheter koppla uppgiften till larobokens 16sta exempel eller annan inform-
ation i laroboken. Detta sitt att arbeta ger elever en mall for hur uppgiften ska
16sas, nagot som kan goras utan att ha nétt en djupare forstaelse av den aktuella
matematiken (Brousseau, 1997). Analysmetoden som anvindes i studie I och III
bygger pa Lithner (2004) och Palm et al. (2011) och gér i korthet ut pa att under-
soka om en uppgift i laroboken kan 16sas med hjélp av algoritmer (dterfunna i
16sta exempel, teori eller uppgifter) som presenterats tidigare i liroboken. Ater-
finns en algoritm tidigare i laroboken blev den analyserade uppgiften kategorise-
rad som att den kan 16sas utan att skapa en 16sningsmetod (high relatedness,
HR), i annat fall kravs att en 16sningsmetod behoéver skapas (low relatedness,
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LR). Om skapandet av 16sningsmetoden innebar att det inte fanns nagon algoritm
alls att folja, kallades uppgiften att ha global low relatedness (GLR). Om algorit-
men finns tillgdnglig i 1aroboken men méste modifieras innan den skulle kunna
anvands kallades uppgiften att ha local low relatedness (LLR).

Hypotetiskt skulle elever istillet kunna fi den information som finns i laroboken
formedlad vid exempelvis en ldrargenomgang. Den information som elever har
tillgdng till ar i sa fall densamma, vare sig laroboken eller lararen ar informat-
ionsbararen. Den information som facit ger har undantagits frén analysen av lar-
obockerna. Data fran studie I visade att anvindningen av facit verkade ha en in-
verkan pa uppgiftslosandet. Dessutom finns indikationer pa att anvindandet av
facit kan inverka negativt pa elevers larande (Skolinspektionen, 2010). Det hade
darfor varit efterstravansvirt om aspekten av anvindandet av facit ingétt i ana-
lysen av laroboksuppgifterna. Vid utformandet av analysramverket f6r analys av
laroboksuppgifter inkorporerades inte pa grund av att det var metodiskt svart att
undersoka pa vilket sitt facit kan antas inverka pa den l6sningsstrategi som kravs
for att 16sa en uppgift.

I studie III analyserades larobocker fran tolv lander for att undersoka i vilken
omfattning som uppgifter i lirobéckerna kan 16sas genom att imitera en algoritm.
Urvalet av lander begransade sig till linder dar svenska eller engelska ar vanliga
undervisningssprak. Kriteriet for valet av larobok fran respektive land var att det
skulle vara en larobok som var vanligt forekommande i undervisningen. Urvalet
av de lander vars larobocker kom att inga i studien, gjordes utifran en vilja att ha
en geografisk spridning. Detta antogs kunna ha en koppling till 1arob6ckernas ut-
formning. De ldnder som ingick i studie III visade sinsemellan en spridning med
avseende pa resultat i den senaste Trends in International Mathematics and Sci-
ence Study (TIMSS)-undersokningen (Mullis, Martin, Foy, & Hooper, 2016) och
den senaste Programme for International Student Assessment (PISA)-undersok-
ningen (OECD, 2014a, 2014b). Spridningen i resultatet anviandes dock inte som
urvalsgrund eftersom alla virldens lander inte 4r med i TIMSS- eller PISA-under-
sokningarna. For att kunna hitta jamforbara matematiska omraden anvéndes in-
nehéllsramverk fran TIMSS (Mullis, Martin, & Foy, 2008). Innehéllsramverket
specificerar 44 matematikomréden, varav tva valdes — area och omkrets (geome-
tri) och ekvationer av forsta graden (algebra). Valet av dessa matematikomraden
gjordes dels pa grund av att dessa tvd omraden aterfanns i alla ingéende landers
larobocker. Dels gjordes valet for att omradet geometri potentiellt verkar ha rela-
tivt hog andel uppgifter dir man behover skapa losningsmetoder (G. J.
Stylianides, 2009), medan algebra dr ett omrade dar det i lagre utstrackning kravs
att man skapar nya l6sningsmetoder (G. J. Stylianides, 2009; Vincent & Stacey,
2008).
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6.1.3 Att studera lirar-elevinteraktion och lararguidens funktion-
alitet

Den metod som anvéndes i studie V (test av lararguide for att stodja elevers pro-
bleml6sning) for att erhélla och analysera data utarbetades for den aktuella stu-
dien. Eftersom eleverna befann sig i sin vanliga klassrumsundervisning valdes en
metod som inte bygger péa att eleverna ska "tdnka hogt”, eftersom denna metod i
praktiken svar att genomféra inom ramen for vanlig klassrumsundervisning.
Istdllet observerades lararnas och elevernas interaktion med varandra och elever-
nas fortsatta arbete med uppgifterna efter att lararen lamnat eleverna. Den ana-
lysmetod for att analysera larar-elevinteraktionerna med avseende pa larargui-
dens funktion syftade dels till att bedoma om det var rimligt att den aktuella upp-
giften skulle kunna 16sas genom att skapa en 16sningsmetod och dels om den 13-
rarhjilp som gavs resulterade i att eleven fortsatte uppgiftlosningen genom CMR
(se avsnitt 3.1 for en beskrivning av CMR). For att ytterligare fa insikter om be-
gransningarna och fortjinsterna av lararguidens anvidndning gjordes fokus-
gruppintervjuer (Robson, 2011) och ostrukturerade intervjuer (Robson, 2011)
med ldrarna. De ostrukturerade intervjuerna skedde i anslutning till en avslutad
larar-elevinteraktion eller i anslutning till en avslutad lektion. Syftet med de
ostrukturerade intervjuerna var att finga upp lararnas synpunkter och klargoran-
den rorande enskilda hindelser samt ge lararna ytterligare ett tillfille att ge sina
reflektioner pd guidens anviandning och funktion.

Primart for urvalet for studie V var att samarbeta med larare som var intresserade
av, och engagerade i, en undervisning som hade tydliga inslag av problemlosning.
Elevurvalet var darfor sekundart. Elever frén alla tre kursspar (spar a, b och c)
samt alla tre rskurser var dock representerade genom att deltagande larare un-
dervisade dessa elever.

6.2 Att studera elevers uppfattningar

Att studera uppfattningar ar komplext (McLeod, 1994). Berger (1998) anvander
en metafor for att beskriva vilka utmaningar som en forskare i didaktik kan sta
infor niar uppfattningar studeras. Berger jamfor paleontologens upptickt av ett
fossilfynd av en dinosaurie till en rekonstruktion av dinosaurien med didakti-
kerns upptackt i empiri fran en individs utsagor och beteende till konstruktionen
av en trolig bild av en individs uppfattningar. Fran iakttagelser forsoker paleon-
tologen respektive didaktikern aterskapa en dinosauries skelett, respektive en
modell for individens uppfattningar. For paleontologen gér byggandet av skelet-
tet fran fossilfyndet via utgravningar till rekonstruktion. For didaktikern gar byg-
gandet av modellen av uppfattningar via datainsamling och analys av data. Utse-
endet av sjdlva dinosaurien bygger pé kvalificerade antaganden gjorda av paleon-
tologen, men likval ar och forblir utseendet av originalet dolt. Pa liknande satt ar
det nir en individs uppfattningar beskrivs av didaktikern. Konstruktionen av det
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dolda bygger pa empiri, men sjélva uppfattningarna blir aldrig synliga. En inne-
bord av metaforen &r att det finns element av godtycklighet i rekonstruktionen av
individens uppfattningar utifran individens uttalande och beteende. For att fanga
denna komplexitet behéver man anvianda en datainsamlingsmetod som ger goda
forutsiattningar att konstruera en trolig bild av individens uppfattningar (Fu-
ringhetti & Morselli, 2009, McLeod, 1994).

Sumpter (2013) studerade svenska gymnasieelevers uppfattningar kopplat till
16sningsstrategier genom induktiv metod (kategorisera data utan fordefinierade
teman). De teman pé indikerade uppfattningar som Sumpter identifierade var
elevers forvantningar pa sig sjalv och dmnet, inre- och yttre motivation samt sa-
kerhet (se Tabell 3).

Tabell 3
Teman frdn Sumpter (2013) av elevers indikerade uppfattningar om matematik kopplat till ele-
vers arbete med matematikuppgifter och med exempel pd elevutsagor

Teman Exempel
Forvantningar “Uppgifter ska 16sas med kinda metoder”
“Det dr ok att gissa”
Motivation - inre “Jag vet inte hur man gor det har”
“Det kindes ratt”
Motivation—yttre “En 10sning méste presenteras (redovisas)”
Sékerhet “Jag ar osdker nir jag méste tinka annorlunda”

“Jag ar osdker om det ar ratt”
“Jag kinner mig siker”

I studie IT anvandes deduktiv metod (kategorisera data utifran férdefinierade te-
man) med teman frdn Sumpter (2013) och med syftet att fokusera relationen mel-
lan elevers uppfattningar och val av 16sningsstrategi. For att gora detta anvandes,
forutom videoinspelning av uppgiftslosningen, dven stimulated recall-intervjuer
for att samla ytterligare data och darmed underlitta tolkningen av forekom-
mande uppfattningar. Dérefter utfordes en tematisk analys med avseende pa ele-
vernas uppfattningar (Braun & Clarke, 2006). Skilet till att anvinda deduktiv
metod med teman frdn Sumpter (2013) var att studie II i stor utstrickning var en
uppfoljningsstudie till Sumpters (2013) studie. Detta genom att bada studierna
behandlade relationen mellan 16sningsstrategi och uppfattningar hos svenska
gymnasielever. En skillnad mellan studierna var att eleverna i studie II var elever
frdn de mindre matematikintensiva kurssparen a och b, medan Sumpters studie
hade elever fran det naturvetenskapliga programmet (motsvarande det mer ma-
tematikintensiva kursspar ¢). En annan skillnad var att studie II ytterligare foku-
serade pa relationen mellan val av 16sningsstrategi vid probleml6sning och upp-
fattningar om matematik.
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6.3 Designforskning och hur den anvinds i avhandlingen

I detta avsnitt presenteras designforskning som metodologisk forskningsansats
och hur ansatsen har anvints i avhandlingen.

6.3.1 Designforskning

Under lang tid har utbildningsforskning kritiserats for dess svaga koppling till,
och paverkan pa, undervisning (A. J. Stylianides & Stylianides, 2013; van den
Akker, Gravemeijer, McKenney, & Nieveen, 2006). Som respons och svar pa
denna kritik har, till exempel, A. J. Stylianides och Stylianides (2013) foreslagit
att forskning behover: ske i faktiska klassrum, fokusera pa de mest centrala fra-
gorna for att forbattra undervisningen samt foresla empiriskt och teoretiskt grun-
dade 16sningar for att visa vad som fungerar och kunna forklara varfor det funge-
rar. Genom en designforskningsansats gors denna typ av forskning mojlig genom
att den syftar till att bidra till bdde undervisningsutveckling och forskning
(McKenney & Reeves, 2012; van den Akker et al., 2006). Designforskningens an-
sats dr att utforma, testa, utvardera och forklara varfor en viss utformning av
undervisning fungerar (Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer, & Schauble, 2003;
McKenney & Reeves, 2012). Det kan dven handla om andra typer av design, till
exempel design av uppgifter eller organisation. Inom undervisningsdesignforsk-
ning ser man inte klassrummet frimst som ett stille dir forskare hamtar data
utan istillet som en plats dir forskare och larare gemensamt kan utveckla en 13-
randemilj6 som uppmuntrar en reflekterande och utvecklande praktik (Brown,
1992; Prediger, Gravemeijer, & Confrey, 2015). Genom att studera en design i
praktiken, med siktet installt pa att iterativt gora forbattringar kan forskare och
larare konstruera allt battre interventioner for bade forskning och praktik (Coll-
lins, Joseph, & Bielaczyc, 2004). Eftersom designforskning sker med tillsammans
med larare 6kar chansen att de forskningsresultat som kommer fram ocksa far
genomslag i undervisningen (McKenney & Reeves, 2012). Studie V hade en de-
signforskningsansats genom att dels testa, utvirdera och férbattra den lararguide
som syftade till att hjalpa larare att stodja elevers problemlésning och dels, till-
sammans med andra studier, vara teoriutvecklande.

Cobb et al. (2003) har identifierat fem karaktaristika hos designforskning. Dessa
ar:

1. Genererar teori. Ett mél &r att generera teori om larprocessen och hur
larandet st6ttas. Detta innebiar béde att skapa och utveckla teori. De stu-
dier som gors syftar till att na ldngre an att skapa en undervisning som
fungerar. Teoriutvecklingen ar en del av syftet.

2. Interventioner. Syftet ar att skapa och studera nya typer av undervisning.

3. Framadatsyftande och reflekterande. Bygger pa de tva ovanstdende, fram-
atsyftande in den mening att designerna dr implementerade med en
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tankt larprocess och reflekterande in den mening att en initial idé blir
testad, kanske avfardad och att alternativa idéer darefter kan genereras
och testas.

4. Iterativ. Den tredje karaktiristikan resulterar i en fjarde. Idéer genere-
ras, omformuleras och kanske avfiardas. Detta resulterar i ett iterativt ar-
betssitt av skapande och revision.

5. Teort i praktiken. De teoretiska utgdngspunkterna ar tatt kopplade till
praktiken - teorin maste fungera i praktiken.

Den overgripande idén med designforskning ar att man startar ett projekt med
initiala hypotetiska idéer sprungna ur tidigare forskning, erfarenhet och teori.
Den initiala hypotetiska idén kallas for en designprincip. Det dr denna design-
princip som testas och utvarderas i en intervention. Utifran en analys av inter-
ventionen formuleras en fordjupad eller mer omfattande och reviderad design-
princip, som ar mindre hypotetisk dn den ursprungliga designprincipen. Den re-
viderade designprincipen kan sedan i sin tur fungera som en mindre hypotetisk
designprincip i en ny intervention (Cobb et al., 2003; McKenney & Reeves, 2012).
Denna iterativa process askadliggors i Figur 7.

[ Designprincip ]—>[ Intervention I’ >| Reviderad designprincip ]

Figur 7. Den 6vergripande idén med designforskningsmetodologin

En designprincip bor innehalla information om ett mal fér vad som ska uppnas,
ett pastdende om hur malet nds och argument for att stillt pastaende ar plausi-
belt (van den Akker, 2010). Ett mél skulle kunna vara att elever ska utveckla en
viss matematisk formaga eller metod. Pastdende innehaller information om till-
vigagangssattet for att nd malet. Argumenten bygger pa bade teoretiska och em-
piriska argument. Teoretiska argument kan till exempel vara ett argument som
bygger pa TDS. De empiriska argumenten &r av tva typer. Den ena typen av argu-
ment hanvisar till tidigare empiriska forskningsresultat. Den andra typen ar re-
sultat fran den egna genomforda forskningen dar designprincipen har blivit tes-
tad (Cobb et al., 2003; McKenney & Reeves, 2012; van den Akker, 2010). Van den
AKkKkers (2010) tre kategorier for karaktarisering av designprincip utgjorde ocksé
grunden for den analysmetod som konstruerades for studie IV (littereraturéver-
sikten). I studie IV undersoktes hur tidigare forskning, genomford i form av in-
terventionsstudier, beskrivit en undervisning som stodjer larande genom pro-
bleml6sning och resonemang. Analytiskt gjordes detta genom att, for varje inga-
ende studie, karaktarisera larandemaél, pastdende om hur malet skulle nis och
argument for detta pastaende.

32



Studie V gjordes inom ramen for ett forskningsprogram ("Att lira matematik
genom imitativa och kreativa resonemang," 2019, LICR5) som bland annat syftar
till att utveckla designprinciper for undervisning. Den designprincip som infor-
merade interventionen for studie V var foljande:

Mal. Milet for undervisning ar att eleverna ska anvinda CMR for att
16sa problemuppgifter.

Pastaende.  Lat eleverna forst forsoka skapa egna l6sningar. Om detta miss-
lyckas, ges aterkoppling baserat pa en diagnos av elevernas svarig-
heter som stoder elevernas forméga och ansvar att skapa 16snings-
metoder.

Argument.  Denna designprincip ir i linje med TDS och har st6d i forsknings-
oversikter (Hiebert, 2003; Niss, 2007). Om ldrarens maél ar att
stodja elevernas CMR, ar det nédvindigt att bade diagnostisera
elevernas svarigheter med den specifika uppgiften och ge ater-
koppling som anpassas till elevernas svarigheter (men utan att ge
en losningsmetod). Saledes ar sidan undervisning av nédvandig-
het utformad utifran formativ bedomning, som i flera litteraturo-
versikter har visat sig vara ett av de mest effektiva satten att for-
battra elevernas larande (Black & Wiliam, 1998; Hattie, 2009).
(Lithner, 2017, s. 10-11)

Ovanstédende designprincip skulle kunna leda till ménga olika typer av undervis-
ningsinterventioner. Darfor ska valet, i studie V, av att skapa en lararguide ses
om en operationalisering av designprincipen ovan.

I studie V beskrivs endast en iteration av anvindningen av lararguiden. Denna
iteration foregicks dels av en tidigare iteration med samma larare, men ocksé av
tre ars utveckling innehéllande konstruktion av lararguide, pilotforsok inom fors-
kargruppen, en parallell studie med elever dir forskarna agerade larare samt pi-
lotforsok med endast ett par larare. Infor den rapporterade iterationen bedémdes
lararguiden vara tillrackligt robust for att kunna anvidndas och utviarderas inom
ramen for ordinarie matematikundervisning. Detta tillvigagangssatt ar i linje
med McKenney och Reeves (2012) samt Swan (2014) som foreslar att design-
forskning sker i en flerarig iterativ process. I borjan av denna process ar forskare
vanligtvis delaktiga i interventionen och endast ett fatal elever ingar i de forsta
forsoken vilka sker i en tillrdttalagd miljo. Efter detta inledande steg kan utvalda
klassrum och lirare delta i interventionen (studie V rapporterar fran detta steg i

5 LICR ar akronym for Learning by Imitative and Creative Reasoning.
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processen.). Darefter kan fler larare och klassrum komma att ingd, som inte tidi-
gare varit delaktiga i designprocessen. For varje cykel av processen ar idén att
urvalsantalet 6kar och blir mer representativt for den miljo som den designade
undervisningen ytterst ar tankt att fungera i.

6.3.2 Konstruktion, utveckling och anvindning av lararguiden

Lararguiden (se Appendix for lararguidens matris) som anvandes i studie V var
konstruerad utifran designprincipen (avsnitt 6.3.1) for att stodja larares hjalp nar
elever kort fast i sin problemlosning. Konstruktionen av lararguiden byggde pa
principer f6r formativ bedomning (avsnitt 2.4), de fyra problemlosningskompen-
tenserna (avsnitt 2.3.3 och 3.2) och pé steg i problemlésningsprocessen, som byg-
ger pa av Schoenfeld (1985) identifierade problemlosningssteg. Dessa steg var
tolkning av information i problemuppgiften, utforska och analysera relevanta
aspekter for problemuppgiften, skapa hypotes for en 16sningsidé (eventuellt uti-
fran tidigare gjord utforskning), motivera 16sningsmetod sarskilt utifran repre-
sentationer och kopplingar och applikation av den skapade 16sningsmetoden.
Problemlosningskompentenserna och stegen i problemlosningsprocessen skap-
ade tillsammans tva dimensioner som kom att utgéra en matris som ingick i larar-
guiden. Matrisens olika celler utgjorde, utifran formativ bedomning, en diagnos
kopplad till en viss problemlésningskompetens och till ett visst problemlésnings-
steg. Diagnosen kopplades i sin tur till en aterkoppling att ge till eleven (Figur 8).

Problemlésningskompetenser
Uppfattningar | Metakognition | Heuristiska | Resurser
strategier
Diagnos Diagnos Diagnos Diagnos
_sb_-? Tolka Aterkoppling Aterkoppling Aterkoppling | Aterkoppling
# | Utforska/ Diagnos Diagnos Diagnos Diagnos
E‘J Analys Aterkoppling Aterkoppling Aterkoppling | Aterkoppling
E Hypotes Diagnos Diagnos Diagnos Diagnos
© Aterkoppling Aterkoppling Aterkoppling | Aterkoppling
g Motivera Diagnos Diagnos Diagnos Diagnos
= ¢ Aterkoppling Aterkoppling Aterkoppling | Aterkoppling
"8 Applikati Diagnos Diagnos Diagnos Diagnos
£ ppirkation Aterkoppling Aterkoppling Aterkoppling | Aterkoppling

Figur 8. En schematisk bild av ldrarguiden. Kolumnerna utgors av problemlosningskompetenserna
och raderna utgors av steg i problemlésningsprocessen

Figur 8 utgor en schematisk bild av liararguidens matris och dven den initiala
strukturen f6r matrisen som den hade vid projektets borjan for tre ar sedan. Ut-
over lararguidens matris innehdll 4ven lararguiden tre andra delar: diagnosfragor
for lararen att stélla, information till lararen om hur lararguiden skulle anvandas
och mer utforliga forklaringar om vad de olika cellernas diagnoser och aterkopp-
lingar innebar.
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Utifran den ursprungliga konstruktionen, som var i linje med det som beskrivits
ovan, kom den version av lararguiden som anvandes i studie V att géras mer an-
vandarvanlig och mer relevant utifran de st6d som lararna behovde for att kunna
stodja elevers problemlosning. Utvecklingen mot en mer, i praktiken, anvandbar
lararguide innebar till exempel for matrisens del 1) fortydliganden av diagnosti-
serade svérigheter (dvs. texterna i cellerna som korresponderar mot den schema-
tiska tabellen, Figur 8 fortydligades), 2) borttagning av raden kopplad till appli-
kation, 3) sammanslagning av raderna for utforskning och hypotes, 4) bortta-
gande av kolumnerna kopplade till uppfattningar och resurser och 5) axlarna i
matrisen bytes inbordes. Skilet till borttagande av applikationskolumnen var att
det visade sig att elever sillan upplevde svarigheter i detta steg. Skalet till sam-
manslagningen av raderna for utforskning och hypotes var att det var svart att i
praktiken sarskilja dessa tva steg, bdde med avseende pé& diagnos och pa &ter-
koppling. Skalet till att uppfattningskolumnen togs bort var att larar-elevinter-
aktionerna ansags vara for korta for att kunna paverka elevernas svérigheter
kopplade till uppfattningar. Skilet till att resurskolumnen togs bort var att ele-
vernas svarigheter kopplade till resurser var lattdiagnostiserade och aterkopp-
lingen enkel for larare att ge, att detta inte explicit behovdes finnas i matrisen.
Till exempel kunde en diagnos vara att en elev glomt bort en deriveringsregel,
som i sin tur behévdes for att skapa en l6sningsmetod. Aterkopplingen #r da gi-
ven, att tala om deriveringsregeln for eleven. Skilet till att byta axlar i matrisen
var att den ansdgs mer lattlast da. Dessutom gjordes en justering och ett fortydli-
gande av mélet med lararens hjilp. Justeringen innebar att malet inte var att ele-
ven skulle 16sa uppgiften, utan att malet var att hon skulle jobba vidare med upp-
giften genom CMR.

Anvindningen av lararguiden tar sin borjan utifran att en elev bett om ldrarens
hjalp eller att lararen pa annat sitt insett att eleven behover hjalp. Anvindningen
av lararguiden innebar ett agerade fran lararen i tre faser. Fas 1 utgjordes av att
fa information om elevens svarigheter med att komma vidare i sin 16sning av pro-
blemuppgiften. Fas 2 var att, utifrdn informationen, stilla en diagnos 6ver sva-
righeten. Fas 3 var att, utifran stdlld diagnos, ge adterkoppling. Fas 1 innebar att
lararen tog del av det som eleven hade skrivit och stillde diagnosfragor for att fa
tillrackligt med information for att g 6ver i fas 2. Lararguidens diagnosfrigor
var: 1) Kan du beritta med egna ord vad det dr som efterfragas i uppgiften?”, 2)
“Vad har du gjort/tankt hittills?” och 3) "Varfor har du gjort/tankt sa?”. Utifran
informationen som lidraren fatt av elevens arbete och svar pad diagnosfragorna
gjordes forst en bedomning om det var rimligt att eleven skulle kunna jobba vi-
dare med uppgiften genom CMR eller inte. Skil till att bedoma att det inte var
rimligt att fortsitta att 16sa problemet med CMR skulle kunna vara att det skulle
ta for 14ng tid i relation till den tid som fanns att tillga eller att uppgiftslosningen
genom CMR kunskapsmassigt var utom rackhall for eleven. Efter denna initiala
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bedomning gjordes en mer detaljerad diagnos 6ver elevens svérighet och en 6ver-
géng till fas 2. Under fas 2 diagnostiserades elevens svérigheter med att komma
vidare i sin problemlosning genom att ta reda pa vilken problemlosningskompe-
tens och vilket problemlosningssteg som eleven hade svérighet med. Utifrén
stélld diagnos gavs aterkoppling till eleven (fas 3). Darefter var lararguidens in-
struktion att eleven skulle lamnas sd snart som lararens bedomde att eleven
kunde fortsitta (i alla fall en liten stund) pa egen hand.

6.4 Validitet

Detta avsnitt redogor for vilka 6verviganden som gjorts for att nd en hog validitet
for studierna. Andra aspekter av validitet ar reliabilitet, bias och generaliserbar-
het, vilka ocksa behandlas i avsnittet.

Vid datainsamling och dataanalys ska hog validitet efterstravas, det vill sdga att
det man avser studera studeras (Robson, 2011). Att anvidnda sig av triangulering
ar ett sitt att nd hog validitet (Schoenfeld, 2002). Triangulering kan ske genom
datatriangulering (anvénda fler 4n en metod att samla data), observationstrian-
gulering (mer dn en observator eller medkodare), metodologisk triangulering
(kombinera kvantitativa och kvalitativa ansatser) och teoritriangulering (anvén-
dandet av multipla teorier eller perspektiv) (Denzin, 1989). Hog validitet efter-
stravats for avhandlingens studier. Darfor har:

1. Flera datainsamlingsmetoder har anvints for att undersoka elevers forut-
sdttningar till att skapa sina lI6sningsmetoder: videoinspelning och obser-
vationer, intervju samt textanalys.

2. Urval och kategorisering av data har foregatts av pilotforsok.

3. Utifran pilotdata har sedan minst tva personer gjort urval och kalibrerat
anvinda analysmetoder.

4. Urval och kategorisering av data som ingatt i studierna har sedan i huvud-
sak gjorts av en person. Vid osdkerhet vid kategoriseringen konsulterades
en medkodare.

5. For att konstruera studierna och for att forklara resultaten har tidigare
publicerade teorier och ramverk anvinds: formativ bedémning och ater-
koppling (Black & Wiliam, 1998; Hattie & Timperley, 2007), TDS (Brous-
seau, 1997), ramverk for 16sningsstrategier (Lithner, 2008), probleml6s-
ningskompetenser (Schoenfeld, 1985) och indikerade uppfattningar om
matematik (Sumpter, 2013).

6. Bade kvalitativa- och kvantitativa metoder har anvints. Studie I, II, IV och
V bygger framforallt pa kvalitativa metoder. Studie I, IV och V innehéller
aven kvantitativa metoder. Studie III bygger enbart pa kvantitativ metod.
For studie I, IT och V har data samlats in mitt under terminen for att inte
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generera data i en uppstartsfas av en kurs eller i en mer intensiv examin-
ationsfas vilket ar vanligt forekommande i slutet av en termin. For att fa
ett bredare urval av elever till studie I och II har elever valts fran tva olika
skolor och frén olika gymnasieprogram, vilka ocksa var olika matematik-
intensiva. For studie V valdes ddremot att ha larare frdin samma skola for
att metodvalet var sddant att lararna skulle delta i workshop tillsammans
och intervjuades genom fokusgruppintervju.

6.4.1 Reliabilitet

Aspekter av reliabilitet, det vill sdga resultatens tillforlitlighet och reproducerbar-
het (LeCompte & Goetz, 1982; Robson, 2011), har ockséa beaktats. Vid anvindning
av kvantitativa metoder dr ett sitt att nd hog reliabilitet att anvénda standardise-
rade matmetoder, till exempel tester och protokoll (Robson, 2011). Om det inte
finns standardiserade matmetoder eller om ansatsen dr kvalitativ kan dnda en
hog reliabilitet uppnas genom att anvinda tidigare publicerade metoder (Robson,
2011). Brist pa reliabilitet kan dven bero pa hur urvalet av data har gjorts och hur
data har bearbetats (Robson, 2011). Darfor har studierna I-V i sd stor utstrack-
ning som mojligt byggt pa publicerade ramverk (Gough, Oliver, & Thomas, 2013;
Lithner, 2008; Sumpter, 2013; van den Akker, 2010) och publicerade metoder
(t.ex. Bergqvist et al., 2008; Bjuland, Cestari, & Borgersen, 2008; Braun & Clarke,
2006; Lingstrom & Lithner, 2008; Lithner, 2003; Palm et al., 2011).

6.4.2 Valfor att undvika bias

Det kan finnas flera orsaker till att bias (Cohen, Manion, & Morrison, 2002). For
avhandlingens utforda studier skulle bias kunna uppkommit under utforda ob-
servationer och intervjuer. Bias vad giller observationer handlar till exempel om
selektiv eller bristande uppmarksamhet hos observatoren eller att informanter
under en observation dndrar sitt vanliga beteende till nagot annat (Cohen et al.,
2002). For att minimera risken for selektiv eller bristande uppmairksamhet vid
observationer fordes alltid faltanteckningar samt audio eller video anvandes
ocksa genomgaende. Vid flera observationstillfallen var det mer 4n en observator
nirvarande. De senare gjorde att utforda observationer kunde jamforas, for att se
att samma eller likande fenomen hade uppméarksammats under observationerna.
I den laboratoriesituation (angrinsande grupprum till elevernas klassrum) dar
data till studie IT genererades kan man ana att det funnits element av bias genom
att eleverna sa eller gjorde pa ett visst sitt pa grund av laboratoriemiljon. Det
observerades att eleverna viskade ibland, trots att de var de enda personerna i
rummet. Viskandet gjordes kanske for att talet inte skulle fingas upp av mikrofo-
nen. Detta sigs som en indikation p4 att eleverna var paverkade av situationen. I
studie I och V verkade inte eleverna ha blivit paverkade av att de var del av en
datainsamling i lika hog grad som eleverna i studie II. Detta kunde observeras
genom att eleverna dven samtalade mycket spontant om foreteelser som inte hade
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koppling till uppgiftslosandet. Anledningen till att eleverna verkade vara mindre
paverkade vid denna datainsamling antogs vara att de befann sig i sin normala
klassrumssituation med bekanta arbetsuppgifter. For intervjuer kan bias upp-
komma om till exempel frageformuleringar dndras eller om inspelningstekniken
under intervjuerna ar bristfillig (Cohen et al., 2002). Intervjuer anviandes framst
inom studie II och till del inom studie V. For studie IT anvindes samma fragebat-
teri for alla respondenter och materialet som anvidndes under intervjun var video
fran uppgiftslosningslosningen som tva av forfattarna tillsammans valde ut. Fo-
kusgruppintervjun (studie V) utfordes av tva forskare. Intervjun spelades in med
ljud och minnesanteckningar fordes.

Urval av data och analys av data kan ocksé vara foremaél for bias (Robson, 2011).
For att det ska vara mojligt att i efterhand kontrollera och f6lja datainsamlings-
metod och analysmetod ar det viktigt att det finns en audit trail (eng.), vilket in-
nebar att forskaren bokfor steg i forskningsprocessen i syfte att andra forskare
skulle kunna folja bakat de steg och val som gjorts (Robson, 2011). Darfor har alla
avgorande steg i metodhanteringen i studierna I-V:s dokumenterats, exempelvis
genom noggranna och omfattande kalkylbladsfiler med data 6ver elevernas kate-
goriserade resonemang, larar- och elevinteraktioner, kategoriserade laroboks-
uppgifter och analyserade forskningsartiklar.

Vad giller urval kan nedanstdende vara kallor till bias. I resultatet for studie I
framgér det att eleverna ofta gav varandra losningsmetoder (Elevlotsat AR).
Detta satt att 16sa uppgifter pa bor inte ses som representativt for elever generellt
eftersom metoden att generera data byggde pé att elever satt och 16ste uppgifter
igrupper om tva eller tre elever dir de dirmed pratade med varandra. For studie
II forelag det en potentiell bias vad det giller urval genom att larare ombads f6-
resld elever som brukade arbeta tillsammans och precis antogs klara kursen. I
efterhand har kontroll gjorts for att undersoka vilket provbetyg eleverna erholl pa
det nationella prov som gjordes vid kursslut. Samtliga tre elever som ingick i stu-
die II fick provbetyget E. For studie III gjordes urvalet av larobocker med hjalp
av personer med god kdnnedom om det aktuella landets matematiklarobocker.
Stickprover gjordes mot bokhandlare i det aktuella landet f6r att se om det fanns
en Overensstammelse mellan den sakkunnige personens bedémning och bokhan-
delns bedomning. Stickprovens resultat var att det rddde 6verensstammelse mel-
lan de bida bedomningarna. Urvalet av lander har dock inte skett p4 ett systema-
tiskt sitt, dels pa grund av begransningar i sprak (engelska och svenska) och dels
for att urvalet av lander skett utifran de kontakter som forfattargruppen haft in-
ternationellt. Urvalet till studie IV kan innehalla en viss bias genom héavdandet
att de viktigaste forskningsresultaten publiceras i artiklar. Att s& skulle vara fallet
har dock utmanats av Niss (2018), som istdllet menar att de nytankande (och po-
tentiellt viktigaste) resultaten publiceras i bocker snarare &n i tidskrifter.
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6.4.3 Generaliserbarhet

En annan aspekt av validitet dr generaliserbarheten hos resultaten for en studie
(Robson, 2011). Enligt LeCompte och Goetz (1982) bor hansyn tas till pa vilket
sétt resultatet ar specifikt vad géller urval, kontext eller speciella egenskaper hos
de eller det studerade. Studie I, IT och V har sina begriansningar i att data genere-
rats i en svensk gymnasiekontext, men inom den kontexten har strivan varit att
generera data fran vanliga elever, till exempel inte fran vildigt 1ag- eller hogpre-
sterande elever. Lararna i studie V har dock tillfragats utifran ett ként intresse av
att jobba med undervisningsutveckling och undervisning utifran problemlosning.
Resultaten fran studie I och V kan sédgas ha hogre ekologisk validitet (Robson,
2011) an resultaten i studie II. En hogre ekologisk validitet har kunnat uppnas
eftersom data genererats i autentisk klassrumsmiljo i studie I och V. I studie I, I1
och V var antalet informanter fa, vilket gor att resultatet ur det hinseendet ar
svart att generalisera. Urvalet till studie IIT har en begriansning i att det endast ar
gjort pé larobocker i lander dar engelska eller svenska dr vanliga sprak samt dar
forfattargruppen haft kontakter. Mojligheten till generaliserbara resultat fran
studie III finns dock i den bemirkelsen att larobockerna var relativt lika i upplag-
get och att inga speciella (unika) egenskaper hos lirobockerna observerades. Dar-
emot finns en begransning i att generalisera resultaten fran studie IIT vad géller
att med sikerhet uttala sig om vilka forutsattningar elever far att lira sig skapa
egna losningsmetoder. Ett skal till att det inte gar att avgora vilka forutsattningar
elever far att lara sig skapa egna l6sningsmetoder dr att det inte har studerats hur
larobockerna anvands i respektive land. I Sverige har detta skett i nagon utstrack-
ning genom studie I. Studie IV:s resultat kan generaliseras i den mening att ur-
valet av artiklar skedde pé ett systematiskt sdtt. Men generaliserbarheten begréan-
sas av att litteraturoversikten endast inkluderat de sju hogst rankade tidskrifterna
inom matematikdidaktisk forskning.

6.5 Forskningsetiska overvaganden

Under hela forskningsprocessen har den aktuella versionen av Vetenskapsradets
principer (Vetenskapsradet, 2011, 2017) for god forskningssed f6ljts. Detta inne-
bar bland annat foljande for avhandlings studier. For datainsamlingen for studie
I, IT, och V har forskningsetiska 6verviaganden gjords utifrdn att de involverar
personer. Eftersom studierna inte behandlade nagra kinsliga personuppgifter,
inte innebar fysiska ingrepp pé forskningpersonerna och inte anvinde en metod
som syftade till att paverka forskningspersonen fysiskt eller psykiskt kravdes inte
provning och godkannande av datainsamlingen av en etikprovningsnamnd. Fol-
jande information gavs till fors6kspersonerna: information om studien, hur fors-
karna kommit i kontakt med forsokspersonerna, studiens utférande, vilka tank-
bara risker och férdelar som finns, hantering av data och sekretess, hur forsoks-
personerna kan fa information om studiens resultat, att deltagandet ar frivilligt,
att forsokspersonen nir som helst far avbryta och fa insamlade data borttagen
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samt information om ansvarig forskare. Samtliga forsokspersoner fick skriva un-
der ett skriftligt medgivande till att medverka i studien. Infér datainsamlingen till
studie III gjorde forskningsetiska 6verviganden med avseende pa val av laro-
bocker. Valen av larobocker gjorde med hjalp av larare och forskare med god kan-
nedom om larobockerna i sina respektive lander. Det har inte utgétt nigon er-
sattning till de personer som har konsulterats for val av larobocker. Alla laro-
bocker har forskargruppen kopt antigen via ombud eller genom bestéllning hos
bokhandlare.
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7 Sammanfattning av studierna och resul-
tat

I foreliggande kapitel sammanfattas avhandlingens fem studier. Med utgangs-
punkt i studiernas slutsatser besvaras darefter avhandlingens forskningsfragor.

I nedanstdende sammanfattningar anviands bendmningen HR-uppgifter (high re-
latedness) for laroboksuppgifter dir det endast kriavs av en tankt elev att denne
imiterar ett 16st exempel eller beskrivna regler, metoder samt definitioner i laro-
boken. Om det krivs att en 16sningsmetod ska skapas benamns dessa uppgifter
LR-uppgifter (low relatedness), krivs en mindre egen konstruktion av 16snings-
metoden bendmns dessa uppgifter LLR-uppgifter (local low relatedness) och om
uppgiften kraver att en 16sningsmetod behover skapas i stor utstrackning be-
namns dessa uppgifter for GLR-uppgifter (global low relatedness) (se dven av-
snitt 6.1.2). En elevs 16sningsstrategi bendmnas IR (imitative reasoning) eller AR
(algorithmic reasoning) om elevens 16sningsstrategi innebar att eleven inte
skapar nagon egen l6sningsmetod, utan kan imitera eller lotsas fram till en 16s-
ning. En elevs 16sningsstrategi benimns CMR om eleven skapar en 16sningsme-
tod for att 16sa en uppgift (se dven avsnitt 3.1 och 6.1.1).

7.1 Studiel
Studien “Elevers 16sningsstrategier vid arbete med laroboksuppgifter”

Bakgrund och syfte. Liroboken anviands mycket i undervisningen och har dar-
for stor inverkan pa vilka forutsattningar elever far for att lara matematik genom
probleml6sning. Studien hade till syfte att undersoka i vilken utstrackning elever
moter problemuppgifter och vilka 16sningsstrategier som de anvidnder nir de i
klassrumsmiljo arbetar med larobokens uppgifter.

Metod. For att uppfylla studiens syfte undersoktes relationerna mellan vilka ty-
per av 10sningsstrategier som eleverna anviande nér de arbetade med ldroboks-
uppgifter och vilka 16sningsmetoder som teoretiskt skulle kréavas for att 16sa upp-
gifterna samt om eleverna lyckades 16sa uppgifterna. Studien genomférdes i fyra
forstadrsklasser pa tva gymnasieskolor med elever fran bade praktiska och teore-
tiska program dar 15 elever arbetade med totalt 86 laroboksuppgifter. Lektion-
erna videofilmades och data bestod av transkriptioner av elevernas dialoger med
varandra och deras larare, faltanteckningar, elevernas uppgiftslosningar och ele-
vernas larobocker. For att kategorisera matematikuppgifter och elevers 16snings-
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strategier anvandes Lithners (2008) begreppsramverk och modifierade analys-
metoder utgdende frdn Boesen et al. (2010), Langstrom och Lithner (2008),
Lithner (2003) samt Palm et al. (2011).

Slutsats. Attiofyra procent av de uppgifter som eleverna jobbade med tillhérde
de enklaste uppgifterna (vanligen kallade nivé 1- eller a-uppgifter i larobocker),
enligt den bedomning av uppgifternas svarighetsgrad som laroboksforfattarna
gjort. Ingen av de 86 uppgifterna tillhorde den svaraste gruppen uppgifter (van-
ligen kallade nivé 3- eller c-uppgifter). Av de 86 uppgifterna kategoriserades 14
stycken som LR (16%), det vill sdga uppgifter som potentiellt krivde att eleverna
skulle skapa egna 16sningsmetoder. Till uppgifter som endast kravde imitation
for att komma fram till en 16sning anvindes i stort sett uteslutande IR (70/72).
Med andra ord anvidndes nistan aldrig CMR som 16sningsstrategi om det inte
krivdes. Attio procent av alla uppgifter som 1ses med IR, 16stes korrekt. Vanlig-
ast var att forsoka l6sa uppgifter med metoder eleven redan kunde (bekant-AR)
och nést vanligast var att de fick 16sningsmetoden av en kamrat (elevlotsat-AR).
Det forekom aven att lararna gav 16sningsmetoder (lararlotsat-AR) till elever som
bad om hjalp. De fa uppgifter som eleverna angrep genom CMR, 16stes korrekt.
Eleverna visade generellt fa tecken pa att reflektera 6ver sin uppgiftslosning. Ele-
verna i studien gavs begriansade forutsittningar att skapa l6sningsmetoder nir de
arbetar med laroboksuppgifter, eftersom de uppgifter eleverna arbetade med
endast i undantagsfall kraivde CMR for att kunna l6sas.

7.2 Studie II

Studien “Elevers resonemang och uppfattningar om matematik i arbetet med
problemuppgifter”

Bakgrund och syfte. Tidigare forskning har studerat elevers uppfattning om
matematik och matematikuppgifter. Elever kan exempelvis ha uppfattningen att
alla uppgifter bor kunna I6sas med en pé forhand kiand metod och/eller att upp-
gifter ska kunna l6sas pé kort tid, hogst fem minuter. Relationen mellan elevernas
uppfattningar om matematik och val av 16sningsstrategi har dock studerats i
mindre utstrickning. Studie IT hade darfor som syfte att undersoka elevers val av
16sningsstrategier vid problemlosning i relation till deras uppfattningar om ma-
tematik.

Metod. I studien undersoktes relationen mellan elevernas 16sningsstrategier
(CMR och IR) och deras uppfattningar om matematik (férvantningar, motivation
och sikerhet) nar de arbetade med fyra LR-uppgifter dar svarighetsgraden
stegrades. Atta forstadrselever fran bide praktiska och teoretiska program ingick
istudien. Eleverna var inte desamma som i studie I. Eleverna arbetade parvis och
datainsamlingen skedde utanfor ordinarie lektionstid. Sessionerna videofilmades
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och data bestod av transkriptioner av elevdialoger, elevernas uppgiftslosningar
och stimulated recall-intervjuer. Tre av eleverna ingick i den slutliga analysen,
data for de 6vriga eleverna var inte tillrackligt rik for analys. For att kategorisera
elevers 16sningsstrategier anvindes Lithners (2008) ramverk. Elevernas uppfatt-
ningar om matematik kategoriserades med hjilp av tematisk analys (Braun &
Clarke, 2006) och med kategorier avseende elevers uppfattningar om matematik
(Sumpter, 2013).

Slutsats. Resultaten visade att elevernas uppfattningar om matematik och val
av losningsstrategier skiljde sig at pa individniva. En elev (Leila) visade pa en
uppfattning av osidkerhet infor att anvinda CMR och hon valde darfor IR som
16sningsstrategi (vilket gav fel 16sning), eftersom hon upplevde IR som ett tryg-
gare alternativ. Aven i de fall diir hon provade att anviinda CMR 6vergav hon den
strategin och 6vergick till IR. Den andre eleven (Karl) visade p& en uppfattning
av osdkerhet infor att anvinda CMR, en forviantan att uppgifter borde ha en kand
16sningsmetod samt en forvintan om att problemlosningsuppgifter inte gar att
forstd. Han valde, och lyckades 16sa tre av uppgifterna med, CMR. For att forsoka
16sa den svaraste uppgiften valde han att anvianda IR. Den tredje eleven (Eric)
visade en uppfattning av forvantan att ytligt grundade gissningar kan vara en del
av en acceptabel 16sningsstrategi. Eric valde att anvinda CMR pa samtliga upp-
gifter, men da hans slutsatser byggde pa matematiskt felaktiga och ytligt grun-
dade argument ledde detta till inkorrekta losningar.

Sammanfattningsvis kunde valet av IR som l6sningsstrategi tydligast kopplas till
elevens uppfattning om osédkerhet infor att anvinda CMR. IR upplevs som det
sikra, trygga alternativet for att 16sa LR-uppgifter. Eleverna visade en uppfatt-
ning av forvintan om att det borde finnas en kind 16sningsmetod, men denna
uppfattning ledde inte nédvandigtvis till att eleverna férsokte 16sa uppgifterna
med IR, utan CMR visade sig vara en tankbar l6sningsstrategi.

7.3 Studie III
Studien "Matematisk problemlésning i larobocker fréan tolv lander”

Bakgrund och syfte. Lirobocker och dess uppgifter ar centrala inom matema-
tikundervisning, darfor ar det viktigt att veta i vilken utstrackning laroboken
overensstimmer med de krav pa problemlosningsforméga som eleverna forvan-
tas utveckla. I studie I kategoriserades endast de uppgifter som eleverna arbetade
med, medan i studie III kategoriserade alla uppgifter inom tva férvalda matema-
tikomraden i ldrobocker. Studiens syfte var att undersoka fordelningen av HR-
och LR-uppgifter i larobocker fran tolv lander (Australien, Finland, Indien, Ir-
land, Kanada, Nepal, Singapore, Skottland, Sverige, Sydafrika, Tanzania och
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USA). Studien utfordes ocksa for att féatt ett métt pé likheter och skillnader mellan
landernas larobocker.

Metod. Kriterium for urvalet av lander var att fa en geografisk spridning. Lin-
derna visade ocksa en stor spridning utifran resultat i internationella matningar
som TIMSS och PISA. Liarobockerna valdes utifrdn att de skulle vara forfattade
pé svenska eller engelska, samt att de skulle vara en vanligt férekommande laro-
bok ilandet. Totalt kategoriserades 5738 uppgifter frén kunskapsomradena alge-
bra och geometri. I studien underscktes dven var uppgifterna, GLR, LLR respek-
tive HR var placerade, under vilken avsnittsrubrik och i vilken del av avsnittet,
till exempel i borjan av ett avsnitt. For att kategorisera matematikuppgifterna an-
vandes Lithners (2008) begreppsramverk och en analysmetod modifierad utifran
Palm et al. (2011).

Slutsats. Resultatet visar att HR-uppgifter dominerade i alla tolv landers laro-
bocker. Andelen HR-uppgifter i de studerade larobockerna var i genomsnitt for
algebra 81%, 12% var LLR-uppgifter och 8% var GLR-uppgifter. Motsvarande an-
delar var for geometri 71%, 17% och 12%. Proportionerna mellan HR, LLR och
GLRildndernas ldrobocker var relativt lika. For den svenska laroboken var dessa
andelar algebra: 74%, 15% och 11%, geometri 65%, 15%, 20%. Studien visade
ocksé att LR-uppgifter vanligtvis var placerade i slutet av respektive uppgiftsav-
snitt och didrmed formodades vara bland de svéraste uppgifterna. Aven for upp-
giftsavsnitt med rubriken “problemlésning”, dar man kunde forvanta hog andel
LR-uppgifter var den dominerande uppgiftstypen HR-uppgifter.

7.4 Studie IV

Studien "Litteraturéversikt 6ver undervisningsdesign for problemlésning och re-
sonemang”

Bakgrund och syfte. Trots insikterna om behovet av en undervisning som in-
nebar att elever far arbeta med problemlosning ar det inte tillrackligt utrett hur
en sddan undervisning kan se ut. Syftet var att kartlagga och karaktirisera tidi-
gare forskning, gjord som interventionsstudier, vilka beskrivit hur en undervis-
ning som stodjer larande genom problemldsning och resonemang kan se ut.

Metod. Tjugosex artiklar frén sju topprankade matematikdidaktiska tidskrifter,
publicerade 2000—2016 ingick i studien. Gemensamt for studierna var att de var
interventionsstudier kopplade till problemlosning eller resonemang. Datain-
samlingsmetoden foljde i stort Gough et al. (2013). Utifran kategorier presente-
rade av van den Akker (2010) konstruerades en analysmetod dar intervention-
erna karaktiriserades genom kategorierna a) larandemalet for interventionen, b)
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pastdendena om hur detta mal ska nas och ¢) de empiriska och teoretiska argu-
menten som stodjer dessa pastaenden.

Slutsats. Resultatet visade att mél relaterade till matematiska formagor var van-
ligt. Allra vanligast var matematiska formégorna begreppsforméga och kommu-
nikationsforméga, nést vanligast var problemlésning, medan det var ovanligt att
ha férmégan att resonera som lirandemal for interventionen. Vanligt (9/26) var
ocksé att na larandemalen genom stodjande strategier (eng. scaffolding) fran 1a-
rarens sida, bland annat adaptivt st6d som innebar att lararen gav stod utifran
elevers problemlosningssvarigheter. I 25 av 26 studier anvidndes problemlos-
nings- eller resonemangsprocesser som en del i pastdendet om hur ett lirandemal
skulle nés. De vanligaste teoretiska argumenten for vald metod att na larandema-
len var Freudenthals (1973) realistisk matematikundervisning (vilket innebar att
anvdnda matematik i verklighetsbaserade matematiska problem, for att gradvis
utveckla en mer formell och en 6kad matematisk forstéelse) och Vygotskys (1978)
den proximala utvecklingszonen (skillnad i avstind fran de problem som t ex. en
elev klarar sjélv och de problem som en elev kan 16sa med hjilp av t ex. en larare
(Vygotsky, 1978, s. 86)). Tio av 26 studier hade ingen tydlig forankring i teoretiska
argument. Enligt McKenney och Reeves (2012) behovs teoretiska argument for
att gora designprinciper for undervisning mer stabila och darmed p4 sikt utveckla
undervisningen genom foreslagen design.

7.5 StudieV
Studien ”Stodja larare att stodja elevers problemlésning”

Bakgrund och syfte. Nir elever kor fast vid problemlosning behover larare
stodja dem pa ett sddant satt att de far mojlighet att jobba vidare med problem-
uppgiften genom CMR. Studie IV visade att ett forekommande sitt vara att 1ara-
ren anvande stodjande strategier anpassade till elevers svirigheter. Forskning om
formativ bedomning har ocksa foreslagit att 1araren méste ta reda pa elevers sva-
righet och ge lamplig aterkoppling kopplat till just den svarigheten. For detta dn-
damaél konstruerades ett lararstod (en lararguide) for att diagnostisera elevers
svarighet och ge formativ aterkoppling. Syftet var att ge insikter om och p4 vilket
satt som en lararguide, konstruerad for att anvindas i klassrumsundervisning,
kan ge stod till larare. Lararguiden var tankt att mer precist hjidlpa eleven med
hennes svarigheter att skapa en 16sningsmetod di eleven sjilv inte klarar att gora
detta, jamfort med tidigare foreslagna lararstod.

Metod. Metodologiskt har studien inspirerats av designforskning. Genom ett
samarbete mellan fem verksamma gymnasielédrare och fyra forskare har en larar-
guide, for att stodja elevers egna konstruktioner av l16sningsmetoder, utvecklats
och utprovats. Lararguiden konstruerades utifrén fyra ramverk, Lithners (2008)
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uppdelning av 16sningsstrategierna AR och CMR, Schoenfelds (1985) problem-
l6sningskompetenser, ramverk for uppgiftslosningssteg for problemlésning och
ramverk for formativ bedomning (Wiliam & Thompson, 2008). Lararguiden er-
bjod lararen vagledning for att forst diagnostisera elevens aktuella svarighet och
darefter ge passande formativ aterkoppling. Denna aterkoppling syftade inte till
att lotsa eleven fram till en 16sning pa uppgiften utan till att stimulera elevens
anvindande av CMR for att sjdlva skapa l6sningsmetoden. Elever fran tolv mate-
matikkurser i rskurs 1—3 pa bade praktiska och teoretiska gymnasieprogram
ingick i studien. Data utgjordes av ljudupptagningar och observationer av 96 la-
rar-elevinteraktioner fordelade péa 20 lektioner samt uppfoljande intervjuer och
en fokusgruppintervju. For att kategorisera och beskriva larar-elevinteraktion-
erna konstruerades ett analytiskt ramverk for att avgora om det var rimligt att
16sa aktuell uppgift med CMR, i vilken utstrdckning lararguiden anvindes och om
anvandningen ledde till fortsatt CMR.

Slutsats. Studien visade att elever kan ges forutsittningar att 16sa uppgifter med
hjalp av CMR (41/96 interaktioner) dven nir de arbetar med laroboksuppgifter,
vilket studie I och III indikerade framforallt innebar arbete med HR-uppgifter.
Av de 41 tillfallena anvande ldararna helt eller delvis lararguiden vid 16 interakt-
ioner och vid 15 av dessa tillfdllen ledde det till att eleverna kunde fortsatta att
arbeta med aktuell uppgift genom CMR. I de fall lararen inte anvande lararguiden
gavs sddan hjilp att eleven 16ste uppgiften med IR. Lararguidens diagnosfragor
var framst ett verktyg for att ta reda pa elevers svarigheter. Det fanns tillfillen da
diagnosfragorna dven fungerade som metakognitiv dterkoppling till eleverna vil-
ket gjorde att de kunde fortsatta sin problemlosning pa egen hand. Studien visade
ocksé pa situationer dar lararen inte kunde anvianda guiden, till exempel om det
fanns en upplevd tidsbrist, att 1ararguiden inte gav tillrackligt med stod i att stilla
en diagnos over elevens svirighet eller om eleven inte ville eller kunde interagera
med lararen s som lararguiden kravde (t. ex. att frigorna upplevdes for svéra att
svara pa). Av de 55/96 interaktioner dar det inte fanns majlighet for eleverna att
16sa uppgiften genom CMR forekom ibland att lararna gav information om 16s-
ningsmetoden eftersom liraren bedomde att eleven inte skulle klara av att skapa
den. De framsta forutsittningarna for lararguidens funktionalitet verkade vara
att elever erbjuds problemuppgifter att arbeta med, tid att hjdlpa elever, att elever
kan svara pa typen av diagnosfrigor och ta till sig aterkoppling av den typ guiden
foreslar samt dir eleverna kidnner sig bekvima med den anstrangning som pro-
bleml6sning utgor.

Se Appendix for den version av lararguidens matris som anvindes i studie V.

46



7.6 Svar pa forskningsfragor

I foljande avsnitt besvaras avhandlingens forskningsfragor.

7.6.1 Elevers forutsdtitningar att skapa losningsmetoder
Forskningsfraga 1 lyder: “Nar elever arbetar med matematikuppgifter, vilka for-
utsittningar har elever utifran lirandemiljon att skapa egna losningsmetoder?”

Avhandlingens studier pekar pa att elever ges begrinsade forutsittningar att
jobba problemlosning, det vill sdga 16sa problemuppgifter genom att skapa egna
16sningsmetoder. Fyra faktorer har lyfts fram som betydande: larobockernas in-
nehéll och upplagg, de uppgifter som eleverna arbetar med, den hjalp elever far
av larare och kamrater samt elevernas uppfattningar om matematik.

Liarobocker erbjuder fa uppgifter dar det kravs problemlésning for att kunna 16sa
uppgifterna. Studie III visade att totalt sett, for alla tolv ldnders larobdcker,
kravde cirka tio procent av uppgifterna en konstruktion av 16sningsmetod (GLR-
uppgift). Den observerade fordelningen mellan uppgifter som saknade (GLR-
uppgifter), respektive inte saknade (HR-uppgifter), 16sningsprocedur i 1arobock-
erna var i stort sett lika i alla ingdende landers larobocker. De GLR-uppgifter som
inbjuder elever till CMR aterfanns framst i de senare, svarare delarna av respek-
tive uppgiftsavsnitt. Detta kan tolkas som att problemuppgifterna ansigs vara av
sddan svéarighet att 1aroboksforfattarna har placerat dem i den kategori uppgifter
som kan bedomas vara bland de svérare. Studie I visade att det var vanligt att
framf6rallt jobba med de uppgifter som 1ag tidigt i varje uppgiftsavsnitt i laro-
bockerna. Eleverna arbetade endast till 16% (14/86 uppgifter) med uppgifter dir
16sningsmetoden behovde skapas. Av dessa problemuppgifter var det farre dn
hélften som l6stes genom CMR, resterande 16stes eller forsokte 16sas genom IR-
strategier, framforallt elevlotsat-AR. Studie I visade att den hjélp eleverna ofta
fick innebar lotsning av elev eller larare fram till en 16sning. Det vill séga, de upp-
gifter som kravt att eleven arbetar med CMR 6vergér till att vara en uppgift som
kan 16sas genom AR (elevlotsat-AR eller lararlotsat-AR). Dessutom utfordes en
stor del av 16sningarna utan nagon tydlig reflektion kring 16sningsmetoden fran
elevernas sida. Studie V tog sin utgdngspunkt i formativ bedomning och visade
pa majligheten att diagnostisera elevernas svirigheter och utifran stélld diagnos
ge eleverna aterkoppling som hjilpte dem att ateruppta problemlésning med
CMR. Som stod for lararna anvéandes (helt eller delvis) en for studien framtagen
lararguide. Studie IT gav exempel pa att elevers uppfattningar av matematik pa-
verkar vilken 16sningsstrategi de viljer. Tydligast var resultatet att en uppfattning
om osékerhet ledde till att forsoka 16sa problemuppgifter genom IR (vilket ledde
till fel 16sning). Denna osékerhet innebar da ocksa ett missat tillfille att anvinda
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sig av CMR. P4 sa sitt kan elevers uppfattningar om matematik bli en begrin-
sande forutsattning for elever att skapa losningsmetoder till problem. Eleverna i
studie IT gav ocksa exempel pa att om en problemuppgift upplevs som svar och
kraver for mycket anstrangning viljs IR som 16sningsstrategi, snarare &n CMR.

Sammanfattning. Elevers forutsattningar att skapa egna l6sningsmetoder be-
ror pa vilka uppgifter som elever far jobba med, det vill siga elever behover fa
mota problemuppgifter for att fA en grundforutséttning for att skapa egna 16s-
ningsmetoder, eftersom IR nistan uteslutande anvinds for HR-uppgifter. Forut-
sdttningarna paverkas ocksa av vilka uppfattningar om matematik som elever har
samt vilken hjalp elever far nar de inte kan 16sa uppgiften pa egen hand. Om hjal-
pen innebar att 16sningsmetoden ges av larare eller annan elev forsamras elevers
forutsattningar att skapa 16sningsmetoder, men om lirare ger en viss formativ
aterkoppling (med hjélp av en ldrarguide) kan detta vara en positiv forutsittning
for elever att lara sig skapa losningsmetoder till problemuppgifter. Sammantaget
indikerar resultaten frin studierna I, II, IIT och V att elever riskerar att arbeta
med mycket f& LR-uppgifter och darfor mycket séllan anvinda CMR for att 16sa
uppgifter, men att elevers forutsattningar att skapa sina egna losningsmetoder
kan paverkas positivt om ldrare kan ge en hjidlp som innebair ett stod att skapa
16sningsmetoder genom CMR.

7.6.2 Larares stod i problemlosningssituationer

Forskningsfriga 2 lyder: "Hur kan larare stodja elevers arbete med problemupp-
gifter om malet ar att elever ska 16sa dem genom att skapa en egen 16sningsme-
tod?”

Avhandlingens studier pekar pa att larare kan stodja elevers arbete med problem-
uppgifter genom adaptiva stodjande strategier (scaffolding-strategier) och ge-
nom den lirarguide som anvindes av larare i studie V. For att larare, med hjilp
av lararguiden, ska kunna stodja elever att arbeta med problemuppgifter behover
elever arbeta med uppgifter som ar rimliga att 16sa med hjalp av CMR. Dartill
behdver larare kunna stilla en diagnos 6ver elevers svarighet med aktuell uppgift
och utifrén diagnosen ge dterkoppling som stimulerar elevers CMR.

Studie IV och V visade att ldrare kunde stodja elevers skapande av 16sningsme-
toder genom olika stodjande strategier. Studie IV visade att scaffolding-strategier
var vanliga i kombination med att elever jobbade med att 16sa problemuppgifter.
Scaffolding genomférdes dels genom liararledd st6ttning i form av dialog, dar 14-
raren anpassade aterkopplingen utifrin elevers behov av stod. Aven stodjande
strategier som elever sjidlva anvinde under interventionen férekom i studie IV,
till exempel genom att de f6ljde ett schema med utforskande fragor som syftade
till att fokusera forstéelse och planering.
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Studie V visade att lararguiden (med diagnos kopplad till aterkoppling) funge-
rade som stod for larare i hjdlpen av elever i skapandet av 16sningsmetoder, dar
eleverna sjilva inte klarade att skapa dessa. Aterkopplingen syftade till att stimu-
lera elever att 16sa uppgifter med CMR istéllet for att lotsa elever fram till en 16s-
ning genom att presentera delar eller hela 16sningsmetoden. I de 16 av 41 larar-
elevinteraktioner dar det var rimligt att eleven skulle kunna skapa en egen 16s-
ningsmetod kunde lirarna stodja eleverna att skapa en sddan. Diagnosfragorna i
lararguiden i studie V upplevdes av lirarna som ett stod for att diagnostisera ele-
vernas svarigheter med aktuell problemuppgift samtidigt som diagnosfrigorna
ocksé kunde fungera som metakognitiv dterkoppling till eleverna och péa sa sitt
hjélpa eleverna att komma vidare i sin problemlsning.

For att larare ska kunna stédja elever i skapandet av 16sningsmetoder behéver
elever moéta uppgifter dar detta ar en forutsattning for att 16sa uppgiften. I studie
I arbetade eleverna med f& LR-uppgifter och de HR-uppgifter som de jobbade
med kunde de 16sa genom at de blev lotsade till en 16sning av en bankkamrat
(elevlotsat-AR) eller lararen (lararlotsat-AR). Resultaten fran studie III visade att
en minoritet av uppgifterna var LR-uppgifter och att de som fanns dterfanns i
storst utstrackning bland de uppgifter som laroboksforfattarna kategoriserat som
svarast. Ovanstdende indikerar att elever inte i ndgon stérre omfattning maéter
uppgifter som kraver CMR. I Studie I fanns det elever som jobbade med uppgifter
som kategoriserats som HR-uppgifter, men de lyckades dnda inte 16sa dessa pa
egen hand. Vissa av dessa uppgifter 16stes genom ldrarlotsat-AR. Studie V
utgjorde en viss kontrast till studie I, &tminstone nar det gillde elever som sokte
hjalp av lararen. Vid nastan hilften (41/96) av interaktionerna var det rimligt att
eleverna skulle kunna 16sa uppgiften genom att skapa l6sningsmetoden (anvinda
CMR) med lararens stod. Detta kunde alltsa dven gilla for uppgifter som skulle
kunna ha kategoriserats som HR-uppgifter om metoden fran studie I och III an-
vands pa uppgiften. Detta innebar att det kan finns storre forutsattningar att an-
vinda CMR for elever dn vad studie I och III indikerar. Men detta forutsétter att
elever far sddan hjélp av lararen att de l6ser resterande del av uppgiften genom
CMR. Detta skedde vid 15 av 41 interaktioner. For att larare ska kunna ge denna
hjalp behover de kunna diagnostisera elevers svarighet med uppgiften. Studie V
visade dels att lararguiden var ett visst stod for att gora detta men att diagnosstal-
landet utgjorde en utmaning for lararna och av och till var svart att lyckas med.
Skal till detta var att ldrarguiden inte gav tillrackligt stod eller att om eleven inte
gav tillrackligt med information om sin svérighet med att 16sa uppgiften (t.ex. for
att fragorna upplevdes for svara att svara pa). For att larare ska kunna stodja ele-
ver i att skapa losningsmetoder maéste eleverna kénna sig bekvima med att an-
stringa sig och vara mottagliga for en aterkoppling som inte innebér att 16snings-
metoden ges.
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Sammanfattning. Om malet ar att elever ska 16sa problemuppgifter genom att
skapa losningsmetoder kan ldrare genom adaptiva stodjande strategier st6dja
eleverna i deras arbete med att 16sa problemuppgifter. For att detta ska fungera
behdver eleverna fa arbeta med problemuppgifter som dessutom ar rimliga for
eleven att 16sa med hjialp av CMR. Dartill méaste lararen kunna diagnostisera ele-
vers svarigheter med aktuell problemuppgift. Diagnosfasen visade sig vara en kri-
tisk punkt och avgorande for att ge ritt stod till elever (ge ett adaptivt stod).
Lararguiden som anvéndes i studie V visade sig vara ett stod for larare att pa ett
detaljerat satt kunna diagnostisera elevers svarighet och ge en dterkoppling kopp-
lad till aktuell svarighet. Lararguidens funktionalitet skulle forbattras om den
kunde vara ett béttre stod for diagnos, detta speciellt i ljuset av att eleverna ibland
hade svart beskriva sina svarigheter. Funktionaliteten skulle ocksa forbattras om
larandemiljon var sidan att eleverna i hogre grad kunde ta emot den typen av
aterkoppling som anviandningen av lararguiden innebar.
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8 Diskussion

Avhandlingsarbetet har visat att elevers forutséatiningar att arbeta med problem-
uppgifter begrinsas av att de moéter fa problemuppgifter (dvs. uppgifter dar kiand
16sningsmetod saknas), hur de viljer att angripa de problemuppgifter som de fak-
tiskt moter samt vilken typ av hjilp som andra elever och lararen ger. Avhand-
lingen visar ocksé att ett lararst6d utformad for att ge elever formativ dterkopp-
ling kan anvandas for att stodja elevers problemlosningsprocess.

I detta kapitel diskuteras avhandlingens resultat utifran svaren pa forskningsfra-
gorna (avsnitt 0). Direfter foljer implikationer for design av uppgifter och under-
visning utifrdn avhandlingens resultat. Kapitlet avslutas med uppslag for fortsatt
forskning.

8.1 Elevers forutsittningar att fa mota och 16sa problemupp-
gifter

Elevers begriansade forutsattningar att skapa losningsmetoder till problemupp-

gifter beror pa att det finns fa problemuppgifter i larobockerna, pa sattet elever

valjer att 16sa problemuppgifterna, pa elevers uppfattningar om matematik och

pé uppgifternas konstruktion.

8.1.1 Fa problemuppgifter i larobocker

Resultaten av avhandlingsarbetet visar att larobocker for gymnasieelever inne-
héller fa problemuppgifter, och att de problemuppgifter som erbjuds néstan ute-
slutande aterfinns bland larobockernas svarare uppgifter (ofta kallade “c-uppgif-
ter” eller "niva 3-uppgifter”). Larobockernas fordelning av problemuppgifter ar
inte unik for Sverige. Den studie dar larobocker fran tolv olika lander analyserats,
visade pa en liknande férdelning ocksa i dessa ldnder. Tidigare studie av svenska
gymnasieldrobocker har visat pa liknande resultat vad det géller andelen pro-
blemuppgifter samt att dessa foretradelsevis finns bland ldrob6ckernas svarare
uppgifter (Brehmer et al., 2016). Studierna visar ocksa att elever (och ldrare) inte
i forsta hand viljer att arbeta med bokens svirare uppgifter. Resultaten ger ex-
empel pa en undervisning som domineras av imitation av 16sningsmetoder sna-
rare dn problemlosning. Da studier av svenska forhallanden (Boesen et al., 2014;
Jablonka & Johansson, 2010; Johansson, 2006; Skolinspektionen, 2010;
Skolverket, 2003) har visar att en stor del av lektionstiden dgnas at arbete med
larobokens uppgifter ger detta sammantaget att elever méter fa problemuppgifter
under sin lektionstid. Aven resultatet att undervisningen fortsitter att domineras
av arbete med uppgifter som kan 16sas med imitation ar i linje med tidigare forsk-
ning bade nationellt (Boesen et al., 2014) och internationellt (Hiebert, 2003).
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Att larobockerna mellan linderna har stora likheter med varandra med avseende
pé andelen problemuppgifter gor det tydligt att &ven andra aspekter ut6éver laro-
boken har betydelse for elevers forutsattningar att lira sig matematik. Detta ef-
tersom eleverna i linder som till exempel Singapore, Sverige och Sydafrika, som
trots liknande fordelning av problemuppgifter i lindernas respektive larobok,
presterar vildigt olika i internationella matningar (t. ex. TIMSS 2015, Mullis et
al., 2016).

Tidigare studier visar att bedomningen om en uppgift ar en problemuppgift eller
ej, behover goras i forhéllande till den elev som ska 16sa uppgiften (Palm et al.,
2011). I linje med detta visar avhandlingen pa att dven nir elever arbetar med
uppgifter i sin larobok, méter de uppgifter till vilka de inte ser ndgon 16sningsme-
tod att imitera. Uppgiften som har en losningsalgoritm, och som elever borde
kanna till, blir till en problemuppgift som elever har mojlighet att 16sa genom att
(re)-konstruera en 16sningsmetod. Resultatet pekar ocksa pa att det sedan beror
pa hur elever och larare tillvaratar mojligheten att 16sa problemuppgiften om ele-
ver far mgjlighet till att (re)-konstruera dess losningsmetod.

8.1.2 Elever vdljer ofta lotsning framfor CMR

Nar elever inte kanner till I6sningsmetoden till en uppgift ar det avgérande hur
elever (och larare) gar vidare i en sddan situation. Studierna visade att elever,
aven nir de saknar en kind l6sningsmetod, inte girna loser problemuppgiften
genom CMR (avsnitt 3.1). Istallet for att ge sig tid att forsoka hitta l6sningar valde
elever ofta att be om hjilp. Den hjilp de vanligtvis fick var en beskrivning som
lotsade dem fram till ratt svar. Lotsningen (avsnitt 3.1) gavs av en annan elev
(elevlotsat-AR) eller av liraren (lararlotsat-AR). Uppgifterna lostes ocksé ofta
utan ndgon tydlig reflektion kring l6sningsmetoden. Malet med att 16sa en uppgift
verkar vara att komma fram till ratt svar, snarare dn att skapa en 16sningsmetod
till uppgiften. Att elever foretradesvis anvander sig av IR-strategier (avsnitt 3.1)
for att 16sa uppgifter ar i linje med tidigare studier (Boesen et al., 2014; Hiebert,
2003). Schoenfeld (1985) pekar pa behovet av reflektion som en del av de meta-
kognitiva 6verviganden som en god problemlésare behover gora. Ett oreflekterat
arbetssitt som dessutom innebdr att fokusera pa IR-strategier for att 16sa uppgif-
ter kan leda till att I6sandet av 1aroboksuppgifter reduceras till ett mekaniskt rak-
nande (Brousseau, 1997). Brousseaus (1997) forklaring till att undervisning do-
mineras av imitation ar att denna typ av undervisning &r kortsiktigt effektiv. Ele-
ver som far tillgdng till losningsmetoder kommer att i hog utstrackning klara de
uppgifter som de jobbar med. Men att prioritera imitativa arbetssitt leder till att
elever inte utvecklar matematisk forstielse (Brousseau, 1997)
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Resultatet att elevlotsat-AR ar vanligt pekar pa att elevers forutsattningar att 16sa
larobockernas uppgifter genom problemlésning forsamras nar de arbetar tillsam-
mans. Att elevers forutsittningar att lira sig inte automatiskt forbattras bara for
att de jobbar tillsammans i smégrupper ar i linje med tidigare forskning
(Francisco, 2013; Fuchs et al., 1997; Webb & Mastergeorge, 2003). Att arbeta i
smagrupper och l6sa problemuppgifter ar daremot ingen motsittning vad géller
att lara sig matematik, utan kan tvirtom vara framgéangsrikt (Abdu et al., 2015;
Ridlon, 2009), men detta behover ske utifrén en medveten undervisning dar ele-
ver vet hur de ska interagera med varandra (Francisco, 2013; Webb et al., 2009).

8.1.3 Elevers uppfattningar begrdnsar forutsdttningarna
Yitterligare en forutsittning som péverkar elever att kunna l6sa problemuppgifter
genom att sjalv skapa l6sningsmetoden ar elevers uppfattningar om matematik.
Avhandlingens resultat visar att elevers uppfattning att alla uppgifter bor ha en
fardig 16sningsmetod, att det ar sikrare att anvianda algoritmer &n att skapa 16s-
ningsmetoder samt att problemuppgifter inte ar ndgot som alla kan 16sa begran-
sar elevers forutsattningar for 16sa problemuppgifter. Detta resultat &r i linje med
tidigare forskning (Schoenfeld, 1985, 1992). Genom elevers bendgenhet att vélja
IR som l6sningsstrategi, pa grund av deras uppfattningar om matematik, innebar
sammantaget att elevers forutsattningar att l6sa uppgifter genom CMR begrin-
sas. Larobockers struktur med att problemuppgifter nastan uteslutande aterfinns
bland de svérare uppgifterna riskerar eventuellt att forstarka elevers uppfattning
om att problemlosning ar négot som endast ett de duktigaste eleverna klarar av.

8.1.4 Losningsmetoden maste vara inom rdackhall

Avhandlingen visar att omsténdigheten att eleven saknar 16sningsmetod till pro-
blemuppgifter inte ar ett tillrackligt kriterium for att eleven ska forsoka 16sa upp-
gifter genom CMR. Problemuppgifternas 16sningsmetoder behéver dessutom
vara inom rackhéll f6r eleven. Det finns alltsd uppgifter som inte ldmpar sig for
CMR-I6sningar trots att eleven inte kanner till 16sningsmetoden. Till exempel
uppgifter som ar for svara (vildigt tekniska, begreppsmaissigt for svara, for kom-
plexa etc.) eller uppgifter som enbart 16ses med en 16sningsalgoritm som eleven
har glomt bort och som ar for svar for eleven att re-konstruera. Det senare skulle
till exempel kunna vara en integral dir eleven inte kanner till (eller glomt bort)
aktuella regler for primitiva funktioner.

Hiebert och Grouws (2007) har i sin stora litteraturoéversikt uppméarksammat att
en 16sningsmetod behover vara inom rackhall for eleven och dessutom behover
eleven bli utsatt for viss konstruktiv anstrangning (eng. "struggle”) vid uppgift-
slosande for att utveckla sin matematiska forstaelse. Motsatsen till att anstranga
sig inom matematiklarandet ar att fa informationen om hur uppgiften ska l6sas
serverad (Hiebert & Grouws, 2007). Konstruktiv anstrangning kan skapas genom

53



att elever far mota uppgifter dar de behover skapa 16sningsmetoder, det vill sdga
16sa problemuppgifter. Vad denna anstrangning bestér i mer konkret ar daremot
inte klarlagt (Hiebert & Grouws, 2007). En tankbar vig framét ar att utarbeta
vigledande principer for hur balansen mellan anstriangning och att ha en 16s-
ningsmetod inom rackhall bor utformas.

8.1.5 Sammanfatining

Elevers forutsittningar att 16sa uppgifter genom att skapa losningsmetoder be-
gransas av att det inte finns problemuppgifter med olika svarighetsgrader i alla
delar av laroboken, av elevernas val av algoritmiska losningsstrategier och av den
lotsning som hjialpsokande elever far av andra elever och sina larare. Forutsatt-
ningar begransas dven av elevers uppfattningar om matematik och av att en 16s-
ningsmetod for problemuppgifter inte alltid dr inom rackhall utifran elevernas
kunskap.

8.2 Lirarguide som stodjer elevers problemlosning

Om malet dr att elever ska fa goda forutsattningar till problemlésning, beh6ver
lararens hjilp vara utformat s att uppgiften behaller sin egenskap av att vara en
problemuppgift. Liraren ska alltsd inte ge eleverna losningsmetoden utan bibe-
hélla eller skapa forutsattningar for eleverna att skapa en 16sningsmetod till upp-
giften. I en forldngning kan stédjande av elevers problemlésningsprocess leda till
okad sjalvstiandighet i problemlosandet och eventuellt forandrade uppfattningar
om matematik. Det ar dock inte trivialt for larare att ge formativ dterkoppling och
inte heller latt for elever att gora nagot konstruktivt av en sddan aterkoppling.

I detta avsnitt diskuteras pa vilket sitt ett lararstod i form av en ldrarguide kan
vara ett stod vid elevers problemlosning. Vidare diskuteras guidens mojligheter
att stodja elever att bli mer sjalvstandiga problemlosare samt hur elevers uppfatt-
ningar om matematik kan paverkas. Avsnittet avslutas med att podngtera att gui-
den inte avser att automatisera larar-elev-interaktionen utan att vara en hjalp for
larare i att stodja elevers problemlésningsprocesser.

8.2.1 Lararguide som stod vid problemlosning

Om en elev kort fast i sin problemlosning och maélet ar att eleven ska 16sa pro-
blemuppgifter genom CMR behover eleven stod med problemlosningsprocessen
och inte lotsning genom AR fram till ritt svar. Studie V hade som syfte att utprova
ett lararstod till larare for att kunna identifiera elevers svérighet och direfter ge
aterkoppling for att hjélpa elever att ateruppta problemlosningsprocessen. Stu-
dien visade att ett lararstod i form av en lararguide, trots svarigheterna med dia-
gnostiseringen, ar ett stod for lararna att ge anpassad hjalp till elever. Utma-
ningen att stilla diagnos pa elevers svirigheter ar kint sedan tidigare (Ball, 2001;
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Black & Wiliam, 2009; Teuscher, Moore, & Carlson, 2016). Till viss del ligger sva-
righeterna i dialogens villkor, det vill sdga att det inte finns ndgon automatik i att
det som kommuniceras av lararen uppfattas pa avsett sétt av eleven och vice versa
(se Figur 5, s. 14). Det ar heller inte sjalvklart att eleven ar villig eller kan artiku-
lera sin svarighet. Resultaten visar att lararguidens utformning med diagnosfra-
gor, specificerade diagnoser utifran brister i problemlésningskompentenser och
svarigheten med att komma vidare i problemlésningens olika steg fungerar som
ett verktyg for att till vissa delar 6verbrygga den utmaning som dialoger innebér.
Lararguiden fungerar ocksd som ett stod att, utifrdn stilld diagnos, ge aterkopp-
ling. Aven resultat fran forskningsoversikten visade att ge lirarstod kopplat till
elevers svérighet i problemlosningsprocessen var framgangsrikt for att elever ska
utveckla sin matematiska forstaelse (t.ex. Prediger & Pohler, 2015; Visnovska &
Cobb, 2015).

8.2.2 Larares stod till elevers okade sjilvstiandighet

Lararna i studie V pekade pa svérigheten att balansera mellan att stodja elevernas
problemlosningsprocess (via lararguiden) och viljan att hjilpa fler elever. Att
frdnga lararguiden och ge lotsande hjilp (lararlotsat-AR) beskrivs som mindre
tidskravande. Om ldraren stindigt ger lotsande hjalp ar risken att eleven i sin tur
valjer strategin att snabbt be om hjélp och 16sa uppgiften pa det sitt som lararen
beskriver snarare dn att hitta egna vigar att 16sa problemuppgiften pa. Eleven
behover diarmed inte utveckla nigra andra strategier dn att fraga lararen om
hjélp. Eleven kommer da inte att vare sig utveckla sin problemlosningsférmaga
eller sin forméga att arbeta mer sjalvstandigt. Att strdva mot en ¢kad sjélvstan-
dighet i problemlésningssituationer skulle kunna vara ett sitt att borja losa upp
dilemmat med att hinna hjilpa men inte lotsa. En del av en scaffolding-strategi
ar att 6ver tid minska larares stod till eleverna, vilket innebar att eleverna blir mer
sjalvstandiga och kan ta mer ansvar for sitt larande (Smit, van Eerde, & Bakker,
2013; van de Pol, 2012). Om elever som vanligtvis far AR-hjalp blir mer vana vid
att lararen stéller utmanande diagnosfragor kommer de sannolikt med tiden att
sjdlva borja fundera 6ver svar till diagnosfrdgorna innan hon ber om hjilp. Eleven
kan ocksa pé sikt eventuellt borja gora egna sjalvdiagnoser 6ver sina svarigheter.
Att 6verldmna allt storre del av problemlosningen till eleven ar i linje med TDS
(Brousseau, 1997) om nodvéandigheten av 6verlamnade av ansvar till eleven for
att elever ska kunna lira sig. Det didaktiska kontraktet (avsnitt 5.1.2) mellan 14-
rare och elev behover alltsd vara sadant att elever har och tar ansvar for sitt 1a-
rande genom att komma fram till 16sningsmetoder pa de problemuppgifter som
hon jobbar med. Att eleven i storre utstrickning sjilv kan styra sitt larande ar
ocksa i linje med Hattie och Timberlys (2007) idéer om sjalvreglerat larande.
Sjalvreglerat larande innebar att eleven sjélv ar aktiv i att satta mal, folja och 6ver-
vaka sitt larande (Zimmerman, 2008).
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8.2.3 Forandra elevers uppfattningar om matematik

Anviandandet av lararguiden skulle kunna vara ett av sitten att pa sikt forbattra
elevers formaga att 16sa problemuppgifter och fériandra elevers uppfattningar om
matematik. Detta skulle kunna gilla uppfattningar om att alla uppgifter ska ha en
kénd 16sningsmetod, att bara vissa elever kan forstd matematik eller att man som
elev, forutsatt att man forstatt matematiken ska kunna losa alla givna uppgifter
inom fem minuter. Aven om uppfattningar om matematik #r relativt stabila Sver
tid och kan vara svara att forandra (Hannula, 2006), finns det studier som visar
att elevers uppfattningar om matematiska kan forandras i en positiv rikining
béde med hjilp av lingre, men dven kortare interventioner (Carpenter, Franke,
Jacobs, Fennema, & Empson, 1998; Cobb et al., 1991; A. J. Stylianides &
Stylianides, 2014; Verschaffel & De Corte, 1997; Yeager & Walton, 2011). Det
finns dven studier som visar att en undervisning som just bygger pa larande ge-
nom problemlosning kan fordndra elevers uppfattningar om matematik pa ett
positivt sétt (t.ex. Bruder & Prescott, 2013; Carpenter et al., 1998; Cobb et al.,
1991; Verschaffel & De Corte, 1997).

8.2.4 Larare kan aldrig bli robotar

Matematikundervisning ar komplex (Niss, 2007). Detta gor att det gar att ifraga-
sdtta om det gar att utforma en lararinstruktion, en lararguide, till nagot s kom-
plext som undervisning. Anvindandet av en lirarguide for att stotta larares in-
teraktion med elever skulle kunna kritiseras for att forsoka styra larare att inte
agera utifrdn autonomi och erfarenhet, utan endast folja en mall. Den lararguide
som anvints inom ramen for avhandlingen ar inte ett verktyg som lirare strikt
kan f6lja i alla 14gen eftersom ett angreppssitt som hjilper i en situation kan vara
rent kontraproduktivt i en annan (Feldon, 2007). Lararguiden tacker heller inte
alla tdnkbara problemsituationer som uppstar i ett klassrum. Dessutom behover
larare ha en kinsla for den aktuella situationen for vad som &r lamplig aterkopp-
ling vid ett visst tillfdlle (Ginsburg, 2009). Det lararguiden kan utgora ar ett hand-
fast stod for larare och elever for att fokusera problemlosningsprocesser snarare
an imitativa l6sningsmetoder.

8.2.5 Sammanfatining

Lirarguiden kan fungera som stod for att diagnostisera och ge aterkoppling till
elever som behover stod vid problemlésning utifrén principerna for formativ be-
domning. Eftersom undervisning ar en komplex verksamhet ska lararguiden ses
som ett stod till larare for att fokusera elevers problemlésningsprocesser.

8.3 Design av uppgifter och undervisning

Avhandlingens resultat visar att det inte ar tillrdckligt att ge eleverna lampliga
uppgifter om en eventuell lararhjalp 4nda innebar att lararen lotsar eleven forbi
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alla svarigheter med att skapa en 16sningsmetod. Fenomenet att arbetet med upp-
gifter kan degenerera, med avseende pa elevens egeninsats, genom lararlotsning
ar tidigare kdnt som vanligt forekommande (Boaler & Brodie, 2004; Stein et al.,
2007). Darfor behover lampliga uppgifter atfoljas av en undervisning som ar an-
passad till typen av uppgifter (Stein et al., 2007), det vill sdga att problemuppgif-
ter behover ackompanjeras av en lararhjialp som bibehaller problemlésningska-
raktidren hos uppgiften. I termer av designforskning bor det inte vara en strikt
uppdelning mellan en uppgiftsdesign och en design av en undervisning, eftersom
en framgangsrik implementering av en uppgiftsdesign ar beroende av en under-
visningsdesign som stodjer uppgiftsdesignen (Kieran, Doorman, & Ohtani, 2015).
Avhandlingens resultat indikerar att d&ven det omvénda galler, att en undervis-
ningsdesign ir beroende av en uppgiftsdesign, genom att lararguidens funktion-
alitet var beroende av att elever jobbade med lampligt svira uppgifter som be-
hovde 16sas genom CMR.

Lithner (2017) har narmat sig frigan om vad som &r en lamplig anstriangning (av-
snitt 8.1.4) i termer av utmaningar vad det géller problemuppgifter genom att
formulera en designprincip for uppgiftsdesign. Denna princip dr formulerad en-
ligt nedan.

Mal. Om uppgiften ska 16sas med CMR

Pastdende.  behdver utmaningarna vad det géller kreativitet, matematisk ar-
gumentation och begreppsforstielse vara lampliga.

Argument.  Argumenten for pastdendet ar att uppgiften méste utforas pa egen
hand i enlighet med TDS (Brousseau, 1997) (avsnitt 5.1) och tidi-
gare analys av uppgifter (Lithner, 2004). Denna analys visar att
det finns tva typer att svarigheter som har relevans i detta avse-
ende, dels ar det en kreativ utmaning och dels ar det en begrepps-
forstaelseutmaning. Dessa tvd ar inte nodvandiga i uppgifter dar
det endast kriavs IR for att 1osa dem. Andra svarigheter sdsom
komplexa berdkningar och sprakliga svarigheter har samma ba-
ring pd IR-uppgifter, vilket gor att dessa svarigheter utesluts har
eftersom fokus ar pa utmaningar som ar specifika fér problemupp-
gifter. Den kreativa utmaningen handlar om niva av uppfinnings-
rikedom. Till exempel ar det troligt att en uppgift kan 16sas stegvis
snarare dn genom ett ldngsokt trick. Begreppsforstaelseutma-
ningen innebar hur avancerade de matematiska representation-
erna och de matematiska kopplingarna som sammanbinder dem
ar, for att skapa en 16sningsmetod. Argumentationsutmaningen
handlar om hur svart det ar att forutse utfallet av en hypotes eller
att verifiera att en 16sningsmetod ar korrekt. Lithner (2017) ger
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fyr-fairgsproblemet som ett exempel pa en uppgift som har en hog
argumentationsutmaning vad det giller verifieringen av 16snings-
metoden, men en 1ag argumentationsutmaning vad det géller hy-
potesen att det just racker med fyra farger for att tva farger inte
ska vara bredvid varandra pa en godtycklig karta. (s. 9)

Genom denna designprincip kan man narma sig fragan hur problemuppgifter ska
kunna konstrueras for att vara av en lamplig utmaning for att uppgifter ska be-
hova 16sas med CMR.

Sammanfattningsvis ar design av uppgifter och en design av undervisning ar be-
roende av varandra. Ett forslag till en designprincip for att konstruera uppgifter
som behover 16sas genom CMR ar att sddana uppgifter behover innehalla en, for
eleven, lamplig utmaning vad det giller kreativitet, matematisk argumentation
och begreppsforstielse.

8.4 Implikationer till praktiken

Nedan f6ljer implikationer utifran avhandlingens resultat och diskussionen ovan
gillande hur undervisningen skulle kunna fokusera pa problemlosning samt lar-
obockers konstruktion och anvandning. Det foreslds ocksa hur lararguiden skulle
kunna vara ett verktyg for att ge elever forbattrade forutsiattningar att lara sig ge-
nom problemlésning samt hur lararguiden kan vara en del av en professionsut-
veckling och ett verktyg som lararstudenter fir mota i sin utbildning.

8.4.1 Tydligt fokus pa problemlosning

Lander som dr framgéngsrika i TIMSS-matningar anvinder en majoritet (>80%)
av sin undervisningstid till att arbeta med problemuppgifter (Hiebert et al.,
2003). En annan likhet ar att en vasentlig del av undervisningstiden ocksa dgnas
ocksé at arbete med nytt innehall, medan endast en liten del 4gnas at repetition
(Hiebert et al., 2003). I 6vrigt skiljer sig undervisningen sig &t mellan de mest
framgangsrika linderna. Till exempel i Hong Kong (SAR) innebar elevernas laxor
till stor del repetition av procedurer, undervisningen i Japan fokuserar pé pro-
blemuppgifter kopplat till att eleverna behover reflektera 6ver hur de ska anvinda
procedurer och enbart anvinda dem samt undervisningen i Nederldnderna beto-
nar relationen mellan matematik och verklighetsbaserade situationer. Detta im-
plicerar att det inte finns ett basta satt att undervisa pd som optimerar elevers
larande.

Ett forslag, som har fatt visst genomslag, om hur man kan undervisa med fokus
pa problemlosning har Stein, Engle, Smith och Hughes (2008) givit. De har uti-
frén insikten att det ar svart att undervisa problemuppgifter, &ven nar problem-
uppgifterna i sig ar lampliga, utarbetat en undervisningsmodell fér arbete med
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och helklassdiskussioner om problemuppgifter. Denna modell innebar i korthet
att lararen behover vara forutseende vad det giller elevers tinkbara angreppssétt
och svérigheter med en problemuppgift, folja elevers progression, vilja olika ty-
per av elevlosningar i en medveten sekvens och relatera de olika 16sningsme-
toderna till varandra.

8.4.2 Forslag pa larobokens konstruktion och anvdandning

Att distributionen av problemuppgifter i larobocker ar ojamnt fordelande mellan
larobockernas olika uppgiftsavsnitt samt att larobockernas 16sta exempel och te-
oridelar sillan anvindes, trots att dessa ges stor plats i larobocker, ger ett par
implikationer. For det forsta bor elever och larare forhalla sig aktiva till larobo-
kens innehall for att anvinda hela dess potential, till exempel genom att vilja att
arbeta med de problemuppgifter som finns i larobéckerna. For det andra bor lar-
oboksforfattare kritiskt forhélla sig till fordelningen mellan problemuppgifter och
uppgifter med kind 16sningsmetod bade inom laroboken som helhet och att det
finns problemuppgifter pa olika svarighetsnivéer. Till exempel skulle detta kunna
inbéra att det ska finnas fler problemuppgifter bland de littare uppgifterna. Dess-
utom kan laroboksforfattare behova forhalla sig kritiskt till hur en ldrobok bast
byggs upp for att stodja elevers larande, till exempel genom att fundera pé i vilken
omfattning 16sta exempel ska finnas i larobockerna och hur dessa ar ténkta att
anvindas av elever.

Ett vanligt, konventionellt lektionsupplédgg innebir att lararen haller en lararge-
nomgang f6ljd av elevers arbete med matematikuppgifter (Boesen et al., 2014;
Hiebert, 2003; Lesh & Zawojewski, 2007; Love & Pimm, 1996). Om larargenom-
gingen innebar att 16sningsmetoder presenteras for de uppgifter som sedan ska
16sas av eleverna kan detta upplagg liknas vid larobockernas uppliagg, det vill saga
att 16sningsmetoder presenteras som elever sedan kan imitera. Ett sddant lekt-
ionsupplégg ger inte elever forutsattningar att trina pa att skapa 16sningsme-
toder. Med ett annat lektionsupplidgg dér lararen inte presenterar 16sningsme-
toder infor arbetet med en ny grupp uppgifter, skulle det vara mgjligt att anvinda
manga av larobokens uppgifter som problemuppgifter genom att eleverna i detta
lage inte fatt 16sningsmetoderna presenterade for sig. Uppgifterna kan, i linje
med Brousseau (1997), istéllet bli ett verktyg for eleverna att utforska och skapa
l6sningsmetoder sjidlva. Genom att eleverna kommer att méta svarigheter och ut-
maningar i arbetet med uppgifterna kommer de att behova forhalla sig till sin
tidigare matematiska forstielse i relation till den nya matematiken som de &r pé
vig att erovra. Dessa utmaningar kan ldraren anvinda som en del av ldrandepro-
cessen. Ett mal med arbetet med uppgifterna skulle kunna vara att komma fram
till formaliserade algoritmer for att 16sa uppgifter. Pa detta sitt har eleverna kom-
mit fram till de 16sningsmetoder som vid ett mer traditionellt lektionsupplagg
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skulle ha presenterats av lararen innan eleverna paboérjade arbetet med uppgif-
terna. Eleverna skulle pa detta sitt fa 6kade mojligheter att arbete med problem-
uppgifter, genom arbete med larobokens uppgifter.

8.4.3 Lararguiden som verktyg for elevers och lirares larande
Lararguider, till exempel den som studeras i denna avhandling, kan vara ett verk-
tyg for att stodja elevers arbete med problemuppgifter om den anviands som en
del av en i 6vrigt rik undervisningen. Over tid #r det tinkbart att en liirares syste-
matiska anvindning av lararguiden leder till att elever utvecklar flera matema-
tiska formagor (Stein et al., 2003) och dven justerar sina uppfattningar om mate-
matik sé att dessa istéllet stodjer hennes arbete med problemuppgifter (Bruder &
Prescott, 2013). Processen att systematiskt anvinda lararguiden skulle kunna in-
nebaira att elevers instdllning att utan storre reflektion soka svar pa uppgifter and-
ras. Detta skulle kunna ske genom att lararguiden pekar pé processen av skap-
ande av l6sningsmetod och att argumentera for och hitta strategier till en 16s-
ningsmetod. Det ar ocksa tankbart att lararguiden kan vara ett verktyg for att ut-
veckla lararens forméga att hjilpa elever, bade for verksamma larare och larar-
studenter.

8.5 Fortsatt forskning

Utifran avhandlingens resultat finns det flera riktningar for fortsatt forskning.
Nedan ges forslag pa fortsatt forskning inriktad pa utveckling av designprincipen
for undervisning samt lararguidens anvindning och utveckling.

1. Utveckla den designprincip som ligger till grund for studie V, till exempel
genom att komplettera den genom att uttrycka under vilka omstéandig-
heter som den giller, genom att ytterligare specificera designprincipen
och koppla ihop den designprincipen med en designprincip gillande
uppgifter.

2. Undersoka delar av lararguiden som studie V har identifierat som poten-
tiellt behover utvecklas, till exempel hur ska uppgifter designas for att
passa med lararguidens mal att stodja elevers skapande av en 16snings-
metod.

3. Undersoka om lararguiden kan vara ett verktyg for att utveckla elevers
problemlosningskompetenser och larares undervisning,
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Appendix

Lararguidens matris

Diagnosfrigor: fet text
Diagnos: kursiverad text
Aterkoppling: normal text

Diagnosfrigor:
1. ’Kan du med egna ord beriitta vad ér det som efterfrigas i uppgiften?”
2. ”Vad har du gjort/ténkt hittills?”

3. ”Varfor har du gjort/tinkt sa?”

Uppgiftslosningssteg

Tolkning

Utforskning och hypotes av 16sningsmetod

Verifiering 16sningsmetod

Problemlosningskompetens

Metakognitiva 6verviganden (VAD)

Eleven inser inte att
hens tolkning dr fel-
aktig.

”Lis uppgiften hogt.”
”Kan du nu forklara
vilken information
som finns och vad du
ska komma fram till.”

Eleven inser inte att
hon missat viktig in-
formation i uppgiften.
“Finns det informat-
ion i uppgiften som
kan ge en idé om vad
du ska gora?”

A. Eleven inser inte att ansatsen att utforska
problemet eller skapa l6sningsmetod inte le-
A1. Fel bvergripande ansats:

”Jag, ser att du forsoker 16sa problemet ge-
nom att [sammanfatta den felaktiga ansat-
sen, men beskriv inte vad som ar fel]. Kan du
beritta hur du tankt hir och pa vilket sétt det

A2. Lokalt fel i en del avansatsen:

”Jag, ser att du forsoker 16sa problemet ge-
nom att [visa pd den del av ansatsen som in-
nehaller felet, men beskriv inte vad som ar
fel]. Kan du berétta hur du tinkt hédr och pa
vilket sitt denna del bidrar till en 16sning p&
uppgiften?”

A. Eleven har en losningsme-
tod som hon forséker imple-
mentera, men inser inte att
losningsmetoden dr felaktig
eller alltfor ineffektiv.

”Kan du 6vertyga mig om att
16sningsmetoden fungerar/&r
tillréckligt effektiv?”

B. Eleven har avbrutit forsoket att utforska
eller skapa losningsmetod, och/eller klarar
inte att vdlja ldmplig ansats.

B1. Eleven har gjort ett bra forsok att ut-
forska eller skapa en lésningsmetod, men
har kort fast: Riktat mot den del av forsoket
som kan utvecklas:

”Kan du bygga vidare pd det du kommit p&
hittills?”

Strategi (HUR)

Tids- eller resurs-
brist:

Forklara vad som ef-
terfragas i uppgiften
och vad det finns for
information som ele-
ven kan anvénda.

B2. Elevens forsok dr inte tillrdckligt bra att
bygga vidare pd:

"Finns det ndgot annat sétt att forsoka ta sig
an problemet?”

B. Eleven har en losningsme-

tod som hon tror eller vet kan
vara felaktig eller alltfor inef-
fektiv, men klarar inte att ve-

rifiera.

B1. Eleven har gjort ett bra
forsék att verifiera sin l6s-
ningsmetod, men har kort
fast.

Riktat mot den del av forsoket
som kan utvecklas: "Kan du
bygga vidare pd det du kommit

B2. Eleven dr osiker pd om
losningsmetoden dr fel-
aktig/ineffektiv, men forsoker
inte avgora om sq dr fallet.
”Kan du forsoka overtyga mig
antingen om att 16sningsme-
toden fungerar/ar tillrackligt
effektiv/ att den inte &r till-
réackligt effektiv det?”

C. Eleven forsoker men hittar ingen limplig
strategi for att utforska eller skapa l6s-
ningsmetod.

Vilj lampligast av foljande 4 strategier.
”Prova att: rita figur/ prova nigra exempel /
16s enklare version / dela upp 16sningen i
olika steg.” Alternativt annan strategi pa ge-
nerell niva.

Forst kortfattat generellt, ddrefter (om sva-
righeter kvarstdr) mer uppgiftsspecifikt.

C. Eleven forsoker men hittar
ingen lamplig strategi for att
verifiera sin lésningsmetod
Vilj lamplig strategi, t ex "Rita
figur / testa din 16sningsmetod
pa ett enkelt exempel /gor en
rimlighetsbedomning / forsok
hitta motexempel.” Forst gene-
rellt, dérefter mer uppgiftsspe-
cifikt.

D. Eleven dr pd vdg att formulera bra stra-
tegi for utforskning eller skapa losningsme-
tod, men ndr inte dnda fram:

Summera vad som dr bra och led in pa vad
som behover utvecklas.

D. Om elev dr pd vdg formu-
lera bra strategi for verifie-
ring, men misslyckas med
sista stegen.

Summera vad som &r bra, led
in pd vad som behover utveck-
las.




