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Abstract
The general purpose of this dissertation is to define and explore what 
mathematical problem solving entails. Seven criteria for rich problems will also 
be formulated. Rich problems are defined as problems which are especially 
constructed for mathematics education in a school context. The first part of 
the dissertation presents a sketch of what mathematical problem solving can 
entail in the teaching and learning process. The second part of the dissertation 
is a presentation and analysis of two ´rich´ problems. The analysis points out 
where mathematical ideas - concepts, procedures, conventions, strategies and 
formulae – appear in a problem solving process. The dissertation concludes with 
examples of the ways in which pupils and teachers together create occasions to 
utilize accepted mathematical ideas as well as the new range of ideas they devise 
in order to solve the problems. The concept of ´rich problems´ enables pupils 
with different mathematical backgrounds and capabilities to work with the 
same problem and solve it with various mathematical ideas. Research methods 
have included video- and audio recordings, stimulated recall with pupils and 
teachers, interviews and pupils drawings. 
 
Keywords: Mathematics, problem-solving, rich problem, teacher, instruction, 
learning, mathematical ideas, occasions. 
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Personligt förord
En orsak till att denna studie överhuvudtaget har blivit gjord är min nyfikenhet 
på lärares undervisning och elevers lärande. Ett sätt för mig att få veta mer har 
varit att själv pröva olika sätt att undervisa, att utsätta elever och studenter för 
olika matematikproblem, ett annat att läsa böcker och artiklar, under senare 
år även många avhandlingar och forskningsrapporter. Läsandet har genererat 
nya tester på mina elever och studenter. Mycket har jag blivit tvungen att 
ändra uppfattning om under dessa år. Alla ni som har blivit utsatta för mina 
utprövningar, ursäkta mig! Idag tror jag att jag vet betydligt mer om vad jag 
håller på med. Genom denna avhandling önskar jag att lärare i matematik ska 
inspireras att erbjuda sina elever en spännande undervisning, en undervisning 
som utgår från elevernas egna matematiska tankar, men samtidigt en 
undervisning som vilar på både vetenskaplig grund och beprövad erfarenhet. 

Några särskilda förväntningar och krav från min familj har jag aldrig haft. Dock 
minns jag hur min mormor berättade för mig att hon såg upp till lärarna i skolan 
och neg för dem. Hon ville att det skulle bli något annat av mig. Skolan var möj-
ligheten att bli något genom att vara duktig flicka och göra sitt bästa. Matematik, 
fysik och naturvetenskap var det som tidigt utmanade mig, det var svårt. Känslan 
av en godkänd tenta var fantastisk även om det ibland behövdes flera tentamens-
tillfällen för att klara av den. Om matematiker uppfattas som personer med gott 
självförtroende så kan ju det bero på att de tagit chansen att klara av det som av 
andra uppfattas som svårt. 

Efter en avslutad fil.kand. och med små barn hemma var det för mig enklast att 
ta ett vikariat i skolan även om jag inte alls hade tänkt mig att bli lärare från början. 
Jag minns hur nervös jag var när jag hade min första klass i Trollhättan men även 
att jag började trivas med eleverna och kände att jag kunde utvecklas. Tillbaka i 
Göteborg bestämde jag mig för att satsa på lärarutbildningen. Redan från början 
var matematik ett utmanande ämne att undervisa i. När jag kom till Falun fick jag 
så småningom en tjänst på gymnasiet med enbart matematik, nu räckte tiden till 
att göra laborationer i matematik. På mitt arbetsrum stod en rullvagn med material 
och uppgifter i matematik då mina kolleger hade sina rullvagnar med fysiklabo-
rationer. Här fick jag utmaningar då flera av de elever som valt praktiska program 
aldrig tidigare blivit undervisade i större grupper. Hur planerar man då undervisning 
i grupper där vissa elever hade förstått matematiken och andra elever inte trodde 
sig om att kunna prestera något alls. Under denna tid fick jag även möjlighet att 
arbeta inom lärarutbildningen och funderade mycket över den verklighet som mina 
lärarkandidater skulle komma att möta. Hur planerar man så att ”elever får tilltro 
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till sin förmåga och utvecklar en matematisk kompetens” som det så vackert står i kurs-
planen? Studenterna fick bland annat spela in lektioner under sin praktik (VFU). 
Under somliga av lektionerna kunde man se att eleverna och lärarna upplevde ar-
betsglädje. Det visade sig att i de få fall när eleverna inte ville avsluta lektionen utan 
ville arbeta vidare alltid handlade om problemlösning med otraditionella uppgifter. 
Detta medförde att mina studenter på lärarutbildningen i Falun tidigt själva fick 
arbeta en hel del med problemlösning. Från början uppfattade vi nog detta arbete 
som något utöver det läroboksstyrda traditionella matematikarbetet men med tiden 
insåg vi att det var problemlösningen som var huvudsysslan och färdighetsträningen 
blev komplementet. Det var viktigt att alla elever fick lösa problem eftersom de då 
ofta fick ett ökat intresse för matematik. Vi (Rolf Hedrén, Kerstin Hagland och 
jag) lärarutbildare i Falun bildade ett team, vi gjorde kurser, startade forsknings-
projekt (RIMA 1) och utvecklingsprojekt (RIMA 2), skrev artiklar (bland annat i 
Nämnaren) och en inspirationsbok (Rika matematiska problem - inspiration till 
variation), presenterade vårt arbete på konferenser (MADIF, NORMA, PICME 
etc.) och utbildningsdagar (biennaler, biennetter, Mullsjö, NCM, Skolforum, Natur 
och Kultur, SMDF m.fl.) 

Att skriva en avhandling för akademin har jag nog egentligen aldrig tänkt mig 
men att skriva något som kan inspirera lärare att utveckla sin egen undervisning 
för att skapa en lärande miljö för alla elever har varit ett brinnande intresse för mig. 
Hur gör man detta på ett vetenskapligt sätt? I denna avhandling formuleras och 
testas därför olika strukturer som verktyg för att analysera klassrumssituationer där 
problemlösning förekommer. 

Det som jag har lärt mig under alla dessa år av nyfiket sökande efter svar på 
mina forskningsfrågor är att man aldrig så säkert kan veta. Vi har våra förutfat-
tade meningar om det mesta och vi vill ofta hellre få bekräftat vad vi redan tror 
än ändra uppfattning och inse att vi faktiskt inte alls visste hur det förhöll sig. En 
annan viktig sak som jag lärt mig är att kursplanerna förändrats sen jag utbildade 
mig till lärare och att ingen lärobok i världen ensam kan användas för att uppfylla 
kursplanens mål eller ge en elev de högsta betygen. Det är inte heller möjligt att 
endast via skriftliga prov bedöma en elevs kunskaper i matematik, det behövs även 
muntliga bedömningar för att eleven ska ges möjlighet att visa vad den kan. Min 
forskning har också lärt mig att ingen av de lärare som jag haft förmånen att arbeta 
med kunde beskriva sin egen undervisning komplett, inte heller var det möjligt för 
mig att förstå allt som skedde i klassrummen under alla de timmar som vi videoin-
spelade lektioner och intervjuade våra informanter. Det mesta som jag har förstått, 
och det är en mycket begränsad del av data, har jag fått lägga ner många timmar av 
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analys på. Jag har måst bestämma mig för en enda fråga i taget och söka i data för 
att få träff när svaret har dykt upp. Det hände ganska ofta att något inte var som 
jag tänkt mig eller som läraren själv beskrev det. Många intressanta upptäckter har 
jag gjort som ni får läsa om i den kommande texten.
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Tack
Att jag blev doktorand kan jag tacka min tidigare chef på Högskolan Dalarna Gun-
nar Olsson för då han lade en blankett i mitt fack och uppmanade mig att söka som 
doktorand i den nystartade gruppen i Umeå 1995. Därefter har jag haft stöd från 
min egen högskola för att få möjlighet att genomföra detta arbete. 

I en avhandling ska man tacka alla dem som på något sätt bidragit, medvetet 
eller omedvetet, till att avhandlingen skapats. Då min licentiatavhandling var klar 
var det många som uppvaktade. Tack ni betyder massor! Det finns många som har 
haft stor betydelse utan att själv veta om det, någon sa ”det är aldrig för sent”, en 
annan ”jag väntar på att få läsa din avhandling”, en tredje ” blir du aldrig klar snart” 
vilket uppmuntrat mig till att fortsätta. På min arbetsplats har jag alltid känt stöd, 
förväntan och inspiration. I det slutliga revideringsarbetet har Karin Wallby gjort 
en stor insats. Att här ta upp alla namn på personer som haft betydelse för att detta 
arbete skulle bli avslutat vore inte riktigt, tänk om jag skulle råka missa någon, 
eftersom ni alla varit viktiga.

Handledare har jag haft stort behov av. Utan Hans, Johan, Rolf och Kerstin hade 
det med all säkerhet inte blivit någon avhandling. Ibland har jag gett upp men andra 
gånger har jag känt mig utmanad av motgångarna och arbetat vidare, alltid har jag 
fått ert stöd för att fortsätta! Forskarvärlden är tuff och full av konkurrens, det gäl-
ler att prestera, att vara först och att vara om inte bäst så åtminstone bra. Det har 
funnits tillfällen då jag känt att jag inte hör dit/hit och känt mig utanför men då har 
mina handledare fungerat som en stödjande ”storhjärna” och hjälpt mig att tolka 
mina egna tankar och lett in tankarna på nya diskussioner och frågeställningar. Jag 
har lovat mig själv att ta med den erfarenhet jag fått så att jag bättre kan finna min 
egen roll gentemot dem som arbetar med egen forskning, oberoende av om det är 
ett mindre eller större arbete. Tack för att ni stött och utmanat!

Informanterna är en stor grupp i min forskning och min avhandling. Alla 
mina egna elever, mina lärarstuderande, mina lärare i fortbildningskurser och 
självklart de lärare och elever som deltog i RIMA 1-studien har bidragit till detta 
arbete. Ett stort tack för att ni ställt upp, ibland medvetet och frivilligt, ibland 
omedvetet.

Arbetskamrater har en speciell roll i mitt liv. Till min arbetsplats cyklar eller går 
jag när kroppen måste röra sig och skrivandet och läsandet blir för ansträngande. 
På jobbet trivs jag, där planeras kommande kurser, skrivelser, utvecklingsarbeten, 
handledning av studenter, föreläsningar och seminarier. Alla mina arbetskamrater 
är fantastiskt inspirerande och finns i en miljö där alla tankar är tillåtna och där 
samtalsklimatet är öppet och respekterande. 
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Vänner är en stor grupp för mig. Det är en förmån att i vuxen ålder få ”systrar” 
som alla ingår i ett internationellt nätverk, att få vara en ”blå nunna”, en av ”sju stjär-
nor”, och en av dem som får följa med på cykelsemester, ”kroresa” eller julskyltning 
i Danmark. Tänk att få bli inbjuden till skogsröjning eller trallspikning, husbygge 
eller annan fysisk uppbyggnad. Att bli inbjuden till bokrelease, teaterföreställning, 
hedersdoktorspromotion eller doktorspromotion, även om det ibland varit nöd-
vändigt att tacka nej är det en ära. Tack för all avkoppling som varit nödvändig för 
inspiration och överlevnad. 

Familjen som består av mannen, barnen och deras familjer, min mor och far, är 
det allra viktigaste jag har, ursäkta mig alla andra! Min familj växer hela tiden med 
nya stora och små människor. Det är underbart att få vandra med en liten hand i 
sin och plocka bär i en mugg, att ligga på mage på bryggan och meta krabba, att 
plocka svamp och åka skidor eller bara sitta och läsa i en bok eller ibland ”bara 
vara”. Tack för att ni finns!

 Innehåll
Denna studie består av fem delar, en inledande översikt (kappa) och fyra artiklar. 
Översikten sammanfattar avhandlingen i sin helhet och behandlar de fyra artiklarna 
som en sammanhållen enhet. De två första artiklarna utgör tillsammans licenti-
atavhandlingen. Första studien, Introduktion till matematiskt rika problem, är en 
litteraturstudie för att klargöra centrala begrepp för problemlösning i matematik. 
I den andra studien, Analys av några problem, undersöks tre problem matematiskt. 
Analysen består av en teoretisk genomgång med exempel på reella lösningar, vilka 
används som illustration till den teoretiska genomgången. Tredje studien, Matema-
tiska idéer i problemet, visar exempel på vilka matematiska idéer fyra lärare och deras 
elever arbetar med då de löser ett visst problem och hur de behandlar dessa idéer. 
Den fjärde studien, Tillfällen till matematiklärande, visar exempel på vilka tillfällen 
till matematiklärande som kan uppkomma under fyra olika lärares lektioner kring ett 
och samma problem och elevers och lärares roller under lektionernas olika faser.
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1 	 Översikt 

1.1 	 Introduktion
Här presenteras studiens frågeställningar och vissa aspekter på teorier som studien 
vilar på. 

1.1.1	 Forskningsfrågor 

Via litteraturstudier besvaras i den första artikeln följande fyra grundläggande frå-
geställningar (de återges här så som de är formulerade i artikeln): Vad är problem-
lösning och hur ser olika forskare på den, varför och hur ska elever lösa problem, 
vilka andra aspekter finns det på problemlösning samt slutligen vad menar olika 
forskare med ”rika problem”? Begreppen problem och problemlösning visade sig 
vara flitigt använda i litteraturen men de var ofta odefinierade som begrepp. Den 
definition som Lester (1983) formulerat valdes att gälla även för detta arbete. Lit-
teraturen innehöll gott om motiv för att elever ska lösa problem och det var även 
lätt att finna andra aspekter på problemlösning, vad det går ut på och hur man kan 
förhålla sig till problemlösning. Det visade sig också att begreppet rika problem gick 
att återfinna i litteraturen men det var svårt att hitta specifika definitioner. Detta 
ledde till att sju kriterier för rika matematiska problem formulerades. 

Efter det att kriterierna för rika matematiska problem hade formulerats pröva-
des de på empiriska data och ett antal elevlösningar analyserades med avseende på 
huruvida ett tänkt ”rikt problem” fungerade som ett sådant för eleverna. De två 
frågeställningar som besvarades i den andra studien blev därför: Hur väl uppfyller 
de valda problemen kriterierna och vilka förutsättningar har problemen att fungera 
som rika problem i undervisningen? Elevlösningar till tre olika problem undersöktes. 
Resultatet visade på vilket sätt kriterierna uppfylldes när det gällde de matematiska 
idéer och strategier som behandlades, hur problemet fungerade som en brygga mel-
lan matematiska områden och hur/om problemet kunde leda till en utvidgning av 
matematiska kunskaper.

Fortsättningen blev sedan att utgå från det första och kanske viktigaste av de sju 
kriterierna för rika problem: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever 
av när de arbetar med ett matematiskt rikt problem och hur behandlar lärare och 
elever de matematiska idéer som uppkommer från lärare och elever? Detta behandlas 
i den tredje studien. Resultatet av studien visar att elever och lärare under lösandet 
av problemet arbetade med en mängd olika specifika idéer, vissa presenterades av 
läraren, andra av eleverna. 



2

I den avslutande fjärde studien behandlas frågeställningarna: Vilka tillfällen till 
matematiklärande kunde uppkomma under olika faser av en lektion kring ett tänkt 
rikt problem, vad var typiskt för dessa tillfällen, vilka roller kunde lärare och elever 
ha under dessa tillfällen och hur kunde de utnyttjas? Resultatet visar att tillfällen 
till matematiklärande uppkom under lektionens alla faser. Exempelvis var lärarens 
sätt att presentera problemet och lärarens sätt att avsluta lektionen sådana händelser 
som visade sig betydelsefulla i sammanhanget. Både lärare och elever använde sig 
av ett brett spektrum av roller.

1.1.2 	 Aspekter på teorier

Ett dilemma när man forskar i matematikdidaktik är att disciplinen kan upple-
vas som en bastard mellan det matematiska-naturvetenskapliga synsättet och det 
humanistiska-samhällsvetenskapliga synsättet. Inom matematik undersöker man 
det gediget matematiska, med överenskomna strikta definitioner som grund för 
forskningen. Inom didaktik undersöker vi sådant som lärande, organisation av 
undervisning samt lärares och elevers roller, sådant som det inte är lika enkelt att 
ha exakt samma uppfattning om eftersom den didaktiska forskningen oftast inte 
har lika strikta definitioner som grund för sin forskning. 

Enligt Niss (2007) är det inte helt klart vad som menas med termen ”teori” när det 
gäller matematikdidaktisk forskning. Inte heller står det klart var teorierna kommer 
ifrån, hur de utvecklats, vilken bas de har. Detta, menar han, är inte alls förvånande 
eftersom matematikdidaktik lånat sina teorier från så många andra vetenskapliga 
discipliner: matematik, psykologi, antropologi, sociologi, filosofi, pedagogik osv. 
Men denna oklarhet är problematisk eftersom det bland annat kan uppfattas som 
att forskning om matematikundervisning som ett medel att informera och influera 
yrkesverksamma vilar på allt annat än fast grund. Han menar att vi självklart behöver 
ett visst, förståndigt urval av importerade teorier till vårt forskningsfält, sådana som 
har något viktigt att erbjuda, men att enbart matematikdidaktikens egna forskare 
besitter den nödvändiga mångfasetterade kunskap som kan ligga till grund för 
teorier som är rika nog att täcka fältet i hela sin komplexitet. Han menar att det 
är osannolikt att vi någonsin kommer att skapa ett enda teoretiskt ramverk som 
täcker hela vårt forskningsfält, eftersom det har varit möjligt att skapa meningsfulla 
underteorier för varje område vi har tagit oss an. Han anser att vi måste uträtta en 
hel del seriöst arbete i syfte att komma åt de olika vägar som kan leda fram till ett 
rättfärdigande av vårt forskningsfält som den humanistiska eller naturvetenskapliga 
disciplin som vi alla tror att det är eller borde vara. Niss (a.a.) anser vidare att ett 
synnerligen viktigt resultat av denna vår strävan, även på kort sikt, skulle kunna 
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utgöras av en mycket mer omfattande och bättre verktygslåda än den vi har tillgänglig 
nu, med skarpa verktyg för kritiska analyser av forskningsresultat av allehanda slag. 
Detta skulle i sin tur kunna hjälpa till att höja graden av reflektion och medvetenhet 
i forskningsfältet. Ett ganska omedelbart resultat av detta skulle kunna bli bättre 
forskning, menar han.

Även Lester (2005) förefaller vara av samma mening. Han menar att forsknings-
verktyg är den mängd idéer, principer, samförstånd eller regler som utgör basen 
för eller utkastet till något som sedan blir mer fullständigt utvecklat på ett senare 
stadium. Han ser detta ramverk som en byggnadsställning som kan ge en struktur 
för hur man kan fastställa begrepp och utforma forskningsstudier. Av särskild vikt 
för begreppsliga ramverk är att få beteckningarna förklarade och fastställda. Enligt 
hans erfarenheter ägnar sig matematikdidaktiska forskare oftare åt att åstadkomma 
goda ”förklaringar” och mer sällan åt att rättfärdiga varför de gör som de gör och 
varför deras förklaringar och tolkningar kan ses som rimliga. Han menar vidare att 
vi alla är ”mångfixare” som fiskar upp idéer från en mängd olika teoretiska källor 
i syfte att de ska passa våra mål, vi borde istället sträva efter att inte bara fördjupa 
vår grundläggande förståelse för matematiklärande och matematikundervisning. 
Idéerna borde också utrusta oss med praktisk visdom om problem som angår 
verksamma lärare.

I denna studie har litteraturstudierna framför allt fått rollen som underlag för 
arbetet med att försöka skapa ett sådant ramverk som skulle kunna strukturera och 
rättfärdiga de fortsatta studierna. I arbetet med att försöka skapa en verktygslåda 
för analys och reflektion i de fortsatta studierna, ingick att fastställa definitioner för 
en mängd olika begrepp samt verktyg för att så vetenskapligt korrekt som möjligt 
kunna sortera och beskriva olika skeenden i klassrummet under de lektioner som 
följdes. En sådan definition är den som rör rika matematiska problem. Formule-
ringen av de sju kriterierna är ett exempel på hur man kan tänka om problem som 
man vill ska ge goda förutsättningar för elever att lära sig matematik. För att göra 
det möjligt att identifiera matematiska idéer fastställdes definitioner av generella och 
specifika matematiska idéer, definitioner som sedan kunde tillämpas för att sortera 
empiriska data. Via litteraturstudier definierades lektionsfaser för att det skulle vara 
möjligt att strukturera data från lektioner och finna de tillfällen då matematiska 
idéer behandlades. 

En annan viktig aspekt på teorier som ligger till grund för detta arbete är de 
övergripande teorier som behandlar synen på elevers lärande och hur detta lärande 
kan relateras till lärares undervisning. Konstruktivismen är en sådan teori som inspi-
rerat detta arbete. Den betonar elevens egen konstruktion av kunskap och beskriver 
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lärarens uppgift som att skapa lärandemiljöer (Lendahls & Runesson, 1995). De 
sociala faktorerna i klassrummet har behandlats av Björkqvist (1998) som betonar 
det interaktionistiska perspektivet som ett komplement till det rent konstruktivistiska 
perspektivet, dvs. elevernas samtal och samarbete som en viktig faktor i lärandet. 
Nakahara & Koyama (1998) beskriver elevers kunskapskonstruktion då de lär 
genom att göra upptäckter och lösa problem, en faktor som är särskilt viktig vid 
problemlösning då det är en del av utmaningen att inte ha en färdig metod. Mason 
(2000) behandlar lärarens betydelse för att ge eleven möjlighet till lärande genom 
att erbjuda uppgifter/problem/frågor. Watson & Mason (1998) betonar att det ma-
tematiska tänkandet utvecklas med de rätta frågorna. Samtliga dessa övergripande 
teorier bildar en grund för detta arbete. I denna studie har rika problem använts som 
en utgångspunkt för att försöka skapa lärandesituationer där interaktioner elev-elev 
och elev-lärare ska kunna leda till att eleverna utvecklar (konstruerar) insikter i ett 
antal centrala matematiska idéer.

1.2	 Metod 
I detta kapitel diskuteras val av metoder och beskrivning av genomförda metoder, 
samt tillförlitlighetsfrågor, urvalsfrågor och de etiska överväganden som gjorts. Me-
tod definieras som ”planmässigt tillvägagångssätt för att uppnå visst resultat” (Svensk 
ordbok, 1986). Valet av såväl forskningsfråga som metod uttrycker forskarens sätt 
att vara, tänka och se på världen enligt Annells (1996). Forskningsfrågan blir den 
som styr valet av forskningsmetod.

1.2.1	 Metoddiskussion

Metoden för att finna svar på forskningsfrågorna har förutom litteraturstudier varit 
fältstudier och fallstudier. Den första artikeln är en litteraturstudie som avgränsar 
forskningsfältet och formulerar kriterier för rika matematiska problem. Den andra 
studien testar kriterierna på tre utvalda problem för att undersöka om de är rika 
samt undersöker deras förutsättningar för att fungera som rika i undervisning. I 
den tredje studien formuleras definitioner på matematiska idéer såväl generella som 
specifika för att utifrån den definitionen analysera empiriska data. Den fjärde studien 
definierar vad faser och tillfällen är under en lektion för att vid analys av data finna 
tillfällen då matematiska idéer behandlas. För att få veta hur olika forskare ser på 
problemlösning och vilka motiv de ger för att elever ska ägna sig åt problemlösning, 
vilka olika aspekter det finns på problemlösning och slutligen få reda på vad forskare 
menar med rika problem valdes litteraturstudie som metod. Litteraturstudier var här 
ett givet val, särskilt som frågan skulle besvaras med ett internationellt perspektiv. 

•
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Redan i det inledande arbetet, vid avgränsning av forskningsfrågan var det proble-
mets möjligheter för att skapa förutsättningar för elevens lärande i matematik som 
var i fokus. För att få svar på forskningsfrågan så valdes en datainsamlingsmetod 
som tog med så mycket data som möjligt, data från såväl elever som lärare (se da-
tainsamlingsmetod nedan). Syftet med studien har hela tiden varit att undersöka 
problemlösning och då särskilt problem som har matematisk potential. 

Metoder i studie ett och två

Den första studien är en litteraturstudie, i vilken jag har sökt litteratur utifrån mina 
avgränsningar och mina forskningsfrågor. Senare internationell forskning har visat 
att den sociala aspekten spelar en viktig roll (Jaworski 2000). Detta kan uppfattas 
som att undervisning i problemlösning till viss del är sociokulturell d.v.s. påverkas 
av den kultur man befinner sig i och den undervisningstradition som ämnet har. 
Därför är mycket av den litteratur som jag refererar till svensk. Vad gäller utländ-
ska författare har jag läst artiklar och böcker som behandlat mina frågeställningar. 
Dessa har till största delen funnits i samlingsvolymer eller som böcker. Exemplel 
på tidskrifter som studerats är Educational Studies in Mathematics och Journal 
for Research in Mathematics Education, Nämnaren och NOMAD. I databaserna 
EBSCOHOST, ERIC och LIBRIS har använts olika kombinationer av sökorden 
mathematics, problem-solving och rich problems. Vid litteraturgenomgången har 
jag, utifrån mina frågeställningar, försökt ta reda på vilka begreppsdefinitioner som 
förekommit samt forskarnas egna val av uppgifter/problem. Jag har vidare försökt 
finna vilka argument som har förts fram för att elever ska lösa problem. Dessa har 
handlat om matematiska mål eller andra aspekter av problemlösning. Andra aspekter 
kan ha varit mer indirekta följder av arbetet med att lösa problem. Vidare har jag 
sökt efter mål som har formulerats för arbetet med problemlösning och om det är 
möjligt att formulera kriterier för att välja problem så att dessa mål uppfylls.

Den andra studien behandlar tre utvalda problem. De sju kriterier som formule-
rats i artikel ett prövas mot problemen. Detta sker genom att problemen undersöks 
teoretiskt och redovisas med autentiska lösningar. Metoden kan i första hand be-
skrivas som en deduktiv metod där den teoretiska genomgången av problemen ger 
lösningar som gör det möjligt att identifiera matematiska idéer och representationer 
i de empiriska lösningarna. Alla sju kriterier för rika problem diskuteras, dvs. också 
hur problemen kan anpassas så att de fungerar för olika elever, om problemet kan 
fungera som en brygga mellan olika matematiska områden och om problemet kan 
utvidgas och på det sättet leda till nya intressanta problem. 
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Metoder i studie tre och fyra

I artikel tre och fyra besvaras frågeställningarna via analysverktyg skapade utifrån 
litteraturstudier. Dessa analysverktyg tillämpas på empiriska data. Informanter är 
lärare och elever som deltagit i en treårig longitudinell forskningsstudie Rika pro-
blem i matematikundervisningen (RIMA). Data kommer från fyra klasser från två 
skolor och deras lärare som följdes under skolåren 7, 8 och 9. Under dessa tre år 
fick eleverna tillfälle att arbeta med totalt tio rika problem. Problemet Stenplattor 
behandlas i den tredje studien och problemet Högstadiet i den fjärde. 

De lärare som deltog i projektet var valda så att de representerade olika lärarbak-
grund. En lärare var 60 år och tre var i 40-årsåldern och den femte var ca 30 år. Det 
var tre män och två kvinnor med olika utbildningar och skolerfarenheter. Tre av 
lärarna hade även varit handledare för studenter (blivande lärare), en erfaren manlig 
lärare slutade och ersattes av en nyutbildad manlig lärare i samma ålder. Alla fem 
deltog frivilligt och hade tidigare visat intresse för utveckling av matematikunder-
visning. Den ena skolan låg i en större tätort och den andra i ett mindre samhälle. 
Följande insamlade data undersöktes:

•	 Lärares samtal med elever under lektionerna, inspelade på ljudband. 
•	 Elevers samtal under lektionerna, inspelade på ljudband med hjälp av en 

mikrofon fäst på läraren, som befunnit sig intill de samtalande eleverna.
•	 Elevintervjuer före och efter lektionen, inspelade på ljudband.
•	 Lärarintervjuer före och efter lektionen, inspelade på ljudband.
•	 Lektioner som visar lärares agerande, inspelade på videoband.
•	 Lektioner som visar elevgruppers arbete, inspelade på videoband.
•	 Efterintervjuer med elevgrupper, inspelade på videoband.
•	 Elevlösningar, redovisade på papper.
•	 Analys av två lärares lektioner gjorda av respektive lärare, redovisade på pap-

per.

a)	Först definierades generella och specifika matematiska idéer, med litteratur-
studien som bakgrund. Sedan delades lektionen in i fyra fastställda faser och 
under dessa söktes matematiska idéer och de tillfällen då dessa förekom. Alla 
typer av generella matematiska idéer (se artikel 3) söktes och noterades: be-
grepp, procedurer, konventioner, formler och strategier. Varje specifik idé (se 
artikel 3) följdes upp genom att jag sökte efter hur tillfället uppstått och vad 
som var karakteristiskt för det tillfälle då idén uppstod och behandlades. Detta 
skedde på så sätt, att en forskare självständigt bearbetade det transkriberade 

•
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materialet (allt ljudmaterial från samtliga ljudband samt från de videoinspelade 
efterintervjuerna med elevgrupper) för att upptäcka matematiska idéer och 
de tillfällen då dessa matematiska idéer bearbetades.

b)	När matematiska idéer och tillfällen till matematiklärande (se artikel 4) 
identifierats bearbetades samma material en gång till. Nu kompletterades 
materialet med övriga insamlade data (se ovan), i syfte att om möjligt finna 
fler exempel på idéer och tillfällen. Övriga två forskare granskade samma ma-
terial självständigt i syfte att om möjligt finna ytterligare exempel på tillfällen. 
Tillfällena sammanställdes efter det att full enighet uppnåtts.

c)	Vid analysen av matematiska idéer och tillfällen och hur de uppstått under-
söktes även hur de specifika idéerna hörde samman och varifrån de kom samt 
vilka roller lärare och elever hade haft under de olika tillfällena. 

1.2.2	 Metodreflektion 

Det empiriska materialet är insamlat med video- och ljudinspelningar. Det hade 
varit möjligt att i stället sitta och anteckna även om det då blivit betydligt färre 
data. Vid datainsamlingen var det inte helt klart vilka forskningsfrågorna skulle 
bli. Dessa har förändrats under hela studien. Dessutom var vi tre forskare som alla 
formulerade olika frågor, dels frågor som behandlar elevernas uppfattning om ma-
tematik och dels frågor om hur eleverna såg på sin delaktighet i lärandet. Eftersom 
insamlade data skulle användas för olika frågeställningar användes videoinspelade 
lektioner och ljudbandade samtal med lärare och elever. Då kunde vi återkomma 
till data och det gav oss möjlighet att senare göra individtriangulering (analysen sker 
då av två personer oberoende av varandra) för att få en högre grad av tillförlitlighet 
i analyserna. Det starkaste skälet till att vi valde denna datainsamlingsmetod för 
denna studie är att videoband ger en bättre bild av undervisningen. Frågor som 
handlar om klassrum, elevgrupp, interaktion etc. är möjliga att besvara i efterhand 
med dessa data. Vi ville också ha så autentiska data som möjligt, alltså inte använda 
oss av studio eller andra lärare utan vi ville ha lärare som undervisade sina egna 
elever i deras hemmiljö. Det visade sig ändå att det inte var ”vanliga” lektioner, utan 
dessa lektioner blev återkommande avbrott i det ordinarie arbetet. Eftersom studien 
pågick under så lång tid och så stora mängder data finns så har vi haft möjlighet 
att förändra och anpassa datainsamlingen under tiden men även att formulera 
frågor som kan besvaras med de data vi samlat dvs. att anpassa frågeställningarna 
till insamlade data. 
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Data som på detta sätt är så starkt knutet till klassrummet blir naturligtvis också 
starkt påverkade av den kultur där undervisningen sker. Före analysen av data var 
det inte tydligt för oss vad som skiljde de fem lärarna åt. Utifrån analysen av data 
blev det möjligt för oss att upptäcka deras inbördes olikheter. Det har i denna studie 
inte varit vår avsikt att beskriva denna olikhet men det är möjligt att göra det i en 
annan studie.

Genom de insamlade elevlösningarna har vi fått ökad förståelse för samtalen mel-
lan lärare och elever och en bättre förklaring till hur eleverna har löst problemen. 
Det har även varit möjligt att kommunicera elevlösningarna och göra fördjupande 
analyser tillsammans med lärare. Även här har ett kraftfullt analysverktyg varit 
nödvändigt för att förstå vilken matematik som eleverna tillämpar.

Studie 3 och 4 genomfördes i klassrummet under tre år och bestod av insamling 
och analys av empiriska data. Under denna tid förändrades datainsamlingen. Vid 
de första lektionerna användes video och reflekterande återblick (stimulated recall) 
vid en senare inbokad träff mellan lärare och forskare. Då det hade gått lång tid 
från videoinspelningen till den reflekterade återblicken var det svårt för läraren 
att minnas vad samtalet med eleven hade handlat om. Vi bokade därför in tid för 
reflekterande återblick direkt i anslutning till lektionen. Efter en tid beslutade vi 
att pröva att samla in data med bärbar bandspelare och mikrofon, detta innebar 
att det inte längre fanns behov av stimulerad återblick utan endast uppföljande 
reflektion som spelades in med bandspelare och som läraren gjorde direkt efter 
genomförd lektion. 

Om studien skulle göras om så skulle det vara tillräckligt med inspelningar på 
video och med bärbar bandspelare. De samtal som har skett mellan lärare och elev 
och mellan elever har gett den viktigaste datan för analysen. 

1.2.3 	Etiska överväganden

Studien har följt vetenskapsrådets etikregler (Vetenskapsrådet 2007), som bl.a. 
formuleras i fyra huvudkrav: Informationskravet (att berörda ska informeras om 
syftet),  samtyckeskravet (deltagandet är frivilligt och i vissa fall krävs   föräldrars 
samtycke), konfidentialitetskravet (ingående personer ska   ges största möjliga 
konfidentialitet) samt nyttjandekravet (uppgifter  om enskilda personer får endast 
användas för forskningsändamål). Dessa regler har följts på följande sätt:

Före datainsamlingen i klassrummen hade vi kontakt med de båda skolornas 
rektorer för att informera och få tillstånd att genomföra studien. Vi informerade 
föräldrarna vid ett föräldramöte och såg till att de föräldrar som saknades fick 
information om syftet med studien av de lärare som medverkade. Vi skickade 

•
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också hem en skriftlig information och förfrågan om elevernas deltagande till 
alla föräldrar. I de rapporter och redovisningar som görs av projektet kommer 
inga elever eller lärare att kunna identifieras. Inga data ska användas i annat syfte 
än forskning.

Under studien har varje lärare fått läsa de utskrivna intervjuerna med henne/
honom. Inte vid något tillfälle har lärarna haft någon invändning eller ansett att 
de har blivit felaktigt återgivna, möjligen har de överraskats av att ha uttryckt sig 
såsom de har gjort. Lärarna har fått de rapporter som skrivits och även fått se de 
videofilmer som använts vid presentationer av studien. Eleverna har efter avslutat 
projekt fått se en sammanklippt video av de inspelningar som gjorts under de tre 
åren som studien pågick. 

I denna studie var det ingen elev eller förälder som motsatte sig att eleven deltog. 
Dock fanns det vid inspelningstillfället ibland någon elev som inte ville vara med, 
den eleven fick då placera sig med ryggen mot kameran och själv se till att han/hon 
inte kom med i bild. Det fanns även pojkar med luvjackor som tilläts att gömma 
sig för att slippa synas i bild på inspelning. Vid den efterföljande filmvisningen (och 
glassfesten) var det dock ingen elev som uttryckte något önskemål om att vilja bli 
”bortklippt”. 

De svårigheter vi hade var att få eleverna att delta i efterföljande intervju och upp-
följning. Här var det nog snarast så att eleverna ville vara med kamraterna och inte 
avvika i beteende eller få extra uppmärksamhet. Alla data är anonymiserade och inga 
data som kan utpeka individer demonstrerades utan de deltagandes medgivande. 

1.2.4 	Tillförlitlighetsfrågor

I denna studie har vi sökt och tagit med alla specifika matematiska idéer som upp-
täckts under genomgången av insamlat datamaterial, vi har diskuterat tolkningar 
av data tillsammans. Ambitionen har varit att nå tillförlitlighet i tolkningarna 
genom att strikt följa det ovan beskrivna teoretiska ramverket samt den beskrivna 
analysmetoden.

Denna studie gäller endast fyra klasser, men enligt vår bedömning (grundad på 
lång erfarenhet från många olika lärandemiljöer) är det fyra relativt vanliga klasser. 
Två skolor valdes för att få en skola i tätort och en skola i glesbygd. De medverkande 
lärarna var tre män och två kvinnor i ålder 28-63 (en man slutade under projektet 
och klassen fick en manlig nyutbildad lärare), en lärare (med lokal behörighet som 
lärare) hade betyg i matematik men saknade lärarutbildning, två var behöriga 4-9 
lärare i matematik och 2 behöriga 1-7 lärare i matematik (med lokal behörighet 
för årskurs 7-9).
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1.3 	 Sammanfattning
Här beskrivs sambanden mellan de fyra artiklarna och därefter kommer korta sam-
manfattningar av dessa.

1.3.1 	Samband mellan de fyra artiklarna

I denna avhandling utvecklas verktyg för att analysera problem och lösningar av 
problem samt utifrån den analysen beskriva vilken matematik och vid vilka tillfäl-
len elever lär matematik då de löser matematiska problem i skolan. De fyra artik-
larna byggs upp med val av terminologi och definitioner av centrala begrepp som 
förekommer i matematik och särskilt vid problemlösning, som sedan exemplifieras 
med empiriska data. Under avhandlingsarbetet har en del förändringar av såväl 
datainsamlingsmetoden som resultat gjorts. Formuleringen av de sju kriterierna, 
att ett problem ska definieras som ett rikt problem, har utvecklats i och med att 
termerna tydligare definierats. Kriterierna för rika problem är en central del av stu-
dien, i kriterierna formuleras tydligt vilka kunskaper problemlösningsprocessen ska 
leda till. Efter att kriterierna formulerats i den första studien prövas de på exempel 
och empiriskt material i studie två. Genom att analysera elevernas lösningar blir 
det möjligt att avgöra huruvida det aktuella problemet fungerat som rikt och vilka 
aspekter på problemlösning som särskilt måste förtydligas av läraren. Särskilt blir 
det tydligt att såväl elevers olikheter i lösningar som lärarens sätt att planera och 
genomföra undervisningen blir kritiska aspekter för vad och hur elever lär. Den 
tredje studien fördjupar den matematiska idén i problemet. Först definieras såväl 
generell som specifik matematisk idé för att det ska bli möjligt att dissekera en lösning 
och identifiera de matematiska idéer som lärare och elever använt sig av då de löst 
problemet. Lärarens, men även kamraternas, roller i denna process framträder och 
leder till den fjärde studien som beskriver undervisning med och om rika problem. 
I den fjärde studien beskrivs och diskuteras individens problemlösningsprocess men 
även lärarens och elevens roller under denna process. Som en inramning av dessa 
roller har lektionen delats upp i faser för att de tillfällen då elever anstränger sig 
med problemlösningar ska kunna identifieras och beskrivas. 

Sammanfattningsvis behandlar de fyra artiklarna vad problemlösning kan vara 
och vad ett rikt matematiskt problem är samt ger en beskrivning av de aspekter 
som läraren har att ta hänsyn till. Ett viktigt resultat av studien är de definitioner 
och analysverktyg som skapats för att behandla empiriska data. Dessa verktyg kan, 
eventuellt i modifierad form, vara användbara för analyser av andra data än de som 
analyserats i denna studie. Ett exempel är inspelade lektioner där lärare själva kan 
beskriva hur lektionen planerats och vilka matematiska idéer och representations-

•
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former som behandlats. Med denna analys som underlag kan sedan nya lektioner 
planeras och revideras utifrån de resultat som analysen gett. Ett annat exempel är 
elevers matematiska lösningar som kan bedömas utifrån tillämpade matematiska 
idéer och representationsformer.

1.3.2 	 Introduktion till matematiskt rika problem

Studie ett är en litteraturstudie där avsikten är att klargöra och definiera centrala 
begrepp som behövs för att behandla problemlösning i skolmatematik. Studien 
avslutas med en definition och formulering av kriterier för att ett problem ska 
benämnas som ett rikt problem. 

Enligt skolans kursplaner ska problemlösning leda till att eleven upplever mate-
matikens skönhet och känner tillfredställelse med att lösa problem. Eleven ska också 
utveckla kreativitet, formulera egna problem och lösa dessa. Problemlösning är alltså 
ett centralt begrepp när skolans matematik behandlas, den matematiska uppgiften 
som ska lösas är oftast inte av rutin- eller standardtyp utan den utgörs specifikt av 
ett för problemlösaren okänt problem. En kompetens vid problemlösning är att den 
som ska lösa problemet måste ha förmåga att tolka problemet och veta vad som ska 
lösas. För att en matematisk uppgift ska uppfattas som problem måste problemlö-
saren dessutom vilja lösa problemet utan att för den skull känna till på vilket sätt 
detta kan ske. En ”uppgift” är ett problem först när det krävs att problemlösaren 
måste göra en särskild ansträngning för att finna lösningen. I kursplanen och vid 
beskrivning av problemlösning förekommer det många argument för varför och hur 
elever ska lösa problem (Kilpatrick, 1985; Lester, 1983; Schoenfeld, 1985; Silver, 
Cai & Leung, 1985; Silver, 1995; Skolverket, 2000). Ett argument är att elever ska 
lära sig den problemlösande processen, hur man behandlar ett problem, då man 
inte vet hur man löser det. Problemlösning kan vidare tydliggöra kognitiva proces-
ser, ge eleverna möjlighet till grupparbete och att se samband mellan matematik 
och verklighet etc.

Begreppet rika problem är inte entydigt definierat i litteraturen utan används 
med olika innebörd i skilda sammanhang. Genom att studera problem som forskare 
använt i sina studier och se hur de beskriver dessa problem har jag kommit fram till 
en definition av vad som menas med rika problem. För att ett problem ska benämnas 
som ett rikt problem ska följande sju kriterier uppfyllas:

1.	Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer.
2.	Problemet ska vara lätt att förstå och alla ska ha en möjlighet att arbeta med 

det.
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3.	Problemet ska upplevas som en utmaning, kräva ansträngning och tillåtas ta 
tid.

4.	Problemet ska kunna lösas på flera olika sätt, med olika matematiska idéer 
och representationer.

5.	Problemet ska kunna initiera till matematiska resonemang utifrån elevernas 
skilda lösningar, ett resonemang som visar på olika matematiska idéer.

6.	Problemet ska kunna fungera som brobyggare.
7.	Problemet ska kunna leda till att elever och lärare formulerar nya intressanta 

problem.

1.3.3 	Analys av några problem

I studie två analyseras tre problem med avseende på om de kan fungera som rika 
problem i en undervisningssituation, dvs. om de uppfyller de sju kriterier som 
formulerats i studie ett. Först undersöks de tre problemen teoretiskt mot de sju 
kriterierna. Den teoretiska genomgången utgår från att det finns fyra alternativa 
uttrycksformer som var och en leder till en lösning av problemet. Därefter undersöks 
varje uttrycksform för att se om det finns fler alternativa lösningar med just den 
uttrycksformen. Därefter analyseras lösningar på problemen för att finna exempel 
som svarar mot de uppsatta kriterierna. Lösningsexemplen används på detta sätt 
som en illustration till den teoretiska genomgången. De tre problem är inbördes 
olika eftersom de kräver skilda matematiska kunskaper av den som ska lyckas lösa 
dem. I den teoretiska genomgången av problemen visas exempel på problemens 
specifika matematiska idéer och hur dessa hör samman med de generella idéerna. 
Lösningsexemplen jämförs sedan med resultaten av den teoretiska genomgången 
av problemen. Utifrån den gjorda jämförelsen diskuteras sedan vilka delar av de 
uppsatta kriterierna som uppfylldes. Särskilt diskuteras de kriterier som innefattar 
de matematiska idéer och strategier som använts, hur problemen fungerade som 
brygga mellan matematiska områden och om problemen kunde leda till en utvidg-
ning av den matematiska kunskapen. Slutligen diskuteras huruvida problemen har 
förutsättningar att fungera som rika problem i klassrumsundervisning. Det visade sig 
att flera faktorer måste uppfyllas för att problemet ska fungera som ett rikt problem 
i klassrumsmiljö. Läraren är den mest avgörande faktorn. Redan vid formulering 
av problemet måste läraren vara medveten om vilka matematiska idéer som kan 
behandlas. Det gäller även för läraren att inte förstöra problemet genom att ge led-
trådar som tar bort elevens idéer eller missa de idéer som eleverna presenterar. För 
att problemet ska fungera som en brygga mellan olika matematiska områden måste 
läraren ha medvetenhet om olika idéer då läraren letar bland elevers olika lösningar. 
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Den gemensamma diskussionen av de matematiska idéer som förekommer i elev-
lösningarna blir avgörande för hur de nya problemen kan och ska formuleras.

1.3.4 	Matematiska idéer i problemet

I studie tre definieras och behandlas matematiska idéer, ett begrepp som ingår i kri-
terium 1, Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer. Schoenfeld (1991) 
har med detta kriterium som ett av fyra kriterier då han listar egenskaper som ett 
problem ska ha för att det ska vara lämpligt för elever som ska lära sig att tänka 
matematiskt. Detta kriterium är ett huvudkriterium för rika problem. De specifika 
matematiska idéer som elever och lärare arbetade med då de löste det rika problemet 
Stenplattor, diskuteras. Det innebär att såväl generella som specifika matematiska 
idéer definieras. De generella idéerna definieras som begrepp, procedurer, konven-
tioner, formler och strategier. Vidare diskuteras hur de specifika matematiska idéer, 
som används för att lösa problemet Stenplattor, behandlades av lärare och elever 
under problemlösningsprocessen. Problemet Stenplattor är ett problem där det gäller 
att söka sig fram mot ett generellt uttryck. (Uttrycket anger då antalet plattor som 
behövs för att konstruera en bestämd figur, denna mängd kan således beskrivas med 
en formel där symbolen n anger en bestämd figur). Resultatet av studien visar att 
elever och lärare under lösandet av problemet arbetade med en mängd olika specifika 
idéer såsom att klippa, måla och rita, rekursion, beräkna area, sätta upp tabell, söka 
mönster, finna en regel, formulera ett uttryck med en bokstav som symbol för tal, 
försöka finna ett generellt uttryck, uppfatta proportionalitet och använda formel. 
Vissa av de specifika idéerna presenterades av läraren, andra av eleverna. En del av 
de specifika idéerna redovisades och följdes upp av läraren och eleverna framme 
vid tavlan, andra specifika idéer som elever kommit med men som läraren inte var 
förberedd på följdes inte upp vid lektionstillfället. Ett annat resultat var de fall då 
eleverna hade felaktiga lösningar och det då blev tydligt hur viktigt det var att läraren 
var uppmärksam och medveten så att läraren kunde korrigera eleverna. 

1.3.5 	Tillfällen till matematiklärande

I den fjärde studien diskuteras undervisning som i något avseende behandlar 
problemlösning. Särskilt diskuteras de olika roller som elever och lärare har under 
problemlösningsprocessens skilda faser och hur dessa tidsfaser och roller ger förut-
sättningar för matematiklärande. Det görs en definition av vad som menas med faser 
och tillfällen. Faser definieras som tidsperioder som är naturligt avgränsade beroende 
på sitt specifika innehåll och tillfället är då en specifik matematisk idé behandlas. 
Det förekommer flera tillfällen under varje fas. Studien diskuterar de tillfällen då 
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lärare och elever hade möjlighet att arbeta med matematiska idéer, tillfällen då eleven 
hade möjlighet att ta till sig ny kunskap. Ett resultat av studien är att de lektioner 
som innehöll flera faser gav eleverna fler tillfällen till att möta matematiska idéer och 
behandla dessa idéer på olika sätt. Exempelvis gav lärare förslag som eleverna kunde 
undersöka enskilt eller tillsammans med kamrater, förslag som sedan kunde följas 
upp inför hela klassen. I de klasser där det inte fanns uppdelning av lektionen i faser 
fick eleverna färre tillfällen att möta matematiska idéer. Då det saknades gemensam 
genomgång i slutet av lektionen uppfattade oftast inte eleverna vad problemet 
handlade om och de lämnade lektionen med felaktiga föreställningar. De fyra lä-
rarna som deltog i studien förändrade problemet på olika sätt och disponerade sina 
lektioner på olika sätt. Lektionen i vissa klasser innehöll flera tillfällen till lärande 
och i andra klasser färre. Vid de olika tillfällena under problemlösningsprocessen 
visade det sig att lärare och elever hade olika roller, roller som hade betydelse för 
att de skulle finna en lösning av problemet. Rollerna hörde samman med den fas 
som problemlösningen befann sig i. Läraren informerade, stöttade, ställde frågor, 
besvarade frågor, letade intressanta lösningar och ledde diskussionen då eleverna 
gjorde redovisningar. Eleverna lyssnade, frågade, jämförde lösningar och formulerade 
egna problem. Vid de olika faser som läraren planerat för, fick eleverna bland annat 
tid till att tänka själva och samtala med läraren och med kamraterna samt till att 
lyssna och vara aktiva vid klassgenomgångar. Lärarna skapade på detta sätt större 
variation på undervisningen och flera sätt att behandla problemet på. Eleverna fick 
dock mindre tid till tyst enskilt räknande. I de klasser där det förekom färre faser, 
saknades bland annat tid för redovisning och dessa lektioner kunde då avslutas med 
att vissa elever inte hade förstått den matematiska idén i problemet och i vissa fall 
även löst problemet felaktigt. 

1.4 	 Slutsatser och diskussion
Här summeras resultaten från de fyra studierna. Kapitlet avslutas med en diskussion 
om konsekvenserna av de slutsatser som dras. 

1.4.1 	Resultaten i de fyra studierna

Studien behandlar matematikundervisning med hjälp av problemlösning med 
rika matematiska problem. För att få en någorlunda stabil grund att stå på söktes 
i första studien via litteraturstudier svar på frågorna vad problemlösning är och 
hur olika forskare ser på problemlösning, varför och hur elever ska lösa problem, 
vilka andra aspekter det kan finnas på problemlösning samt slutligen vad olika 
forskare menar med ”rika problem”. Denna första studie ledde bland annat fram 
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till en för det fortsatta arbetet fastställd definition av problemlösning, utgående 
från den definition som Lester (1983) formulerat. Utifrån denna definition och 
svaren på de övriga frågorna utmynnade arbetet sedan i en formulering av kriterier 
som bör vara uppfyllda för att ett matematiskt problem ska kunna kallas rikt. Det 
fanns tankar om rika problem i litteraturen men ingen tydlig definition, som jag 
uppfattade det. För att åstadkomma en sådan formulerades sju kriterier. Dessa 
diskuteras nedan.

Det första kriteriet, att eleverna ska introduceras för matematiska idéer, borde 
kunna uppfattas som självklart för en matematiklektion. Meningen med matematik-
undervisningen är ju att eleverna ska lära sig matematik. Kriterium två, att problemet 
ska vara lätt att förstå så att alla elever i klassen ska kunna arbeta med det, kan ses 
som en nödvändig startpunkt för den kreativa problemlösande processen som alla 
elever i klassen ska ges möjlighet att delta i. Kriterium tre är det kriterium som gör 
att problemet skiljer ut sig från standarduppgifter, problemet ska upplevas som 
en utmaning, kräva ansträngning och få ta tid. Kriterium fyra, att problemet ska 
kunna lösas på flera olika sätt, med olika strategier och representationer, behandlar 
även det problemlösning på en mer generell nivå, eftersom de flesta problemen kan 
lösas på mer än ett sätt. Kriterium fem anger att problemet för att kunna betraktas 
som rikt ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrån elevernas skilda lös-
ningar, en diskussion som visar på elevernas olika strategier, representationer och 
matematiska idéer. Detta handlar alltså om matematikundervisning via problemet, 
att lösningarna av problemet ska leda till samtal som innebär kreativa och logiska 
resonemang där olika matematiska idéer och representationer diskuteras. Det sjätte 
kriteriet, att problemet ska kunna fungera som brygga, det vill säga det ska kunna 
visa på samband mellan olika matematiska idéer och skilda matematiska områden, 
skiljer ut ett rikt problem från de typexempel man ofta kan återfinna i läroböcker. 
Uppgifter i läroboken behandlas oftast under ett bestämt kapitel med ett avgränsat 
innehåll. Ett rikt problem kan därför få just rollen att visa på hur olika matematik 
kan inrymmas i och tillämpas på ett och samma problem. Det sjunde och sista 
kriteriet, att problemet ska kunna leda till att elever och lärare formulerar nya intres-
santa problem, är något som särskilt Schoenfeld (1991) och Silver & Cai (1996) 
framhållit som ett viktigt mål vid problemlösning. Problemet kan då fungera som 
en diagnos för att se om eleven har uppfattat och förstått de matematiska idéer som 
behandlas i problemet. Genom att formulera ett eget problem ges eleven möjlighet 
att för sig själv förtydliga matematiken genom att välja att formulera ett liknande 
men enklare problem eller att utmana sig själv genom att välja att formulera ett mer 
komplicerat problem eller ett besläktat men utvidgat problem.
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I delstudie två prövade jag de sju kriterierna på tre olika problem, detta dels för 
att se hur väl de utvalda problemen kunde uppfylla kriterierna, dels för att se hur 
sådana problem skulle kunna fungera i en klassrumssituation. Som bieffekt kunde 
jag då även bilda mig en uppfattning om huruvida kriterierna verkade rimliga 
och relevanta. De elevlösningar som analyserades var alltså autentiska. Resultatet 
innebar framför allt att exempel kunde ges på hur kriterierna kan användas och 
vilken matematisk kompetens som på så sätt kan redovisas vid arbete med det 
utvalda problemet. Samtidigt fördes en diskussion om varje kriterium och varje 
problem, för att jag så tydligt som möjligt skulle kunna klargöra hur kriterierna 
kan tolkas. 

Det första kriteriet för ett rikt problem, att problemet ska introducera till ma-
tematiska idéer, tvingade fram en definition på vad en matematisk idé är och även 
hur en sådan idé kan sorteras fram ur och tolkas i empiriska data. I delstudie tre 
och fyra analyserades utifrån denna definition klassrumsarbete med två olika rika 
matematiska problem. I tredje delstudien undersöktes vilka specifika matematiska 
idéer elever och lärare arbetade med då de löste ett visst rikt problem och hur dessa 
specifika idéer behandlades. Resultatet visade att elever och lärare under lösandet av 
det rika problemet arbetade med en mängd olika specifika idéer. Vissa presenterades 
av läraren, andra av eleverna. I delstudie fyra lades fokus på att försöka finna tillfällen 
till matematiklärande under en lektion kring ett annat rikt problem och samtidigt 
noterades hur lektionen genomgick olika faser och vilka roller som lärare och elev 
hade under de olika faserna. Resultatet visade att tillfällen till matematiklärande 
uppkom under alla lektionens faser. Att läraren presenterade problemet på ett ge-
nomtänkt sätt och att läraren höll en gemensam genomgång i slutet av lektionen 
är två exempel på sådant som visade sig betydelsefullt för att skapa tillfällen till 
matematiklärande för eleverna.

1.4.2 	Exempel på konsekvenser för undervisningen

De fyra delstudiernas resultat kan ses som ett argument för att lära matematik via 
problemlösning av rika matematiska problem, som ett alternativt sätt att lära mate-
matik. De nya kursplanerna och en syn på matematik som ett bildningsämne och på 
matematisk kunskap som en generell kunskap torde tvinga fram en ny syn på hur 
man tillägnar sig matematisk kompetens. Om matematisk kompetens innefattar pro-
blemlösningsförmåga och förmåga att genomföra kreativa matematiska resonemang, 
måste eleverna under hela sin skolgång få tillfälle att utveckla dessa förmågor. Om 
eleverna ska lära sig förstå och kommunicera olika matematiska tankeprocesser och 
inte bara kunna tillämpa givna matematiska metoder måste, som jag ser det, läraren 
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organisera för en typ av undervisning som utgår från väl valda problem och som 
genomförs på ett medvetet sätt. I denna studie redovisas fyra lektioners olika faser 
som gav eleverna tillfällen att behandla matematiska idéer. Elevens roller och lärarens 
roller anpassas till varandra i en matematisk kommunikation, en kommunikation 
där det matematiska språket med sina bestämda termer, definitioner, symboler och 
regler tydligt kommer fram. I lärarens stöttande samtal tvingas han eller hon att 
vara mer nyfiken och lyhörd för elevernas förslag än om undervisningens mål är, 
att eleverna enbart ska härma bokens eller lärarens lösningsmetod. 

I ett klassrum, där man arbetat med ett rikt matematiskt problem, är det normalt 
sett god tillgång till alternativa lösningar, lösningar som bygger på flera olika matema-
tiska idéer och är uttryckta med flera olika matematiska representationer. Det skapar 
stora möjligheter till intressanta diskussioner med matematiskt innehåll. Eleverna lär 
av varandra, de är varandras resurser. Även läraren kan lära sig något nytt av - och om 
- sina elever. Ifall det däremot endast förekommer en enda lösningstyp är det givetvis 
meningslöst att presentera, granska och jämföra olika elevers lösningar (eftersom de 
inte förekommer) och den matematiska diskussionen uteblir därför. Lektionernas 
innehåll kan då bli information och förtydligande av lärarens egna idéer. Läraren 
kan efter en sådan lektion inte veta särskilt mycket mer om sina elevers matematiska 
idéer och resonemang. I värsta fall blir eleverna snarare varandras konkurrenter och 
medtävlare än resurser för varandra i en matematisk kommunikation. 

Genom att definiera såväl generella som specifika matematiska idéer gavs en 
möjlighet att analysera såväl förväntade som autentiska lösningar på problemet. 
Dessa lösningar gav tillsammans en mångfald av matematiska idéer, vilka knappast 
hade varit möjliga att upptäcka och beskriva utan definitionen.

Att tolka ett problem på ett matematiskt korrekt sätt är den första svårigheten 
som elever stöter på när de försöker sätta sig in i ett problem de ska lösa. Särskilt 
detta att förstå det matematiska språket och uppfatta vad det är som ska undersökas 
har behandlats av såväl Wistedt m.fl. (1992) som Möllehed (2001). Wistedt visade 
i sin studie att en matematikundervisning som fokuserar alltför mycket på vardag 
och verklighet faktiskt för många elever utgör ett hinder när det handlar om att 
utveckla matematisk kompetens. Möllehed visade i sin studie att oförmåga att förstå 
texten var det vanligaste “felet” när eleverna försökte lösa problem. De här förelig-
gande studierna om rika problem har inte haft som huvudmål att undersöka vare 
sig elevers förmåga att skilja verkligheten från matematiken eller elevers förmåga att 
tolka problemtexten men det har ändå tydligt framgått under de olika studiernas 
gång att både Wistedts och Mölleheds slutsatser bekräftats och att det har haft stor 
betydelse, hur lärarna formulerat och presenterat de rika problemen. 
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De i delstudierna använda rika problemen har genomgått en utveckling, när 
det gäller uppbyggnaden och formuleringen. De som har formulerats efter det att 
de sju kriterierna fastställdes har formulerats så att alla kriteriernas intensioner 
ska uppfyllas. En konsekvens av detta blev att dessa problem presenterades i steg, 
med ett första delproblem som alla elever borde kunna förstå och kunna arbeta 
med, sedan ett eller ett par mellansteg som skulle kunna leda eleverna mot ett mer 
generellt tänkande och slutligen, som sista steg, uppgiften att formulera ett mate-
matiskt liknande problem. I arbetet med utvecklingen av problemen bortsågs från 
sådant som elevernas förkunskaper, tidigare lektioner, lärarens egen uppfattning 
och liknande. Problemet i sig fick istället hamna i fokus och det undersöktes vilka 
möjligheter det skulle kunna erbjuda, om det formulerades på ett sätt som gjorde 
att de sju kriterierna skulle kunna uppfyllas. Lärare bör ha alla de sju kriterierna i 
åtanke när nya rika problem ska formuleras, för att problemet ska passa alla elever 
i klassen och nå undervisningens mål.

Enligt Boesen (2006), som gjort en jämförande studie mellan nationella prov 
och lärarformulerade prov, avvek de lärarformulerade proven i hög grad från de 
nationella proven. En majoritet av uppgifterna på lärarnas prov kunde lösas med 
hjälp av imitativa resonemang som kunde memoreras och genomföras till stora delar 
utan matematisk förståelse medan det omvända förhållandet gällde för de nationella 
proven, det vill säga kreativa och matematiskt välgrundade resonemang krävdes för 
att lösa majoriteten av dessa uppgifter. Lärarna motiverade sina prov med att de ville 
att många elever skulle få godkänt och trodde det skulle gå lättare för dem om de fick 
uppgifter som de kände igen och lärt sig hur de skulle lösa. Lärarformulerade prov 
som avser att mäta samma kompetenser borde ha betydligt större samstämmighet 
med nationella prov, eftersom de sistnämnda kan ses som en tolkning av målen i 
kursplanen. Ett sätt att inspirera lärarna till att skapa prov som kräver mer kreativa 
och matematiskt välgrundade resonemang skulle kunna vara att ge dem exempel på 
kriterier för och exempel på tillämpningar av rika matematiska problem. 

Med denna studie vill jag inte presentera en undervisningsmetod eller en modell 
som lärare ska följa. Min tanke är snarare att lyfta fram de möjligheter till mate-
matiklärande som ges då elevers kreativa lösningar uppmärksammas, lösningar 
som uppstår, då elever erbjuds möjligheter att lösa matematiskt rika problem som 
är formulerade med ett matematiskt syfte och på ett sådant sätt, att alla elever i en 
klass kan ha något att bidra med vid en gemensam diskussion. Lärarna har i detta 
sammanhang en avgörande betydelse för om eleverna via problemlösning lär sig 
matematik. Lärarna måste vara medvetna om de faktorer som har betydelse för elev-
ernas lärande och organisera undervisningen utifrån dessa faktorer på ett medvetet 
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sätt. Valet av problem, formuleringen och presentationen av det, de matematiska 
samtalen mellan elever och mellan lärare och elever under problemlösandets gång, 
den lärarledda avslutande helklassdiskussionen utgående från elevernas presenterade 
lösningar, allt detta är exempel på sådant som kan göra det möjligt att nå de mål 
som formulerats. Lektioner med problemlösning bör organiseras på ett sådant sätt 
att elevernas lösningsförslag får det utrymme de förtjänar. Flera forskare (Lester, 
1985, Schoenfeld, 1992, Winsløw, 2004) som studerat problemlösning har beskrivit 
lektionens faser och lärarens roller. Det gemensamma i deras slutsatser är att en 
lektion bör bestå av flera faser och att läraren har olika roller i dessa faser. Följden 
av detta blir då att även eleverna kommer att arbeta på ett varierat sätt.

Sammanfattningsvis har jag en vision om den framtida matematikundervisningen. 
Dels handlar den om kommunikationen mellan elev och lärare, där eleverna måste 
bemötas med en förväntan på att de kommer att prestera kreativa lösningar som 
senare kan diskuteras och jämföras. Läraren vinner givetvis mycket på att vara väl 
förberedd på olika lösningsidéer från eleverna men måste vara beredd att acceptera 
att också bli överraskad av en lösning han eller hon aldrig tänkt sig och måste kunna 
se den som en tillgång. Dels handlar den om en lektionsplanering som ger tillfällen 
till gemensamma diskussioner, där lärarens roll är att vara dirigent, en lärarroll som 
lyfter fram alla elevers individuella kompetens, en klass bestående av solister som 
var och en bidrar till en lyckad matematisk symfoni.
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2	 Introduktion till matematiskt rika problem
– en studie om problemlösning och formulering av  
kriterier för rika problem.

Det är otroligt vad man inte kan när man verkligen inte försöker.
(Piet Hein)

Introduktion till matematiskt rika problem, är en litteraturstudie för att klargöra 
centrala begrepp för problemlösning i matematik. Utifrån litteraturen har jag sedan 
definierat vad jag menar med problemlösning och gjort en översikt över vad elever kan 
lära sig om de arbetar med problem. Studien leder till en definition och formulering 
av kriterier för att ett problem ska benämnas som ett rikt problem. Problemlösning är 
ett centralt begrepp. Den matematiska uppgiften som ska lösas är inte av standardtyp 
utan den utgörs av ett för problemlösaren okänt problem. Den som ska lösa problemet 
måste bland annat ha förmåga att tolka problemet och veta vad som ska lösas. För att 
en matematisk uppgift ska uppfattas som problem måste problemlösaren vilja lösa 
problemet utan att för den skull känna till på vilket sätt detta kan ske. En uppgift är 
ett problem först när det kräver att problemlösaren gör en särskild ansträngning för 
att finna lösningen. Enligt skolans kursplaner ska problemlösning leda till att eleven 
upplever matematikens skönhet och känner tillfredställelse med att lösa problem. 
Eleven ska också vid problemlösning utveckla kreativitet, formulera egna problem 
och lösa dessa. Det förekommer många argument för varför och hur elever ska lösa 
problem. Ett argument är att elever ska lära sig den problemlösande processen, hur 
man behandlar ett problem då man inte vet hur man löser det. Problemlösning 
kan vara en utmanande tankeverksamhet, ge möjlighet till grupparbete, tydliggöra 
kognitiva processer, se samband mellan matematik och verklighet etc. När det gäller 
problemlösning finns det aspekter som inte direkt är knutna till skolans undervisning. 
Genom att lösa matematiska problem kan eleven få en allmän kompetens i att lösa 
även andra typer av problem. Vid lösandet av problem blir det också väsentligt att 
skilja ut faktorer som inte har med problemets matematiska lösning att göra. En av 
de viktigaste aspekterna vid problemlösning är att öva det matematiska resonemanget, 
att skapa en matematikdidaktisk diskurs. Denna matematiska dialog är en väsentlig 
del för att utveckla matematiklärandet och matematikundervisningen. 

Begreppet rika problem är inte entydigt definierat utan används med olika inne-
börd av olika personer. Genom att studera problem som forskare använt och hur de 
beskriver dessa har jag definierat vad jag menar med rika problem. I denna artikel 
formuleras följande kriterier för rika problem: 
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1.	Problemet ska introducera viktiga matematiska idéer eller vissa lösningsstra-
tegier.

2.	Problemet ska vara lätt att förstå och alla ska ha en möjlighet att arbeta med 
det.

3.	Problemet ska upplevas som en utmaning, kräva ansträngning och tillåtas ta 
tid.

4.	Problemet ska kunna lösas på flera olika sätt, med olika strategier och repre-
sentationer.

5.	Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrån elevernas 
skilda lösningar, en diskussion som visar på olika strategier, representationer 
och matematiska idéer.

6.	Problemet ska kunna fungera som brobyggare.
7.	Problemet ska kunna leda till att elever och lärare formulerar nya intressanta 

problem.

2.1 	 Inledning
Problemlösning ska ha en central plats i skolans undervisning i matematik (Skolver-
ket, 2000). Även vid högre studier i matematik har problemlösningen en avgörande 
betydelse för att utveckla matematiskt tänkande (Schoenfeld, 1985; Kilpatrick, 
1985). Min erfarenhet av undervisning och arbete som lärarutbildare är att den pro-
blemlösning som förekommer i skolan sker som ett moment vid sidan om ordinarie 
undervisning. Problemlösningen är då till för de elever som är snabbräknande eller 
som ett stimulerande inslag för att göra undervisningen roligare. 

Orsaken till att problemlösning inte är en obligatorisk del av matematikunder-
visning kan vara att läraren inte vet vad elever kan lära sig för matematik genom att 
lösa problem. Lärarens egen erfarenhet och uppfattning av problemlösning gör det 
svårt för honom/henne att motivera för problemlösning (Thompson, 1985). Det kan 
även vara svårt att planera undervisning med problemlösning och veta hur man ska 
organisera så att klassrummet blir en miljö för lärande och samtal (Jaworski, 1996). 
En tredje orsak till att problemlösning inte erbjuds alla elever kan vara svårigheten 
att välja problem som leder till en lärande process (Lester, 1983). 

Denna del av studien ägnar jag helt åt att avgränsa och definiera problemlösning. 
Jag vill ta reda på vad som är skrivet om problemlösning och hur olika forskare 
beskriver problemlösning. Vidare vill jag se vilka argument det finns för att elever 
ska lösa problem. Med detta som bakgrund ska jag undersöka vad som krävs för 
att kunna lösa problem och vad elever lär sig genom att arbeta med problem samt 
identifiera olika aspekter på kunskap som aktualiseras vid problemlösning (eller 
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vilken kunskap man missar om man låter bli att lösa problem). Slutligen vill jag 
ställa upp särskilda mål för arbete med problemlösning och finna kriterier för att 
välja ut problem med vilka det kan vara lättare att nå dessa mål. 

De resultat jag kommer fram till vill jag använda för att se vilken roll problem-
lösning kan ha i skolan. I ett längre perspektiv vill jag studera vad eleverna kan lära 
sig genom att lösa problem och även studera vad som är viktigt för läraren att kunna 
om matematik, problemlösning och undervisning. Jag vill finna argument för och 
emot problemlösning i skolan. Detta är för mig väsentliga kunskaper i mitt arbete 
som lärarutbildare och lärarfortbildare. 

2.2 	 Styrdokumenten och problemlösning
I grundskolans kursplan (Skolverket, 2000) för skolämnet matematik står det under 
rubriken ”Ämnets karaktär och uppbyggnad”:

 
Problemlösning har alltid haft en central plats i matematikämnet. Många 
problem kan lösas direkt i anslutning till konkreta situationer utan att man 
behöver använda matematikens uttrycksformer. […] För att framgångsrikt 
kunna utöva matematik krävs en balans mellan kreativa problemlösande ak-
tiviteter och kunskaper om matematikens begrepp, metoder och uttrycksfor-
mer. Detta gäller alla elever, såväl de som är i behov av särskilt stöd som elever 
i behov av särskilda utmaningar (a.a. s. 2).

I gymnasieskolans kursplan (Skolverket, 2000) för matematikämnet står det under 
samma rubrik:

Matematik är en mänsklig tankekonstruktion och matematisk problemlös-
ning är en skapande aktivitet. Samtidigt kräver matematiken uthållighet i 
tankeverksamhet och förståelse för att problemlösning är en process som krä-
ver tid […] En viktig del av problemlösningen är att utforma och använda 
matematiska modeller och på olika sätt kommunicera om de matematiska 
idéerna och tankegångarna (a.a. s. 2).

I de båda kursplanerna beskrivs problemlösning som en viktig del av skolmate-
matiken. Denna verksamhet skall vara till för alla elever och eleverna ska se att 
problemlösning är användbart i verkligheten. I problemlösningsaktiviteten tränas 
kreativitet, uthållighet och tankeverksamhet. 
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2.3 	 Syfte 
Syftet med denna studie är att ta reda på vad som är skrivet om problemlösning 
och se vilka problem som använts vid studier av elevers problemlösning. Denna 
inventering ska leda till en definition av vad som menas med problemlösning och 
en översikt över vad elever kan lära sig genom att arbeta med problemlösning. 
Utifrån dessa resultat vill jag sedan försöka att formulera kriterier som kan vara till 
hjälp vid val av problem och sätta upp mål för arbete med problemlösning. Studien 
förväntas besvarar frågorna: 

Vad är problemlösning och hur ser olika forskare på den?

Varför och hur ska elever lösa problem?

Vilka olika aspekter finns det på problemlösning? 

Vad menar olika forskare med ”rika problem”? 

Sammanfattningsvis vill jag försöka klargöra begreppen problem och problemlösning 
och samla de argument för problemlösning som återfinns i litteraturen. Därmed 
hoppas jag kunna hjälpa lärare att inse varför och hur de ska använda sig av problem 
och problemlösning i matematikundervisningen.

2.4 	 Metod 
Detta är en litteraturstudie, vilket innebär att jag sökt litteratur utifrån mina av-
gränsningar och utifrån mina forskningsfrågor.

Senare forskning har visat att den sociala aspekten spelar en viktig roll (Jaworski, 
2000). Därför har jag i första hand valt att söka svenska studier och avhandlingar 
om problemlösning. Detta innebär att undervisning i problemlösning till viss del 
är sociokulturell dvs. påverkas av den kultur man befinner sig i och den undervis-
ningstradition som ämnet har. Vad gäller utländska författare har jag läst artiklar 
och böcker som behandlat mina frågeställningar. Dessa har till största delen funnits 
i samlingsvolymer eller som böcker. Av tidskrifter valde jag Educational Studies in 
Mathematics och Journal for Research in Mathematics Education, Nämnaren och 
NOMAD. I databaserna EBSCOHOST, ERIC och LIBRIS har jag använt olika 
kombinationer av sökorden mathematics, problem-solving och rich problems för 
att finna artiklar inom mitt område. Vid litteraturgenomgången har jag, utifrån 
mina frågeställningar, försökt ta reda på vilka begreppsdefinitioner som förekommit 
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samt forskarnas egna val av uppgifter/problem. Jag har vidare försökt finna vilka 
argument som förts fram för att elever ska lösa problem. Det har handlat om ma-
tematiska mål eller andra aspekter av problemlösning. Andra aspekter kan ha varit 
mer indirekt följder av arbetet med att lösa problem. Vidare har jag sökt efter mål 
som har formulerats för arbetet med problemlösning samt undersökt om man kan 
finna kriterier för att kunna välja problem som kan leda mot dessa mål.

2.5 Diskussion av några viktiga uttryck 
Nedan redovisar jag begrepp och uttryck som jag sedan ska använda mig av. 

Deduktiv metod

En deduktiv metod bygger på logisk bevisföring (Patel & Davidsson, 1994). En 
forskare som arbetar deduktivt följer bevisandets väg. 

Ett deduktivt arbetssätt kännetecknas av att man utifrån allmänna principer 
och befintliga teorier drar slutsatser om enskilda företeelser (a.a. s. 21).

Induktiv metod

Induktiv metod är motsatsen till deduktiv metod och vice versa (Patel & Davidsson, 
1994). I detta fall följer forskaren upptäckandets väg.

Forskaren kan då studera forskningsobjektet, utan att först ha förankrat un-
dersökningen i en tidigare vedertagen teori, och utifrån den insamlade infor-
mationen, empirin, formulera en teori (a.a. s. 21).

I Thurén (1991) finns ett kapitel om att dra slutsatser där han tar upp begreppen 
induktion och deduktion. Induktion bygger enligt Thurén på empiri och deduktion 
bygger på logik. När dessa kombineras får vi den hypotetisk-deduktiva metoden 
som förknippas med positivismen och naturvetenskapen. Resonemanget man för 
kallas slutledning och resultatet blir en slutsats. Thurén påpekar att vi aldrig kan 
vara helt säkra på en induktiv slutledning eftersom den bygger på empiriska data. 
Dessa data kan vara felaktiga enligt Thurén. 

Heuristisk metod

Detta begrepp har sina rötter från Sokrates och antiken då den lärande själv for-
mulerade frågor vilket ledde till en induktiv undervisningsmetod (Wyndhamn 
m.fl., 2000). I SAOL (1981) kan man läsa att heuristik är ”läran om metoder att 
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finna nya vetenskapliga resultat”. Heuristisk är ”metoden då lärarens frågor leder 
lärjungen att själv finna svaret” (a.a. s.173). I Thompson (1991) förekommer en 
för matematik avgränsad definition:

(Av grek. heuriskein, att upptäcka, jfr Arkimedes berömda ”Eureka”, ”Jag har 
funnit det!”). Ett resonemang som utan att göra anspråk på stringens leder 
fram till ett resultat som ofta visar sig vara korrekt. Heuristik kan definieras 
som konsten att göra intelligenta gissningar. Särskilt G. Pólya (1945) har 
intresserat sig för ämnet (a.a. s. 165).

Pólya (1945) menar att den blivande matematikern givetvis bör vara en god pro-
blemlösare. Men enligt Pólya räcker det inte, utan han måste också lösa betydelsefulla 
matematiska problem för att komma underfund med vilka slags problem han har 
en naturlig begåvning för. Adjektivet heuristisk betecknar enligt Pólya ”som tjänar 
till att upptäcka eller uppfinna” (på egen hand). Pólya skriver vidare att moderna 
heuristiker försöker förstå processen att lösa problem, speciellt de tankeoperationer 
som normalt är användbara under denna process. Heuristisk forskning har praktiska 
syften. Erfarenhet av att lösa problem och av att studera andra människor som löser 
problem måste vara den grund på vilken heuristiken är uppbyggd. Heuristiken efter-
strävar allmängiltighet, den studerar procedurer som är oberoende av ämnesområdet 
och som är tillämpbara på alla slags problem, allt enligt Pólya (a.a.). Pólya beskriver 
studium av lösningsmetoder dvs. heuristik. Enligt Pólya har matematiken två sidor, 
dels den strikta vetenskapen som euklidisk matematik beskriver som en systematisk 
deduktiv vetenskap och dels matematik som skapas som en experimentell induktiv 
vetenskap. Heuristik är det begrepp eller snarast den teori som Pólya (1945) bygger 
sin problemlösning på. I sitt heuristiska lexikon definierar han vad han menar med 
heuristik. Heuristikens syfte är att studera metoder och regler för upptäckt och upp-
finning. Detta har tidigare gjorts av bl.a. Euklides, Pappus, Descartes och Leibniz. 
Vidare har Bernard Bolzano detaljerat beskrivit heuristiken. Det ska även påpekas att 
heuristisk argumentation inte är strikt och slutgiltig utan möjlig och provisorisk. Dessa 
resonemang är att betrakta som byggnadsställningar när vi bygger hus (a.a.). Lakatos 
(1976 s. 142-144) för fram det heuristiska framställningssättet även vid skapandet av 
matematik trots att det finns de som argumenterar för motsatsen. Han anser att vi 
borde införa ett heuristiskt framställningssätt av matematiken i undervisningen trots 
att vi då måste skriva om läroböckerna. Böckerna och artiklarna med ett heuristiskt 
framställningssätt kommer dock enligt andra forskare att bli så omfattande och så 
långa att studenterna inte kommer att kunna läsa dem till slutet (a.a.). 

•
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Strategier 

I SAOL (1981) betyder strategi tillvägagångssätt, i matematiklexikonet finns ordet 
inte med. Det finns beskrivet av Pólya i den klassiska ”How to solve it” (Pólya, 1957) 
men även av Lester (1996) och många fler. Strategier är enligt Lester metoder som 
vi använder vid problemlösning, till exempel: 

•	 välja en eller flera operationer att arbeta med
•	 rita bilder 
•	 söka mönster
•	 arbeta baklänges
•	 göra en lista
•	 skriva upp en ekvation
•	 dramatisera situationen
•	 göra en tabell eller ett diagram
•	 gissa och pröva
•	 lösa ett enklare problem
•	 använda laborativa material eller modeller (a.a.)

Schoenfeld (1983) tar upp en annan betydelse av ordet strategi, han behandlar 
strategiers användning i undervisning. Då använder han ordet strategiska val som 
en motsats till taktiska val. Det är en kvalitativ skillnad om studenten fattar ett 
taktiskt eller strategiskt beslut. Detta är avgörande för framgång i problemlösning. 
Han menar att ett taktiskt val innefattar standardprocedurer, algoritmiska val och 
heuristik. Taktiska val betyder att välja en metod som endast löser det enskilda 
problemet medan strategiska val är mer omfattande och även innefattar den kog-
nitiva delen av problemlösningsprocessen, förmåga till översikt och då särskilt 
metakognitionen. Strategiska val har en större betydelse i ett långsiktigt perspektiv 
eftersom de kan tillämpas på kommande problem. Schoenfeld skiljer alltså på 
övergripande beslut (att välja metod och strategi) och implementeringsbeslut (att 
tillämpa och följa en vald metod/strategi). Problemlösning har enligt Schoenfeld 
varit fokuserad på heuristiska/taktiska instruktioner. Schoenfeld kommer fram 
till att det är nödvändigt att fokusera på övergripande beslut som ger en översikt 
(managerial decision), för att se vilka episoder som har betydelse vid problemlös-
ningen. Strategi kan uppfattas på olika sätt, därför använder jag ordet strategi med 
samma betydelse som Lester.
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Representationer/Uttrycksformer 

Representationer har enligt SAOL (1981) flera betydelser. Den betydelse som kan 
förknippas med matematik är att framställa grafiskt, i den matematiska ordlistan 
finns inget av de båda orden med. Uttrycksformer förekommer synonymt för 
representationer i den svenska terminologin. Representationer har betydelse som 
form, funktion och mening (Pimm, 1995). Formen innefattar ord och språkliga 
förklaringar men också diagram, bilder, tabeller och grafer. Funktionen innefattar 
övertalningar, argument, byten, övergångar och förtydliganden. Funktionen handlar 
om för vem du gör representationen och varför du väljer just detta. Funktionen 
handlar också om att få ett stöd, ett uttryck för tanken. Meningen innefattar att veta 
betydelsen av och vara motiverad för. Skifte av representationer innebär att ha tillgång 
till alla komponenterna. Det handlar om att på nytt presentera något för någon, allt 
enligt Pimm. Pimm delar också upp representationerna i geometriska, aritmetiska 
och algebraiska (a.a.). Björkqvist (1992) beskriver representationsformer som ett 
sätt på vilket ett begrepp representeras. En ”yttre representation” av en funktion kan 
enligt Björkqvist vara verbal, den kan ske i form av en graf i ett koordinatsystem, 
en tabell över funktionsvärden, ett pildiagram som åskådliggör en avbildning, en 
konventionell beteckning y=f(x) etc. ”Inre representationer” är hypotetiska mentala 
konstruktioner. Elevers ”inre representationer” av funktioner kan ge en bild som 
stöder sig på vardagserfarenheter. För att få en ny syn på funktioner måste eleven ha 
konkreta erfarenheter som hänger samman med tidigare synsätt. För att skapa möj-
ligheter till detta måste de ”yttre representationerna” varieras. Detta sker genom att 
framställa funktioner som grafer, värdetabeller, formler etc. (a.a.). Silver m.fl. (1995) 
menar att skillnaden mellan fysiska (yttre) representationer (som t.ex. diagram och 
ekvationer) och mentala (inre) representationer behöver identifieras och förklaras. 
Han menar också att många problem leder till multipla representationer. 

Transfer 

Transfer innebär att överföra/överlåta från ett område till ett annat (SAOL, 1981). 
Schoenfeld (1985) tar upp transfer som en väsentlig kunskap då elever löser problem 
och ska tillämpa heuristik. Han använder transferbegreppet både när det gäller att 
skifta strategier (heuristik) och när det gäller att kontrollera/utvärdera. Schoenfeld 
utvärderade i en studie elevers transferförmåga, när det gällde att tillämpa kunskaper 
från ett känt sammanhang till ett nytt okänt. Schoenfeld genomförde denna studie 
med en experimentgrupp och en kontrollgrupp där experimentgruppen hade lärt 
sig att välja heuristiska strategier viket ledde till att de även kunde tillämpa denna 
nyvunna färdighet på nya problem, vilket kontrollgruppen inte kunde (se vidare 
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Schoenfeld 1985 s. 233-241). Björkqvist (2001) tar också upp transfer av det inlärda 
från en kontext till en annan. Han nämner fyra olika sammanhang i matematiklä-
rande där transfer har betydelse: 

•	 Tillämpningsperspektiv, transfer mellan verkligheten och skolmatematiken.
•	 Kognitivistiskt perspektiv, skolmatematiken transfererad till verkligheten. 
•	 Transfer i problemlösning som både handlar om att skifta ”heuristics” och att 

tillämpa i nya sammanhang utanför skolan, en generell kunskap som uppstått 
via problemlösningen. 

•	 Transfer som bro, för att förena skilda kontexter som utgår ifrån en medvetenhet 
om att lärandet är bundet till en kultur. 

Björkqvist betonar även transfer för att se matematiken i ett större sammanhang 
som t.ex. en möjlighet att nå personlig tillfredsställelse och få en skönhetsupplevelse 
(a.a. s. 116). 

Faser 

 I SAOL (1981) är fas synonymt med skede. Pólya (1945) beskriver problemlösning 
i fyra faser:

•	 Att förstå problemet
•	 Att göra upp en plan
•	 Att genomföra planen
•	 Att se tillbaka och kontrollera resultatet. 

Pólya (1961) tar även upp faser i ett annat sammanhang, där han beskriver hur 
lärandet går till: 

•	 Undersökningsfasen, en aktiv fas för att uppfatta på ett intuitivt sätt, en mer 
heuristisk nivå.

•	 Formaliserande fas med begrepp där terminologin, definitioner och bevis 
introduceras.

•	 Assimilerande fas (sammansmältning) där en mental absorption av kunskap 
och begrepp integreras med tidigare kunskap vilket i sin tur leder till nya til-
lämpningar och generaliseringar (a.a. s. 104). 

Lester (1996) har utökat antalet problemlösningsfaser och benämner dem tanke-
processer för problemlösning:
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•	 Förstå/formulera frågan i problemet/situationen
•	 Förstå villkoren för och variablerna i problemet
•	 Välja/finna data som behövs för att lösa problemet
•	 Formulera delproblem och välja lämpliga lösningsstrategier
•	 Använda lösningsstrategi korrekt och nå delmål
•	 Ge svar i termer av de data som ges i problemet
•	 Värdera rimligheten i svaret
•	 Göra lämpliga generaliseringar (a.a. s. 89).

I steg två av problemlösningens fyra faser, att göra upp en plan, tar Pólya (1945) upp 
det som Lester (1996) och Schoenfeld även kallar för problemlösningens strategier. 
Schoenfeld (1985) och även Pólya (1945) benämner denna del för heuristik.

Uttryck för olika typer av matematikuppgifter 

Figur 1: Schema för att definiera skillnaden mellan olika typer av uppgifter.

Det förekommer en mängd olika uttryck för de uppgifter som används då det 
handlar om problemlösning. Själv använder jag ”uppgifter” som den övergripande 
benämningen. Enligt Lesters definition (Lester, 1983) ska följande villkor uppfyllas 
för att uppgiften ska uppfattas som problem:

•	 Individen eller gruppen som möter problemet vill eller behöver finna en lös-
ning.

•	 Det finns inte någon tillgänglig procedur som garanterar eller innebär en 
komplett lösning.

•	 Individen eller gruppen måste göra en ansträngning (attempt) för att finna 
lösningen. 

		  Uppgift

	 Problem	 Textuppgift	 Rutinuppgift

		  Benämnd uppgift	 Standarduppgift

		  Vardagsuppgift

		  Lästal

	 Rika problem	 Övriga problem

•
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 Enligt denna definition blir en uppgift ett problem för en individ om personen 
vill eller behöver lösa den och om det inte finns en given procedur och om det krävs 
ansträngning. Situationen blir avgörande för hur uppgiften benämns. ”Rutinuppgift” 
och ”standarduppgift” är uppgifter som inte leder till några svårigheter och kan då 
inte betecknas som problem. Det är uppgifter vars lösningssätt eleven är bekant med 
och där lösandet av uppgiften är färdighetsträning. ”Textuppgifter”/”Benämnda 
uppgifter”/”Vardagsproblem” betyder att det i uppgiften även finns ett språk utöver 
de matematiska symbolerna. Texten är till för att visa på en tillämpning av matematik 
eller ge en matematisk modell. Dessa uppgifter kan innebära svårigheter som inte 
har med matematik att göra utan blir svårlöst därför att eleven inte förstår språket. 
De kan vara ett matematiskt problem om eleven har förstått uppgiften och de tre 
villkor som Lester (a.a.) anger dessutom uppfylls. Uttrycket ”Rika problem” är ett 
begrepp som endast ett fåtal forskare använder och det är inte entydigt definierat i 
litteraturen. Jag använder uttrycket då författaren själv använder det. Rika problem 
blir den term som jag senare väljer för problem som uppfyller vissa villkor. Övriga 
problem är den typ av problem som i en situation inte uppfyller alla kriterier som 
gäller för de rika problemen. Problem som i en situation är rikt kan i en annan 
situation helt tappa denna egenskap. På samma sätt kan problem som inte är rika 
förändras så att de blir rika (detta återkommer jag till i en senare rapport om under-
visning med hjälp av rika problem). Här kommer jag endast att gå in på problem som 
uppfyller de kriterier som formulerats för rika problem. Olika författare använder 
olika uttryck. Jag använder mig här av författarens uttryck när jag hänvisar till en 
författare, i övrigt så använder jag de uttryck som jag här har beskrivit.

2.6 	 Litteraturgenomgång

2.6.1 	Vad är problemlösning och hur ser olika forskare på den?

I detta avsnitt redovisar jag några olika definitioner på och beskrivning av problem-
lösning i skilda sammanhang. Jag använder Lesters (1983) definition för problem 
(att vilja lösa, inte veta hur och behöva anstränga sig). Motsatsen till problem blir 
då standarduppgifter/rutinuppgifter.

Problemlösning som den beskrivs i den svenska kursplanen 

Under rubriken, ”Ämnets syfte och roll i utbildningen”, står det i grundskolans 
kursplan (Skolverket, 2000) att undervisningen i matematik skall:
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[…] också ge eleven möjlighet att upptäcka estetiska värden i matematiska 
mönster, former och samband samt uppleva den tillfredställelse och glädje 
som ligger i att kunna förstå och lösa problem (a.a. s. 1).

I kursplanen för gymnasiet (Skolverket, 2000) står det under ämnets syfte att:

Utbildningen syftar till att eleverna skall uppleva glädjen i att utveckla sin 
matematiska kreativitet och förmåga att lösa problem samt få erfara något av 
matematikens skönhet och logik (a.a. s. 1).

Kursplanen för grundskolan tar upp tre olika typer av problem som förekommer 
i matematik.

[…] problem kan lösas i direkt anslutning till konkreta situationer utan att 
man behöver använda matematikens uttrycksformer. Andra problem behö-
ver lyftas ut från sitt sammanhang, ges en matematisk tolkning och lösas 
med hjälp av matematiska begrepp och metoder.[…] Problem kan också vara 
relaterade till matematik som saknar direkt samband med den konkreta verk-
ligheten (a.a. s. 2).

Problemlösning som den beskrivs av forskare 

Problemlösning har av några forskare definierats i allmänna termer och de har då 
också motiverat för problemlösning och gett anvisningar om vad som är viktigt att 
undervisa om. Av andra har den blivit definierad indirekt genom val av problem och 
genomförd studie. Nedan ger jag exempel på dessa. En forskare som skrivit mycket 
om problemlösning och som också är översatt i svensk litteratur (t.ex. i tidskriften 
Nämnaren och Nämnaren Tema) är Lester. Lester (1983) har definierat vad han 
menar med problemlösning och även beskrivit en metod för problemlösning. Pro-
blemlösning kan beskrivas som ett sätt att lära, detta synsätt finner vi i de nu gällande 
kursplanerna (Skolverket, 2000; Wyndhamn m.fl., 2000). Pólya (1945) beskriver 
problemlösning som en praktisk verksamhet som han liknar vid simning. Skicklig-
heten förvärvas, anser han, genom att vi härmar, imiterar, övar och praktiserar. Silver 
(1985) påpekar att även en undervisning med ett heuristiskt angreppssätt kan leda 
till en algoritmisering. Han ger som exempel att Pólyas heuristiska metod med de 
fyra faserna gäller ett förhållningssätt till problemlösning och inte undervisning om 
en problemlösningsmetod. Pólya beskriver särskilt de faser som behandlas då man 
löser problemet. Dessa faser är beskrivna som en generell lösningsprocess och är inte 
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speciella för just matematiska problem. Undervisning i problemlösning verkar vara 
svår att genomföra på ett sätt så att det inte innebär att man lär ut en viss metod, 
utan att eleverna just tränas i att alternera mellan olika strategier (a.a.).

För att studera problemlösningsprocessen bör eleverna lösa problem som inte är 
av standardtyp från läroböcker menar Silver m.fl. (1995). Dessa problem ska vara 
formulerade så att de ger eleven möjlighet att välja strategi och arbeta kreativt. Silver 
påpekar också att problemlösningen ska leda vidare mot att träna eleven i att själv 
formulera problem (problem-posing) (Silver m.fl., 1996). Analysen av problemlös-
ningen ska fokusera på rimligheten av strategier och formen av representationer. 
Elevens respons på problemlösningsuppgiften ska också analyseras utifrån att den 
är designad för att få fram många metoder för att finna lösningen. Traditionen i 
undervisningen är att eleven ska finna en specifik lösning på varje problem och 
presentera lösningen inför klassen. Problemet uppfattas då som att det endast finns 
en korrekt lösning (Silver m.fl.,1995). 

I sin avhandling har Wyndhamn (1993) en bred definition av problemlösning. 
Wyndhamn anser att eleverna i skolan hela tiden sysslar med att lösa problem, som 
en ständigt pågående process. Han tar upp att många problem formuleras utifrån 
verkligheten utanför skolan, där det handlar om att köpa eller att mäta. På detta 
sätt beskriver Wyndhamn att problemlösning även förekommer i elevernas vardag. 
En uppgift som Wyndhamn formulerade och som även förekommer i verkligheten 
är portoproblemet nedan. Han ville se om elevers lösningsförmåga är beroende av 
lektionsmiljön dvs. om de löser problemet bättre eller sämre på en matematiklektion 
jämfört med samhällskunskapslektion: 

Vad kostar det att sända ett 120 grams brev? 
(Denna uppgift är kompletterad med en portotabell):

maximal vikt i gram Porto i kronor
20 2.10
100 4.00
250 7.50

(Wyndhamns portoproblem 1993)
Det visade sig i denna studie att fler elever gjorde korrekta lösningar på samhälls-
kunskapslektionen. Wyndhamns slutsats är att lärandet sker med ett sociokulturellt 
perspektiv och i en kommunikativ praxis i en given miljö (a.a.).

Wistedt (1992) har studerat hur elever uppfattar vardagliga problem och löser 
dem med hjälp av matematik. Ett problem som hon valt ut är följande:
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Johan och Eva sprang i kapp hundra meter. Eva sprang över mållinjen när 
Johan passerade märket för 95 meter, så hon vann loppet. Vid en ny kapplöp-
ning startade Eva fem meter bakom startlinjen. Johan fick alltså ett försprång 
på precis de fem meter han kom efter. Om nu båda springer lika snabbt hela 
vägen och med samma hastighet som i det föregående loppet, vem vinner då 
i andra loppet?

I de samtal som elever och lärare för när de löser problemet kommer många aspekter 
in som inte har med matematik att göra, t.ex. att Johan och Eva är tröttare i det 
andra loppet och därför förändras förutsättningarna för vem som vinner. I denna 
studie visar Wistedt (1992) på nödvändigheten av att vara medveten om tre skilda 
regelsystem i den vardagsanknutna matematikundervisningen; a) vardagens regler 
och konventioner, b) skolmatematikens och c) matematikens. 

Elever som oreflekterat använder sitt vardagstänkande när de löser matema-
tikuppgifter i skolan riskerar att missa poängen i undervisningen och går 
därmed miste om matematikinlärning (a.a. s. 115).

Problemlösning beskrivs av Ahlberg som den process som sker när elever resonerar 
om lösningen av ett problem (Ahlberg) 1991. Hon refererar här till Lester (1983) 
och Schoenfeld (1985) som säger att genom att eleverna samtalar om olika lösnings-
strategier och arbetssätt blir de medvetna om hur de själva tänker. I sin avhandling 
(Ahlberg 1992) ger Ahlberg en beskrivning av hur elever förstår aritmetisk pro-
blemlösning i en skolkontext. I denna studie har eleverna ritat, skrivit och talat vid 
problemlösningen. Eleverna har också diskuterat likheter och skillnader mellan olika 
problemtyper, de har sedan presenterat lösningarna för kamrater och diskuterat olika 
lösningsförslag. På detta sätt har de blivit uppmärksamma på att ett problem kan 
lösas på ett antal olika sätt (a.a.). Hennes slutsats blir att:

En matematikundervisning där eleverna ges tillfälle att se problemen i olika 
perspektiv och reflektera över dem, ger eleverna utökade möjligheter att inta 
ett öppet förhållningssätt till problemet. De inriktar sig då mot problemets 
innehåll, ser problemets olika aspekter, relationer mellan dem och uppfattar 
problemets matematiska struktur (a.a. s. 306).

Möllehed (2001) har i sin avhandling om problemlösning redovisat elevers pro-
blemlösningsförmåga. Ett resultat från hans studie är att elevers bristande förmåga 
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till framgång i problemlösning till största delen beror på svag textförståelse, som 
han anser är en del av den kognitiva förmågan. I Mölleheds avhandling finns många 
olika bedömningsfaktorer. Nedan ger jag exempel på textuppgifter som givits till 
alla klasser i undersökningen, detta för att visa på vilken typ av text som eleverna 
hade svårt att förstå innebörden av.

1.	Mohammed och Mustafa ska dela på 18 kr så att Mohammed får dubbelt så 
mycket som Mustafa. Hur mycket får var och en?

2.	Stina och Per får tillsammans 30 kr för att de hjälpt till att plocka jordgub-
bar. Eftersom Stina plockat flest jordgubbar ska hon ha 5 kr mer än Per. Hur 
mycket får var och en? 

3.	En åker finns avbildad i en figur. Man ska sätta ett staket runt hela åkern. 
Hur långt blir staketet?

Möllehed sammanfattar sina resultat med att den vanligaste bristen i elevernas 
förmåga att prestera korrekta lösningar beror på att:

	
Eleverna missförstår på olika sätt den information som ges i texten, förstår ej 
sammanhanget i meningarna eller feltolkar enstaka detaljer (a.a. s. 63).

Flera forskare visar på nödvändigheten av att elever tränar för att klara olika räkneru-
tiner och problemlösning (Askew & Wiliam) 1998. Eleverna behöver få lösa problem 
med en mängd olika metoder. Undervisningen domineras idag enligt forskarna av 
träning i räknerutiner vilket kan bero på att lärarna inte vet tillräckligt om vad elever 
kan lära sig när de löser problem. För att få framgång i problemlösning fordras både 
kunskaper om särskilda matematikmoment och allmänna räknefärdigheter (a.a.). 
När det gäller problemlösning som forskningsområde är Kilpatrick (1985) mycket 
kritisk. Han menar att forskningen saknat teorier och systematik, den har inte heller 
varit koordinerad. Det mesta handlar enligt Kilpatrick om lästal från läroboken, 
standardproblem som ska översättas till ett matematiskt språk, det går då ut på att 
mäta förståelse kvantitativt dvs. antal korrekta lösningar. De flesta studier saknar 
medvetenhet om design och har visat sig innehålla en mängd metodiska felaktigheter. 
Även Askew & Wiliam (1998) har i sin sammanställning av forskningsresultat visat 
att den mesta forskningen i problemlösning fortfarande sker på standardproblem, 
vilket tyder på att Kilpatricks kritik fortfarande är aktuell.
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Sammanfattning –  Vad är problemlösning? 

Problemlösningsprocessen:

Att välja uppgift Att tolka uppgift Att välja metod Mål för problemlösningen

PROBLEM? Förstå texten Matematiska idéer Utveckla kreativitet
Uppfatta uppgiften 
som problem

Uppfatta estetiska värden
Formulera egna uppgifter

Lära matematiska begrepp
Lära matematiska metoder
Utveckla ett matematiskt 
språk

	 Uppgift?	 Problem?	 Rikt problem?	 tid

Figur 2: Olika steg i problemlösningsprocessen, att se om det är en uppgift eller 
ett problem, om det är ett problem är det då ett rikt problem? I slutet av schemat 
anges målet med problemlösningen.

Schemat ovan är en sammanfattning av frågan ”Vad är problemlösning?”. Denna 
beskrivning av processen, att lösa problem, har behandlats av olika forskare. Dessa 
har fokuserat på skilda frågeställningar eller kommit fram till specifika slutsatser. 

Problemlösning förutsätter att uppgiften väljs så att den inte är  
av standardtyp 

De flesta uppgifter som jag har sett förekomma i olika rapporter och avhandlingar 
kan beskrivas som textuppgifter. 

Problemlösning är att tolka en uppgift korrekt

Sedan gäller det att kunna lösa det genom att välja lämplig matematik och lämpliga 
metoder för att slutligen nå ett bestämt mål. Dessa verktyg kan vara val av räknesätt 
men också olika representationsformer som t.ex. att rita, skriva med vanliga ord, 
arbeta konkret eller använda sig av matematiska symboler. Att välja strategier kan 
exempelvis innebära att teckna ett ekvationsuttryck, göra upp en tabell lösa en 
enklare uppgift. Enligt Lester (1983) ska tre villkor uppfyllas för att uppgiften ska 
uppfattas som problem:

•	 Individen eller gruppen som möter problemet vill eller behöver finna en lösning.
•	 Det finns inte någon tillgänglig procedur som garanterar eller innebär en kom-

plett lösning.

•
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•	 Individen eller gruppen måste göra en ansträngning (attempt) för att finna 
lösningen. 

Möllehed (2001) visar på vikten av att kunna läsa och tolka texten korrekt om 
problemet presenteras skriftligt. 

Problemet uppfattas inte som ett matematiskt problem

Eleven uppfattar istället att det handlar om att lösa problemet på ett vardagligt 
konkret sätt. Wyndhamn (1993) visar på att problemlösning förekommer överallt 
i skolan och hemmet och att förmågan att lösa problemet beror av i vilket sam-
manhang som problemet presenteras och var eleverna löser problemet. Wistedt 
m. fl. (1992) kommer fram till att om problemet handlar om en vardagsföreteelse 
innebär det att de som löser problemet får svårigheter att uppfatta att det handlar 
om ett matematiskt problem, d.v.s. vilken matematik de ska använda för att lösa 
problemet. Den verklighet som beskrivs blir ett hinder för att lära sig matematik. 
Elevernas vardagstänkande blir överordnat och de funderar mer över vad som händer 
i verkligheten (som t.ex. att barnen blir tröttare i andra loppet i exemplet ovan och 
att detta då kommer att påverka löpningen) än över matematiken i problemet

Problemlösning är val av metod för att lösa problemet

Varje matematisk idé som hör ihop med olika matematiska områden har sina begrepp 
och procedurer. Det har stor betydelse huruvida eleverna tidigare tränat på detta. 
Problemlösning kan enligt bl. a Silver (1985) vara ett sätt att träna på olika meto-
der och träna på att välja strategier. Ahlberg (1991) tar upp vikten av matematiska 
resonemang mellan elever vid grupparbeten. Det matematiska samtalet kan både 
vara en förutsättning för att förstå problemet men också en hjälp för att lösa det. 

Problemlösning beskrivs utifrån sina mål

Kursplanerna har som mål med problemlösning att eleverna ska uppleva matemati-
kens skönhet och känna tillfredsställelse och glädje genom att lösa problem. Eleverna 
ska också upptäcka att det förekommer olika typer av problem som kan lösas på 
olika sätt. Ett annat mål är att eleverna genom problemlösning ska utveckla mate-
matisk kreativitet. Vid problemlösning ska eleverna också träna sig i att formulera 
egna uppgifter och lösa dessa. 

Jag instämmer i Lesters (1983) definition av problemlösning som innebär att 
individen ska vilja finna en lösning och vilja anstränga sig samt inte ha en given 
lösningsmetod. För att dessa villkor ska uppfyllas krävs det av läraren att han eller 



38

hon gör ett noggrant val av problem där läraren har satt upp tydliga matematiska 
och didaktiska mål och har valt lämpliga arbetsformer. Motsatsen till problemlös-
ning är att lösa rutinuppgifter då individen vet hur problemet ska lösas. Problemet 
är individuellt och beroende på erfarenhet eftersom en uppgift som är ett problem 
för en person inte alltid är ett problem för en annan och en uppgift som varit ett 
problem som blivit löst sällan är ett problem vid ett senare tillfälle. 

2.6.2	 Varför och hur ska elever lösa problem?

I detta avsnitt tar jag upp motiven för problemlösning. Eftersom problemlösning, 
som den definieras ovan, inte är ett givet inslag i matematikundervisningen kan 
det vara intressant att ta reda på varför elever ska lösa problem och finna argument 
för eller emot. 

Hela matematiken är utvecklad utifrån viljan att lösa problem. För en mate-
matiker är detta självklart, ty matematik är likvärdigt med att lösa matematiska 
problem. Pólya (1945) uttrycker det så att den blivande matematikern bör vara en 
god problemlösare. För att bli en god problemlösare måste eleven titta tillbaka på 
de problem som hon har löst korrekt och förstå sin lösning för att sedan formulera 
likartade problem och lösa även dem (a.a.). Lester (1996) har genom att granska 
forskningsresultat om problemlösning funnit följande faktorer som har betydelse 
för utvecklingen i problemlösning:

•	 Elever måste lösa många problem för att förbättra sin problemlösningsför-
måga.

•	 Problemlösningsförmågan utvecklas långsamt och under en lång period.
•	 Elever måste tro på att deras lärare tycker att problemlösning är betydelsefullt 

för att de ska ta undervisningen till sig.
•	 De flesta elever ”tjänar på” systematisk undervisning i problemlösning. (a.a. 

s. 87) 

Hela boken ”How to solve it” (Pólya, 1945) är en argumentation för problemlösning 
och ett heuristiskt arbetssätt. Denna kunskap leder till att man kan föra ett resone-
mang som leder till problemets lösning. Vägen till denna lösning kan även gå via 
gissningar och prövningar. Heuristiska argument baseras enligt Pólya på induktion 
eller analogi. Den logiska argumentationen ingår till viss del i det heuristiska reso-
nemanget enligt Pólya (a.a.). Vidare lyfter Pólya fram hur viktigt det är att förstå 
processen av att lösa problem, speciellt de tankeoperationer som används. När vi 
studerar får vi inte försumma något problem. Det gäller också att bortse från det 
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specifika exemplet och finna gemensamma drag i sättet att behandla alla typer av 
uppgifter. Undervisning som går ut på att lära elever heuristiska tillvägagångssätt 
har visat motstridiga resultat. Det finns dock ett svagt positivt samband mellan 
undervisning i heuristiska metoder och högre prestationer i test (Schoenfeld, 1992). 
Många studier pekar på betydelsen av goda matematiska kunskaper för att kunna lösa 
problem. Schoenfeld (1985) beskriver också andra kunskaper och beteenden som 
typiska för matematisk problemlösning, dessa beteenden och kunskaper benämner 
han som de fyra kompetenserna: resurser, heuristik, kontroll och inställning (de 
presenteras närmare längre fram i avhandlingen). 

Sambanden mellan att förstå matematiska begrepp, tolka en uppgift och lösa 
ett problem måste betonas enligt den forskning som är sammanfattad av Askew 
& Wiliam (1998). De flesta studier som författarna tittat på (181 studier av totalt 
194) är gjorda på standardproblem. Framgångsrika problemlösare verkar ha en 
mängd strategier som de intensivt använder vid problemlösning. Undervisning 
av generella strategier på ett abstrakt vis för att tillämpa på ovanliga och obekanta 
problem har varit helt utan framgång enligt dessa författare. En slutsats blir också 
att elever måste introduceras för många olika problemlösningssituationer enligt 
författarna. I Bergsten m.fl. (1997) tar man upp nödvändigheten av att arbete med 
matematik bör vara problemlösningsinriktat. Utan problem att lösa tappar mate-
matiken sin udd och mening. Genom själva processen att arbeta med utmanande 
problem utvecklas det egna tänkandet och processen i sig innebär ett lärande. Kanske 
är det inte så viktigt vilket problemet är utan det handlar mer om att vi klarar av 
utmaningen. Schoenfeld (1985) tar upp problemlösning som ett sätt att undervisa 
för att eleverna ska lära sig att tänka matematiskt. De studier som han presenterar 
handlar om hur studenter löser väl valda problem genom att tränas i att välja olika 
strategier. Under problemlösningsprocessen kan man se att studenterna genomgår 
olika faser. Han beskriver även den dialog som genomsyrar problemlösningen 
(a.a.). Problemlösning kan innebära att man tydliggör kognitiva processer i stället 
för enkla förklaringar av elevers lösningsmetoder. Detta framkommer i en studie 
av Silver m.fl. (1995). I denna jämförande studie tittade man på amerikanska och 
japanska elever i år 4. De japanska eleverna hade 96 % korrekta svar och de ame-
rikanska 66 %. De amerikanska eleverna använde visuella redovisningar 4 ggr så 
ofta som de japanska som föredrog verbal/symbolisk förklaring. De japanska elev-
erna redovisade med mer avancerade matematiska lösningar (hellre multiplikation 
än addition) och högre formalism (matematiska förklaringar hellre än språkliga). 
Ett mål med undervisningen kan enligt Björkqvist (2001) vara att se begreppsliga 
förändringar. Det kan t.ex. vara en förändring av problemlösarens vardagsbegrepp 
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som utvecklas mot matematiska begrepp. Ett annat mål kan vara att komma igång 
med problemlösning överhuvudtaget. Det kan även vara socialkonstruktivistiska 
argument som ligger bakom, då det handlar om hur elever i grupp löser problem 
och argumenterar med varandra (a.a.). I dessa fall är problemlösandet ett sätt att 
komma åt andra händelser i klassrummet som t.ex. elevtänkande och samverkan 
mellan elever och lärare. Ett argument för problemlösning förs fram av Jaworski 
(1994). Jaworski anser att läraren ska välja uppgifter för att genomföra ett arbetssätt 
som innebär att eleverna dels ska associera matematiska uppgifter till verksamhet 
utanför skolan (t.ex. tessellering/golvläggning) dels ska arbeta genom att tänka 
själva med en betoning på den mentala processen. Synen på problemlösning har 
förändrats över tid i de olika kursplanerna för matematik i skolan. Wyndhamn m.fl., 
(2000) har analyserat detta som en utveckling av undervisning i matematik för att 
lösa problem, till undervisning om problemlösning och vidare till undervisning via 
problemlösning. Det är via problemlösning som matematiklärandet ska ske i den 
kursplan vi har idag (Skolverket, 2000).

Matematikundervisning för problemlösning

En lärare som undervisar för problemlösning ser det som att målet för undervis-
ningen i matematik är att lära sig matematik för att kunna använda det för att 
lösa problem (Lester, 1983). Läraren bekymrar sig också om elevernas förmåga att 
överföra den förvärvade kunskapen från en kontext till en annan, det vi benämner 
transferprocessen. Detta tas även upp i Wyndhamn m.fl., (2000) som det synsätt 
på matematikundervisningens mål som presenteras i läroplanerna fram tom Lgr-69. 
Eleven skulle skaffa sig kunskaper i matematik för att kunna lösa problem.

Matematikundervisning om problemlösning

Läraren som undervisar om problemlösning lär t.ex. ut Pólyas modell för problem-
lösning (Pólya, 1945) som om det vore en metod. Pólyas modell beskriver fyra faser: 
förstå problemet, lägga upp en plan, genomföra planen, titta tillbaka och värdera 
lösningen. Eleven lär sig dessutom en mängd tumregler och strategier som verktyg 
för problemlösningen. Exempel på strategier kan vara gissa och pröva, rita en bild, 
göra en lista eller tabell, tänka baklänges, söka mönster, logiskt resonemang eller att 
ställa upp en ekvation. Exempel på en tumregel kan vara att läsa uppgiften noga. 
I den svenska skolan tas detta synsätt upp i Lgr-80. Här skulle eleverna välja och 
tillämpa lämpligt räknesätt för att lösa problemet. Problemen var formulerade i 
läroboken (Wyndhamn m.fl., 2000).
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Matematikundervisning via problemlösning

Matematiklärande via problemlösning förutsätter väl valda problem. Det kan vara 
ett problem för att introducera ett visst matematiskt område. De matematiska 
teknikerna upptäcks som respons på lösningen. Ett behov uppkommer för att 
lösa typexempel av icke rutinkaraktär och finna ett sätt att göra lösningen till en 
rutinuppgift. Att lära matematik denna väg kan beskrivas som en upptäckt från en 
konkret händelse i den verkliga världen till en abstrakt process, en symbolisk repre-
sentation (Lester, 1983). I den svenska kursplanen Lpo-94 formuleras detta mål, att 
lära sig matematik genom att lösa problem. Genom problemlösning ska eleverna 
utveckla matematiska tankar och idéer, inse värdet av matematiska symboler upp-
täcka matematiska samband samt förstå och kunna föra matematiska resonemang 
och argumentera för sin lösningsmetod (Wyndhamn m.fl., 2000). Om man tittar 
på matematikundervisning i ett historiskt perspektiv så uppfattades matematik och 
klassiska språk (t.ex. latin) som de ämnen där eleverna fick bildning (formalbild-
ningsteorin) (Wyndhamn m.fl., 2000). Dessa ämnen betraktades som gymnastik för 
tanken och sågs som ett medel att utveckla förståndet. Genom studier i dessa ämnen 
skulle elevens tanke- och iakttagelseförmåga öka (a.a.). I verkligheten är dessa sätt att 
se på problemlösning involverade i varandra och de förekommer inte isolerade från 
varandra (Wyndhamn m.fl., 2000). Det finns ingen orsak att argumentera särskilt för 
något av problemlösningssätten. Problemlösning är nämligen inte ett matematiskt 
ämne och det skall inte heller betraktas som det. Matematik via problemlösning är 
mycket lite utprövat av lärare, men bör testas och utvärderas (a.a.). 

Sammanfattning –  Varför och hur ska elever lösa problem? 

Om man tittar tillbaka så har motivet för problemlösning skiftat i skolan (Wynd-
hamn m.fl., 2000). Problemlösning var från början till för att tillämpa inövade 
räknefärdigheter. Därefter användes problemlösning för att träna på typiska metoder 
och arbetssätt, t ex att välja strategi eller att lösa problemet i flera steg; att förstå 
problemet, göra en plan, genomföra den och kontrollera lösningen. I den senaste 
kursplanen ska problemlösningen vara det centrala i all matematikundervisning, 
alltså ett sätt att lära matematik (Skolverket, 2000). 



42

En begreppskarta över argument för varför och hur elever  
ska lösa problem

undervisning i problemlösning

goda matematiska kunskaper	 se förändringar
	 matematik/verklighet
		  många problem
tydliggöra kognitiva processer		  lång tid

förstå-tolka-lösa-formulera	 PROCESSEN	 kursplan: lärande 	
		  via problemlösning 

		  lärarens betydelse 

		  heuristik
 	 bildning		  - arbetssätt
	 grupparbete	 - argumentation 
		   - induktiv metod

Figur 3: Olika argument för att elever ska lösa problem. 

Själva processen vid problemlösning, att eleverna förstår och löser problem på 
olika sätt är det viktigaste argumentet för att arbeta med problem. Denna process 
kan sedan delas upp i olika delmål. I litteraturen har jag inte funnit argument mot 
problemlösning, men en kritisk beskrivning av undervisningen i problemlösning. 
Bland annat verkar det vara svårt att välja rätt uppgifter och att genomföra ett heu-
ristiskt arbetssätt. Det är viktigt att läraren tydliggör den kognitiva processen och att 
eleverna får syn på vilka matematiska kunskaper som används eller skapas. För att 
eleverna ska förstå vad de lär sig vid problemlösning behövs det särskild undervisning 
i problemlösning. Det kan handla om ett heuristiskt arbetssätt med argumentation 
och ett induktivt matematiklärande. Det är också viktigt att elever får lösa många 
problem och att detta sker under hela elevens skolgång. Vid problemlösning är det 
ingen nackdel att ett problem tar lång tid att lösa. Undervisning i problemlösning 
kan vara ett tillfälle till grupparbete men också ge tillfälle till att visa sambandet 
mellan verkligheten och matematiken, tillämpa matematik eller ta fram matema-
tiska modeller. För den enskilde kan problemlösning vara ett tillfälle till att tänka i 
matematik. Att träna på en metod för att lösa problem genom att tolka, genomföra 
problemlösningen, se tillbaka och kontrollera svaret samt formulera nya egna pro-
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blem. En viktig synpunkt, även om den inte är ett argument för problemlösning, 
är vikten av lärarens egen attityd. Eleverna lär sig mer om läraren själv tycker om 
problemlösning och visar detta för eleverna. Kursplanen som styr skolans verksamhet 
ser också problemlösning som en viktig del av matematiklärandet. I den kursplan 
som vi har nu (2002) skall matematiklärandet ske via problemlösning. Ytterligare 
argument för att elever bör lösa problem presenteras i det följande avsnittet. 

2.6.3 	Andra aspekter av problemlösning 

I detta avsnitt beskriver jag vad problemlösning mer kan handla om, d.v.s. vissa 
aspekter av problemlösning som inte tidigare är behandlade. Jag vill här ge exempel 
på verksamheter där problemlösning kan vara en bidragande orsak till utvecklingen 
av en vidare syn på matematik. Det finns många exempel på problem som formuleras 
med text för att ge intryck av att handla om verkligheten. Vissa problem formuleras 
utifrån ett matematiskt uttryck och visar med exempel var i verkligheten uttrycket 
används för beräkning (kontextformulerat), andra utgår från en för eleverna väl-
känd händelse och visar på behovet av matematik för att kunna lösa problemet 
(vardagsproblem-modelleringsproblem). Nedan ger jag exempel på båda. 

Denna uppgift är ett bråkproblem som löses i en vardagskontext (kontextfor-
mulerat problem).

En ”läsk” rymmer ca 1/3 liter. Hur många liter läsk är det i en back om 25 
flaskor? (Uppgift under rubriken blandade övningar i avsnittet bråk och pro-
cent (Mårtensson & Svensson, 1982)) 

Wistedts m.fl. (1992) 100-meters lopp är ett exempel som utgår från elevernas 
vardag. I Wistedts exempel ska eleverna lösa problemet genom att välja matematisk 
metod (modelleringsproblem, vardagsproblem)

Den syn man har på vad som karaktäriserar problemlösning kan t.ex. vara den 
aspekt som Wyndhamn ger uttryck för (Wyndhamn, 1993) 

Relationen mellan problemlösningsaktivitet och situation kan uppfattas som 
given i ett socialt sammanhang som i sig själv kan betraktas som en funge-
rande verklighet (entity) (a.a. s. 2).

Lesh m.fl. (Lesh, Landau & Hamilton, 1983) skriver i en artikel att problemlösning 
och tillämpningar i matematik inte kommer att användas i skolan om inte lärare 
och andra praktiker blir övertygade om att de spelar en viktig roll när det gäller att 
förvärva grundläggande matematiska idéer. 
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De uppgifter som presenterades i deras studie var till övervägande del i en var-
dagskontext med association till bilduttryck. Någon uppgift skulle också presenteras 
muntligt. Ingen uppgift var svår att uppfatta för eleverna. Problemen var formule-
rade för att leda till specifika matematiska mål. Presentation av problemet kunde 
ske muntligt eller med en konkret presentation med bild. Problemen var realistiska 
och tillämpbara på verkligheten. Jag ger här några exempel, där exempel 3 är till för 
att jämföra om elever har lättare att lösa uppgifter utan mycket text:

1.	(addition av bråk) Jims familj beställde två pizzor till middag, en med korv 
och en med svamp. Jim åt ¼ med svamp och 1/5 med korv. Hur mycket pizza 
åt han sammanlagt?

2.	(multiplikation av bråk) Igår åt Karen 1/4 av en chokladkaka. Idag åt hon 
1/3 av den bit som var kvar. Hur mycket åt hon sammanlagt?

3.	(papper och penna lösning) Beräkna 1/2 ˙ 1/3 och 2/5 ˙ 3/7 

Fokus på analysen av elevernas strategier och representationer har identifierats som 
väsentliga aspekter på problemlösning i kunskapsforskning om matematisk framgång 
(Silver m.fl., 1996).

 Schoenfeld (1985) tar upp problemlösningen i de fyra kompetenserna resurser, 
heuristik, kontroll och inställning som han anser tillsammans karaktäriserar mate-
matisk problemlösning. Dessa fyra kompetenser innefattar följande: 

1.	Resurser är den kunskap som består av intuition och fakta som är specifika 
för området. Algoritmiska procedurer räknas också till resurser och även de 
rutiner som inte är algoritmiska.

2.	Heuristik är kunskap för problemlösning och innefattar strategier och teknik 
för att angripa icke standardmässiga problem. De är tumregler för effektiv 
problemlösning. Rita figurer, anteckna, associera till likartade problem hör till 
denna kompetens. Andra strategier kan vara att arbeta baklänges, återformulera 
problemet samt testa och bekräfta proceduren. 

3.	Kontroll innebär beslut som handlar om val av strategier och resurser, planering 
av arbetet, beskrivningar, förklaringar och utvärdering. Till denna kompetens 
räknas också medvetenhet om den metakognitiva processen.

4.	Inställning/föreställning (belief ) omfattar individens matematiska värld. 
Denna punkt av kompetens innefattar individens uppfattning om vad som 
är matematik och individens förväntan på sig själv som även hänger sam-
man med självförtroendet. Andra faktorer som har betydelse är miljön och 
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omgivningen, kulturen som individen lever i. ”Belief ” fastställer kontexten i 
vilken resursen, heuristiken och kontrollen opererar. 

Lester (1983) tar också upp att det är nödvändigt med ett visst misslyckande för att 
kunna lyckas med problemlösning. Ett problem för en elev måste inte nödvändigtvis 
vara ett problem för en annan elev. 

Trots svårigheter att identifiera de faktorer som har betydelse vid problemlösning 
tar Lester upp några som han analyserar på ett djupare plan. 

1.	Uppgiftsfaktorer; hit räknas faktorer som hör ihop med problemet t.ex. 
matematiskt innehåll och struktur, kontexten, problemets språkliga fram-
ställning.

2.	Problemlösningsfaktorer; det den enskilde uppfattar av problemet, karakteris-
tika för problemlösaren t.ex. förväntan på problemet, matematisk bakgrund, 
kön, ålder, reaktion under stress, grad av självständighet, spatial förmåga.

3.	Processfaktorer; en mängd aktiviteter av både mental och fysisk art har bety-
delse för hela processen. 

4.	Omgivningsfaktorer; faktorer som ligger utanför det egentliga problemet, 
instruktion av problemet och en mängd andra faktorer.

5.	Instrumentell och forskningsmetodisk utveckling av problemlösning har varit 
ett intressant forskningsfält för att finna och kunna mäta vad som har effekt 
på framgång. Frågan kan handla om att genomföra undersökningsexperiment 
eller studera klassiska metoder.

 
Dialogen som förekommer mellan elev och lärare finns beskriven av många fors-
kare. I Pólyas (Pólya, 1945) fall är det en idealiserad lärare och en lika perfekt elev 
som samtalar sig genom problemlösningsprocessen. I Schoenfelds fall är det såväl 
elevernas muntliga som skriftliga beskrivningar som presenteras i lösningsprocessen 
som ska vara autentiska återgivningar. Jaworski (1994) beskriver klassrumsdialogen 
mellan elev och lärare för att visa på socialkonstruktivismen i klassrummet. Även 
Dunkels har i sin avhandling beskrivit hur eleverna för sina matematiska resone-
mang i grupp eller i samtal med läraren (Dunkels, 1996). Denna viktiga aspekt av 
problemlösningen, att det ges möjlighet till matematiska resonemang, finns också 
beskriven i TIMSS (1997). De samtal som läraren genomför utifrån de lösningar 
som eleverna presenterar är en form av resonemang som ser annorlunda ut än den 
kommunikation som förekommer då läraren undervisar och eleverna lyssnar.
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Sammanfattning – Andra aspekter av problemlösning 

Matematik och/eller verklighet, att förena eller särskilja 

Problemlösning kan vara ett sätt att visa på matematik i verkligheten och även visa på 
att man har nytta av att kunna matematik för att lösa de problem som förekommer 
i vårt vardagsliv utanför skolan. Nakna matematikuppgifter kan formuleras med 
text för att skapa exempel där eleverna får räkna med enheter. Den matematik som 
förekommer utanför skolan består av beräkningar och mätningar.

Problemlösning som kultur 

Matematisk problemlösning kan vara en aspekt av verkligheten som sker i en skol-
kultur i klassrum eller i andra miljöer. Denna aspekt ser problemlösning som en 
allsidig verksamhet som vi ständigt sysslar med. Genom att arbeta med problem i 
skolan utvecklar vi en allmän kompetens i problemlösning.

Problemlösning för att ha med ut i livet

Problemlösning kan vara till för att tillämpa på livet utanför skolan, för att eleverna 
ska lära sig för livet.

Problemlösning för problemlösning

En aspekt av problemlösning kan också vara att utveckla själva problemlösningen 
och de kompetenser som hänger intimt samman med att lösa problem. Problem-
lösning är då en inåtriktad verksamhet, där man utvecklar resurser som är specifika 
för matematikämnet. Man använder då heuristik med sina specifika metoder och 
planerar och gör olika val samt lyfter fram den metakognitiva processen. Till denna 
inomproblemlösningsaspekt räknas då också val av lämpligt problem, individens 
förmåga att lösa problemet, val av process och lärarens uppläggning av undervis-
ningen för det specifika problemet. 

Problemlösning för den matematiska dialogen

Denna aspekt av problemlösning innebär att de matematiska dialogerna utvecklar 
matematisk kunskap under tiden som elever eller lärare och elever tillsammans löser 
problem. Dessa samtal skapar en matematikdidaktisk diskurs, ett eget språk som 
behövs för att lösa problem. Med matematiska resonemang löser eleven problemet 
och finner argumentation för sin strategi samt tränar sig i att jämföra olika lösningar 
för att slutligen formulera nya matematiska uppgifter. 

•
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2.6.4 	Vad menar olika forskare med ”rika problem”?

I detta avsnitt tar jag upp vad som finns skrivet om rika problem och ger exempel 
på sådana. Begreppet rika problem förekommer sällan i litteraturen. Flera forskare 
har valt att arbeta med problem i sina egna studier utan att benämna dem rika, jag 
ger exempel på några av dessa problem. De problem som har använts i dessa studier 
har inte varit av standardtyp och de har använts på ett bestämt sett. Flera av dem 
skulle kanske kunna definieras som rika. Det förefaller vara intressanta problem som 
är valda med omsorg. Jag söker också gemensamma drag hos problemen för att se 
om de kan sammanfattas i bestämda kriterier. Den definition av rika problem som 
jag kommer fram till presenteras i slutet av artikeln (avsnitt 1.7.2.). 

Den typ av uppgifter som Björkqvist (1999) benämner som rika har kvalitéer 
som gör att de fungerar som brobyggare mellan olika matematiska områden, i 
teman, mellan metoder och över tid. Ett rikt problem kan man komma tillbaka till 
när man har mer matematisk kunskap och då lösa på ett nytt sätt. Dessa uppgifter 
hör inte hemma i ett specifikt matematiskt område utan passar alltid in. Björkqvist 
tar särskilt upp att valet av uppgifter är väsentligt för att göra undervisningen ef-
fektiv (a.a.). Uppgifterna är värdefulla på grund av sitt matematiska innehåll. Han 
vill att uppgifterna ska användas för att koppla olika tillvägagångssätt till varandra 
och utgöra utgångspunkt för att utveckla skilda teman inom matematik. Dessa 
uppgifter kan ses som viktiga hjälpmedel för att bygga upp kognitiva scheman 
och de kan då även fungera som nyckeluppgifter för förståelse, för minnet och 
för generalisering. Jag ger här exempel på uppgifter som har klassats som rika av 
Björkqvist. 

1.	a) 2 ˙ 3 ˙ 4 = _ ˙ _ b) 3 ˙ _ = 4 ˙ _ 
2.	Du har två kärl som rymmer 9 liter respektive 4 liter. Uppgiften är att ösa 

upp exakt 6 liter vatten ur en sjö. Hur kan du gå till väga?
3.	Faktorisera uttrycket x9 + x4 – x – 1
4.	En skalbagge rör sig 1 m mot öster. Svänger därefter och rör sig 1/2 m norrut. 

Sedan fortsätter den 1/4 m västerut, 1/8 m söderut, 1/16 m österut, osv. i 
en ”spiralformig” rörelse. Den kommer allt närmare en bestämd punkt som 
verkar utgöra slutpunkten för krypandet. Var befinner sig denna punkt?

Mouwitz (2000) har också använt sig av rika problem för kreativ matematisk pro-
blemlösning. Enligt honom är de flesta matematikproblem fattiga eftersom de har ett 
ensidigt och begränsat syfte. Ett rikt problem definieras av att det är utvecklingsbart 
och metodiskt mångdimensionellt. Enligt Mouwitz handlar det mer om kulturen i 
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klassrummet, vilka frågor som är tillåtna och vilken upptäcktsfärd lärare och elever 
är beredda på att göra. Mouwitz ger exempel på ett standardproblem.

En cylindrisk trästock är fem meter lång och har en diameter på 45 cm. Be-
räkna stockens volym.

Denna övning är helt sluten men kan utvidgas till ett rikt problem genom att man 
formulerar följande frågor.

Vad väger den?
Hur många stockar kan lastas på en lastbil som får lasta 8 ton?
Hur kan vi beräkna detta om stocken inte är att betrakta som en cylinder 
utan som en avhuggen kon?

Utgående från en fattig standardmässig uppgift kan verksamheten utvecklas till 
kreativ problemlösning beroende på lärarens sätt att bemöta eleverna och upp-
muntra dem till egna frågeställningar enligt Mouwitz. Freudenthal (1991) tar upp 
problem som har rik kontext. Dessa problem ger olika möjligheter till matematik 
och matematikdidaktik. Exempel på uppgifter i rik kontext kan vara en bild av 
”Disneyland” med allt som händer där. En berättelse t.ex. Gullivers resa (en berät-
telse) eller schackbordsproblemet (ett korn på ruta ett och en fördubbling på varje 
följande ruta. Hur många korn blir det totalt?) Guzman (2001) har beskrivit rika 
problem så att dessa problem ska erbjuda en blandning av matematisk aktivitet och 
demonstrera att matematik har en vid tillämpning. Lärarstuderande ska förvånas 
över vad de kan göra med sin egen matematiska kunskap och bakgrund genom 
att lösa rika problem. Studenterna ska uppmuntras till att arbeta tillsammans och 
stimuleras av utvecklingen av matematik. Rika problem erbjuder också en möjlighet 
att visualisera, schematisera och skapa modeller av verkligheten. Eleverna kan via 
rika problem ges tillfälle att tillämpa matematik. Problemen förenar också andra 
ämnen med matematik (a.a.). Exempel på rika problem som är beskrivna av Guz-
man är t.ex. då eleverna får se en bild av en by med kyrka och skola och utifrån den 
formulera en uppgift som t ex att beräkna antalet invånare i byn. En annan uppgift 
handlar om att räkna om en miljard sekunder till år. “Tornet i Hanoi” är ytterligare 
ett exempel på ett rikt problem och slutligen antalet riskorn på ett schackbräde med 
ett korn på ruta ett och dubbelt så många på var och en av de följande samt räkna 
ut hur många riskorn det blir totalt (jfr Freudenthals schackbräde ovan). Den syn 
på rika problem som presenteras av Guzman (2001) är den att genom att lösa rika 
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problem uppmuntras matematisk aktivitet, olika metoder är tillåtna när man löser 
rika problem. Rika problem beskrivs vidare som öppna frågeställningar (open-ended) 
som formuleras ur det dagliga livet, rika problem förekommer i en stor variation av 
former som t.ex. pussel, brevtext, berättelse, tidningsurklipp etc. 

Schoenfeld har formulerat en lista på egenskaper som problem ska ha för att vara 
lämpliga för att lära elever att tänka matematiskt (Schoenfeld, 1991):

1.	Problemet ska vara åtkomligt, lätt att förstå och ha ett enkelt språk så att 
eleven har framgång med problemet.

2.	Problemet ska kunna lösas eller åtminstone ska man kunna närma sig det på 
flera olika sätt. Detta leder till matematiskt rika diskussioner, kopplingar och 
val av strategier vid problemlösningen.

3.	Problemet ska fungera för att introducera viktiga matematiska idéer. Man ska 
komma fram till det viktiga matematiska innehållet eller de lösningsstrategier 
som problemet kan illustrera.

4.	Problemet ska, om det är möjligt, användas som en introduktion till ett nytt 
matematiskt område. Bra problem leder till nya bra problem.

Nedan följer exempel på uppgifter som inte är benämnda som rika av sina författare 
men som använts vid forskning om problemlösning. Ingen av uppgifterna hör till 
kategorin rutinuppgifter. Dessa uppgifter hör inte heller till vardagsproblem.

Schoenfeld (1985) har undersökt studenters förmåga att lösa problem. Han har 
haft kurser i problemlösning för collegestudenter och där bland annat använt sig 
av följande problem. Man kan anta att dessa problem uppfyller de kriterier som 
han själv angivit.

 
Du har två räta linjer som skär varandra och en punkt P markerad på en av 
dem, se figuren nedan. Visa hur du kan konstruera, genom att använda pas-
sare och linjal, en cirkel som är tangent till båda linjerna och som har punk-
ten P som tangeringspunkt till en av dem? (a.a. s. 15)

			    P	
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I en rapport av Jaworski (1994) ska eleverna arbeta med olika problem. Denna rapport 
som Jaworski skrivit handlar om konstruktivism som undervisningsfilosofi. Jaworski 
beskriver 6 lärares arbete i klassrummet. Efter att ha observerat undervisning där 
eleverna arbetade i sina böcker började en lärare en lektion där hon lagt tonvikten på 
matematiskt tänkande och utveckling. I detta exempel skriver läraren på tavlan:

	
1.	2 + 3 = 5
2.	4 + 6 = 10
3.	

Läraren uppmanar eleverna att föreslå vad som ska skrivas som det tredje exemplet. 
Eleverna kom med många förslag som skrevs ner sedan fick eleverna välja ut ett 
förslag. Som lärare hade hon nu att välja vilken slutsats som skulle få gälla, var det 
en matematisk generalisering eller…

Nästa exempel handlar om tessellering (heltäckning av en yta utan överlappning). 
Läraren vill fokusera på form och vinkel som matematiska objekt. Läraren presenterar 
uppgiften genom att visa en fyrhörning (en utklippt bit) och frågar eleverna om de 
tror att de kan täcka sitt köksgolv med en mängd identiska figurer. Fyrhörningen 
har olika längd på de fyra sidorna. I ett tredje exempel presenterar läraren problemet 
muntligt för eleverna: 

Tänk er två pizzor som ska delas lika på tre personer. 
I ett fjärde exempel formulerar eleverna egna uppgifter efter det att läraren har 

presenterat en mängd olika förpackningar. 
Ett femte exempel handlar om att dra räta linjer som skär varandra. Eleverna 

ska då se hur antalet skärningspunkter beror av antalet linjer. Först får eleverna dra 
linjerna valfritt sedan frågar läraren efter det maximala antalet skärningspunkter 
för tre linjer (a.a.).

				  

 

I en studie av Silver (1985) fokuserades analysen av elevlösningarna på elevernas stra-
tegier och representationer. Denna studie utgick från ett problem där eleverna skulle 
beräkna antalet prickar i ett mönster (en kvadrat med sidan vriden 45 grader).
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I samband med den internationella TIMSS videofilmades lärare från olika länder 
(TIMSS 1997). I ett exempel från Japan presenterar läraren en uppgift genom att 
rita på tavlan. Uppgiften handlar om att dra en ny rak och rättvis gräns mellan två 
länder. Läraren ger länderna namn efter två av eleverna i klassen. Det matematiska 
perspektiv som läraren ger till uppgiften är att alla trianglar som har samma bas 
och höjd har samma area. Denna uppgift följs upp med att eleverna ska finna en 
triangel som har samma area som en fyrhörning och den tredje uppgiften är att 
finna en triangel med samma area som en femhörning.

		
 				  
 Alice		      Johan
 		

I en avhandling från 1919 beskriver K. G. Jonsson räknepsykologi. Han beskriver 
elevers olika lösningar vid problemlösning och även den variation som en person 
har vid lösning av olika problem. Huvudsyftet med hans studie var att ”klarlägga 
de psykiska betingelserna för problemlösandet”. Han vill få tag i bra och passande 
lösningsmetoder. Han kommer fram till att olikheter vad beträffar åskådliggörande, 
analyseringssätt och omedvetna moment beror av samma sak, d.v.s. olikheter vad 
gäller analysering och syntetisering. De olika typerna benämner han associativ, lo-
gisk och intuitiv analys och syntes. Den associativa kännetecknas av ett angripande 
på måfå, den logiska av ett minutiöst sönderplockande och slutligen den intuitiva 
av sammangripande och överskådlighet. Jonsson beskriver också processen på ett 
sätt som påminner om Pólyas faser. En förperiod som pågår tills man tagit del av 
problemet och börjat analyserat, en orienteringsfas. Därefter kommer huvudfasen 
med det egentliga lösningsarbetet och sist en efterperiod för att få en riktighetskänsla. 
Jag återger här ett av Jonssons problem:

En bonde fick av en granne penningar för att i staden köpa 67 kg vetemjöl, 
men som priset på detta hade stigit, fattades honom därtill 1,34 kr, han köpte 
blott 61 kg och fick då 22 öre över. Vad var priset på 1 kg mjöl?

Jonsson skriver i anslutning till detta om att svag analys och otillräckligt åskådlig-
görande och angripande på måfå för med sig mindre gott räkneresultat. Enligt 
Jonsson bör uppgiften lösas på följande sätt:
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Först läsa igenom och se efter vad det frågas efter. Jo, priset på 1 kg. Läs igen 
för att hitta angreppspunkt. Bonden köpte 6 kg mindre. Det fattades 1,34 kr för 
honom om han köpte 67 kg. Rita så här:

A_______________________ B ____C______ D
		   

Stycket A-D är vad som erfordras för att köpa 67 kg. A-B vad som behövs för 61 
kg. A-C den summa han hade med sig. Då motsvarar B-C 22 öre och C-D 1,34 
kr. Stycket B-D är priset på 6 kg dvs. 1,34 + 0,26 = 1,56 kr. Då kostar 1 kg 1/6 
därav dvs. 0,26 kr. 

Jonsson anser att denna lösning är för dem som står på en låg nivå av kunskap. 
Vidare anser Jonsson att den räknande ska skriva ner sina tankegångar inte bara i 
siffror utan också i ord. 

Lester (1983) beskriver också en forskningsstudie om problemlösning. Han an-
vände då bl.a. följande problem (som jag skrivit om för svenska förhållanden): 

1.	Tom får 17,50 kr i bidrag varje vecka. Denna vecka gav hans mamma honom 
18 slantar. Slantarna var 5-kronor, 1-kronor och 50-öringar. Hur många av 
varje slag fick Tom? 

2.	En larv placeras i botten av en kruka som är 8 dm djup och 6 dm bred. Varje 
dag klättrar larven upp 4 dm. Varje natt glider den ner 2 dm. Hur många dagar 
tar det för larven att komma upp så att han kan nudda toppen av krukan?

Enligt Lester (a.a.) har man inte heller efterfrågat vilka kognitiva processer elever 
har blivit ombedda att använda när de löser problem t.ex. av typen:

8 skakar hand med varandra. Hur många handskakningar blir det? Hur 
många blir det om n stycken skakar hand?

Man vet att eleverna gissar, ritar etc. när dom löser problemet.

•
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Sammanfattning –  Vad menar olika forskare med rika  
problem?

Rika problem används av ett fåtal författare som benämning på speciella uppgif-
ter. De problem som jag beskrivit ovan antar jag har valts ut för att de är intres-
santa. De är alla exempel, som enligt min uppfattning, skulle kunna fungera som 
rika problem i ett specifikt sammanhang och för en bestämd individ. Även om 
inte författaren själv i texten motiverat valet av problem så antar jag att det är 
gjort utifrån ett bestämt mål. Uppgifterna har också andra gemensamma egenska-
per som gör att de uppfyller kriterier som jag sedan kan sätta upp för att definiera 
rika problem. De sammanhang där uppgifterna har använts har varit olika men 
jag tycker mig se tre olika utgångspunkter för valet av uppgifter.

Rika problem som brobyggare

De rika problemen kan fungera som brobyggare mellan olika matematiska områ-
den och som ett problem att återkomma till flera gånger och då lösa på olika sätt. 
En bro kan vara att visa hur samma uppgift kan lösas genom att visualisera, skapa 
en modell, sätta upp ett schema etc. Bron kan också förena vardagsproblem med 
matematik. Att transferera kunskap från ett område till ett annat är en viktig del 
av matematiktillämpningen. Tolkningen av uppgiften genom att se analogier och 
kunna använda tidigare förvärvad kunskap i nya sammanhang är viktiga mål i 
matematikundervisning.

Rika problem för att skapa rik undervisning

Läraren blir en avgörande faktor för om problemet ska bli rikt, för hur uppgiften 
formuleras om och ges ett rikare sammanhang. Ett exempel på detta är öppna 
problem (open-ended) som formuleras av en bild eller händelse och leder till 
många olika problem med olika lösningar och olika svar. Till denna grupp räknar 
jag även de uppgifter som väljs för att vara lämpliga att ha som gruppuppgifter för 
elever eller för att redovisa i helklass och föra matematiska samtal utifrån. I den 
presenterade forskningen har den matematiska dialogen (som kan ske med hjälp 
av rika problem) en viktig roll eftersom skolans undervisning i matematik i övrigt 
förefaller vara tyst. 

Rika problem för specifika matematiska idéer eller strategier 

De problem som väljs ut för att uppnå matematiska mål måste vara mer specificerade och 
jag uppfattar också att de kräver en tydlig styrning av läraren för att målen ska uppfyllas. 
I många fall kanske detta mål är givet av den kurs som problemlösandet ingår i.
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 Dessa tre motiv för att arbeta med problem hör ihop och måste förenas i en rik 
undervisning. 

2.7 	 Slutdiskussion
Följande frågeställningar har behandlats:

•	 Vad är problemlösning och hur ser olika forskare på det?
•	 Varför och hur ska elever lösa problem?
•	 Vilka olika aspekter finns det av problemlösning? 
•	 Vad menar olika forskare med ”rika problem”? 

Dessa fyra frågeställningar vill jag sammanfatta i kriterier för problemen och mål 
för undervisningen.

Matematiska mål nås utifrån arbete med följande fokus  
på problemet

		  Matematisk idé 

 	 Rutinuppgift

Uppgift 		  Strategi

	 Rikt problem

		  Representationer/uttrycksformer

Matematisk medvetenhet nås med följande fokus på undervisning

 		  Matematiska resonemang och argument

	 Induktivt

Arbetssätt 		  Metakognition och självuppfattning

	 Deduktivt

		  Transfer, tolkning och överföring

Figur 4: Beskrivning av två skilda fokus för problemlösning. Dessa hänger intimt 
samman och kan i verksamheten inte skiljas åt. 

•
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Problemlösning kan handla om den matematik som eleverna använder och lär 
genom att lösa ett problem, en personlig kunskap som bekräftas vid problemlös-
ningen. Problemet kan vara konstruerat för att eleverna ska lära sig ett matematiskt 
begrepp, en matematisk strategi eller använda sig av olika representationsformer vid 
problemlösningsprocessen. Problemlösning kan också handla om att tillägna sig 
ett matematiskt språk. Denna kunskap som bekräftas via ett matematiskt samtal, 
ett logiskt resonemang. En metodisk kunskap som innefattar problemlösningens 
olika faser. En kunskap om att matematik används i många sammanhang och att 
samma matematik används för att lösa olika problem. En transferkunskap där 
uttrycksformer/representationer kan vara ett sätt att lösa och beskriva en uppgift. 
Dessa kunskaper är en form av metakunskaper om problemlösningsprocessen och 
de färdigheter som man använder är ett hantverk för att lösa problem. Till dessa 
kunskaper räknas även metakognition som är en väsentlig del av elevernas kunskap 
om det egna lärandet men det krävs att läraren medvetandegör eleverna om hur 
de lär sig. Om avsikten med problemlösning är att lära ett specifikt matematiskt 
område men också att upptäcka det matematiska språket så måste valet av uppgift 
och arbetssätt samordnas. De som arbetar med problemlösning (vanligen läraren 
och eleven) måste veta vad det ska gå ut på. Läraren måste kunna anpassa problemet 
till eleven och veta vilken kunskap som aktualiseras av den specifika uppgiften, men 
även eleven måste veta vad det går ut på och vad han/hon ska lära sig. 

2.7.1 	 Vad karaktäriserar problemlösningsuppgiften?

Flera av de tidigare nämnda forskarna har beskrivit vilka krav man ska ställa på ett 
problem. Särskilt Schoenfeld har formulerat fyra villkor som han anser ska gälla 
för ett problem:

1.	Problemet ska vara lätt att förstå.
2.	Problemet ska kunna lösas på flera olika sätt. 
3.	Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer eller vissa lösnings-

strategier. 
4.	Problemet ska leda till nya bra problem. 

Björkqvist anknyter till punkt tre men han utvidgar kraven på problemen ytterliggare 
genom att låta problemen koppla samman matematiskt olika områden då han näm-
ner att de rika problemen ska vara brobyggare mellan olika matematiska områden. 
Även Guzman (2001) tar upp det matematiska i problemet då han säger att det ska 
vara en blandning av matematisk aktivitet och demonstration av matematik. Silver 
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tar upp punkt fyra när det gäller att formulera nya problem (problem-posing). En 
anknytning till detta finns i Jaworskis (1994) beskrivning då hon tar upp att eleverna 
ska associera skolmatematiken till verksamheten utanför skolan. Mycket av den forsk-
ning som jag försökt beskriva visar på den viktiga matematiska dialogen. Matematiska 
resonemang har inte nämnts i något av de kriterier eller mål som jag har funnit hos 
forskarna men det matematiska samtalet beskrivs ingående av Lakatos (1976), Scho-
enfeld (1985) Jaworski (1994), Pólya (1945, 1954, 1962), Jonsson (1919), Wistedt 
(1992), Dunkels (1996) samt Lithner (2001). Samtal i matematik med matematiska 
resonemang torde leda till ett språk som i sig kan innebära ett lärande.

2.7.2 	 Vad lär man sig genom att lösa matematiska problem?

I min litteraturstudie har jag funnit en mängd argument för problemlösning som 
jag försökt lyfta fram som väsentliga. Matematisk problemlösning är en praktisk 
verksamhet enligt Pólya (1945) och enligt Ahlberg (1992) är problemlösning en 
resonemangsprocess. Enligt Schoenfeld innebär problemlösningsförmåga fyra skilda 
kompetenser: resurser, heuristik, kontroll och individens inställning till matematik 
(belief ). Jag skulle själv vilja sammanfatta det så här: Problemlösning i matematik 
leder till och förutsätter många olika kunskaper och färdigheter. Avslutningsvis vill 
jag formulera kriterier för ett problem som ska leda till matematisk medvetenhet 
och specifik kunskap. De problem som uppfyller dessa kriterier benämner jag som 
rika problem. Med denna definition avgränsar jag rika problem från rutinuppgifter 
och problem i allmänhet. 

1.	Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer eller vissa lösnings-
strategier.

2.	Problemet ska vara lätt att förstå och alla ska ha en möjlighet att arbeta med 
det.

3.	Problemet ska upplevas som en utmaning, kräva ansträngning och tillåtas ta 
tid.

4.	Problemet ska kunna lösas på flera olika sätt, med olika strategier och repre-
sentationer.

5.	Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrån elevernas 
skilda lösningar, en diskussion som visar på olika strategier, representationer 
och matematiska idéer.

6.	Problemet ska kunna fungera som brobyggare.
7.	Problemet ska kunna leda till att elever och lärare formulerar nya intressanta 

problem.

•
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Vid lösning av rika problem får eleven lära sig matematik genom att upptäcka, 
utvidga, fördjupa och använda sina matematiska kunskaper samt genom att öka 
sin matematiska medvetenhet.
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3 	 Analys av några problem
– exemplen Bitar, Tornet och Skolvägen, en studie om 
matematiska idéer och representationer i tre ”rika  
problem”.

Matematik är konsten att undvika räkning (Okänd)

I denna artikel analyserar jag tre problem teoretiskt för att se hur kriterierna fungerar 
för dessa. Analysen består av en teoretisk genomgång och exempel på lösningar, dessa 
används som illustration till den teoretiska genomgången. De tre problem jag har 
undersökt är alla inbördes olika. I den teoretiska genomgången av problemen visar jag 
exempel på problemens matematiska idé, ger förslag på strategier och visar på olika 
representationer. Lösningsexemplen jämförs med den teoretiska genomgången av 
problemen. Utifrån detta diskuteras sedan vilka matematiska idéer och vilka strategier 
som användes, hur problemen fungerade som brygga mellan matematiska områden 
och om problemen kunde leda till en utvidgning av den matematiska kunskapen. 
Slutligen diskuteras problemens förutsättningar för att fungera som rika problem 
i klassrumsundervisning. Här beskrivs också en särskild fortbildningssatsning med 
lärare i skolår 7-9. Denna satsning initierades från Skolverket för att ge lärare en 
möjlighet att lära sig mer om problemlösning. 

3.1 	 Inledning
Problemlösning i matematik är inte en entydig aktivitet med bestämda uppgifter. 
Som lärare och lärarutbildare i matematik med intresse för problemlösning har 
jag funnit att det är en mängd olika faktorer som blir avgörande för vad eleverna 
lär sig då de löser matematiska problem. De faktorer jag upptäckt som viktiga är 
bland annat, hur läraren väljer problem till eleverna, vilket arbetssätt som läraren 
planerat för och vilka hjälpmedel eleverna har tillgång till. Men störst betydelse 
har det om elevernas lösningar sedan används av läraren som utgångspunkt för den 
fortsatta undervisningen. För att problemet ska bli värdefullt för elevernas lärande 
och kunna användas i undervisningen måste problemet väljas på ett medvetet sätt. 
Min erfarenhet av undervisning med problemlösning är att den kräver ett annat 
arbetssätt, ett arbetssätt där elevernas egna lösningar får bli viktiga, en elevdriven 
undervisning i stället för en lärar- eller läroboksdriven. De studenter och lärare 
som jag arbetat med och som deltagit i fortbildning har delat min erfarenhet av att 
problemlösning för många innebär en ökad variation och därmed också en ökad 
arbetsglädje under matematiklektionen. 
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I denna artikel ska jag undersöka problem för att se vilka matematiska idéer 
som finns i dem, vilken matematik det är möjligt att lära sig för de elever som löser 
problemet. Den matematik som finns i problemet blir avgörande för om jag ska 
välja problemet att arbeta med tillsammans till eleverna. Eftersom undervisningen 
i matematik följer en planering och utveckling så måste problemen väljas beroende 
på vad eleven för tillfället arbetar med och kan, samt vad eleven för tillfället står i 
begrepp att lära sig. Problemen måste anpassas till eleverna och i viss mån även till 
läroboken. Detta får inte tolkas så att eleverna inte får möjlighet att arbeta med 
nya okända moment utan problemen måste vara en utmaning för eleven. I denna 
del undersöker jag inte hur problemen fungerar i specifika elevgrupper eller under-
visningsgrupper utan jag tittar bara på vilka möjligheter som finns i problemen. 
I en kommande rapport avser jag att undersöka problemen i olika elevgrupper i 
undervisningssituationer.

I artikel ett utredde jag vissa termer som jag använder mig av här. I denna artikel 
fortsätter jag med att undersöka ett urval av problem och titta på vilka kriterier som 
varje problem uppfyller samt visa exempel på lösningar. Jag ska också ge exempel på 
hur problemen har använts i fortbildningskurser genom att beskriva den fortbildning 
som skett inom Matte-NOT projektet. 

3.2 	 Bakgrund 
Kursplanen Lpo 94 lägger större vikt än tidigare kursplaner vid att eleverna ska utveckla 
sin matematiska förmåga genom att lösa problem (Wyndhamn m.fl., 2000). I denna 
förmåga ligger även att se meningen med att kunna använda matematik i nya samman-
hang och att kunna resonera och argumentera för sina slutsatser. Kursplanen betonar 
också nödvändigheten av att arbeta med vardagsnära problem. Undervisningen i ma-
tematik är starkt beroende av lärobokens uppgifter. Nästan hälften (49 %) av eleverna 
i årskurs 9 hade mycket sällan eller aldrig arbetat med andra matematikuppgifter än de 
som finns i läroböckerna, enligt den nationella utvärderingen 1992 (Skolverket, 1993). 
De nationella proven är en tolkning av läroplanens syn på kunskap och inlärning. 
Detta har inneburit att dessa prov även består av mer omfattande uppgifter. En orsak 
till detta är också att proven ska ge stöd för lärarens bedömning av elevens förmåga att 
använda, uttrycka och utveckla sina kunskaper på ett kreativt sätt (Wyndhamn m.fl., 
2000; Pettersson 1997). I läroböckerna, som dominerar undervisningen, är de flesta 
problem slutna dvs. de har ett enda rätt svar. Problemen står i slutet av ett bestämt 
matematiskt område varför eleverna på förhand vet vilken matematik de ska använda 
för att lösa problemen. Problemen är av typen benämnda uppgifter, textuppgifter som 
handlar om en inövad räknemetod (Wyndhamn m.fl., 2000).

•
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I matematik innebär problemlösning att man arbetar med problem där man 
inte i förväg vet vilka strategier eller vilken matematik man ska använda (se artikel 
ett). För detta ändamål kan det vara väsentligt att konstruera särskilda problem och 
analysera dessa för att se vad eleverna kan lära sig och efter det att eleverna arbetat 
med problemen, se vad de faktiskt lärde sig.

3.3 	 Matte – NOT – en presentation
Skolverket och Verket för högskoleservice startade 1994 en nationell satsning på 
naturvetenskap och teknik (NOT) som fortfarande pågår (2003). I denna satsning 
ingick inte matematik. Skolverket satsade därför på ett kompetensutvecklingsprojekt 
i matematik som erbjöds till alla NOT-kommuner 1998. Fyra kommuner tackade 
ja och ett fortbildningsprojekt startade. Detta riktade sig till matematiklärare som 
undervisade på högstadiet, särskilt skolår 8. Denna årskurs valdes ut för att det 
skulle vara möjligt att undersöka om dessa elever presterade bättre på någon del av 
det nationella provet för skolår 9. Resultat av detta sammanställdes inte. Projektet 
pågick under en termin med två dagars uppföljande utvärdering under den efter-
följande terminen. Lärarna erbjöds därefter fortlöpande kontakt med kursledare 
och övriga kursdeltagare. 

Genomförande 

En projektgrupp bildades med Skolverket, PRIM-gruppen (nationella provgrup-
pen för skolår 5 till kurs A på gymnasiet) och kursledare från fyra olika högskolor. 
Denna grupp träffades regelbundet under den termin som fortbildningen pågick 
och planerade kurstillfällena för de deltagande lärarna. Vid dessa träffar diskute-
rades kursens mål och innehåll, vilka olika erfarenheter som kursledarna fick vid 
kurstillfällena och vilka nya problem som skulle testas i lärarnas klasser. Min roll i 
detta projekt var att vara kursledare och samordnare med särskilt ansvar för två orter 
samt att vara forskare. Kopplingen mellan fortbildning och forskning gav mig en 
unik möjlighet att pröva ut uppgifter i klasser där jag inte undervisade. Under denna 
satsning kom kriterier för rika problem att växa fram. En del av de elevlösningar 
som lärarna samlade in användes också för analys. De mål som gruppen var överens 
om var att konstruera och testa matematiska problem då arbetet med problemen 
genomfördes på ett medvetet sätt. Detta skulle ske genom att klassernas matema-
tiklärare genomförde undervisning med sina egna elever. Vi i projektgruppen ville 
analysera och bedöma elevresultaten för att se problemets möjligheter. De problem 
vi testade skulle vara olika. Vi ville också se om ett förändrat eller medvetet val av 
arbetssätt innebar något för elevernas och lärarnas arbete med matematik. Avsikten 
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med projektet var också att lärarna skulle få utveckla sin personliga medvetenhet 
och kreativitet i matematik genom att tillsammans diskutera och reflektera kring 
innehåll och arbetssätt. Kursen utvecklades olika för de olika grupperna beroende 
på att lärargruppen i de fyra kommunerna som deltog såg olika ut. Kursledarna 
fördelade inom sig ansvaret för respektive deltagande kommun men hade även ett 
kurstillfälle med de övriga tre kommungrupperna. 

Träffar med kursdeltagare 

Vid varje tillfälle med lärarna, sammanlagt sju träffar, användes ett utvalt problem. 
Problemet hade i vissa fall testats tidigare. Gemensamt för alla problem var att de 
var intressanta och skulle passa för denna elev- och lärargrupp samt hade ett be-
stämt matematiskt innehåll. Dessa problem skulle sedan testas i klassrummet med 
elever. Vid träffen arbetade först läraren själv med problemet. Detta individuella 
arbete motiverades av att vi ville få så många olika lösningar som möjligt och med 
att läraren skulle ges tid att sätta sig in i problemet, göra sin personliga tolkning. 
Sedan diskuterades och jämfördes de olika lösningarna tillsammans med en annan 
lärare och man beskrev för varandra hur man tänkt för att lösa problemet. Därefter 
diskuterade lärarna sina lösningar i tre- eller fyragrupp och valde tillsammans ut 
lösningar som skrevs ner på ett overhead (OH-blad) eller på tavlan, detta för att alla 
lärare skulle få se flera olika lösningar. I denna redovisning påvisades olika val av 
lösningsstrategi och lärarna beskrev vilken matematik de hade arbetat med. Motivet 
för detta arbetssätt är att lära genom att beskriva sin egen lösning för andra och 
argumentera för denna och samtidigt förstå hur någon annan har löst problemet. 
Detta är en viktig källa till att lära sig lösa problem, men också till att byta strategi 
om det visar sig att någon annan har en bättre metod. Därefter diskuterades och 
analyserades lösningarna. Analysen fokuserades på den matematik som användes 
för att lösa problemet men också den matematik eleverna kunde lära sig i arbetet. 
Analysen handlade också om vilka skilda strategier som hade använts. Ett resultat 
av dessa diskussioner blev att det visade sig att olika personer löser problem på 
olika sätt, med olika matematik beroende på vilken matematik man behärskar och 
känner sig trygg med. Även vid val av strategier har man egna argument och väljer 
strategier som man känner sig hemma med. Att lösa genom att pröva kan vara en 
bra strategi för en person medan en annan hellre löser samma problem med ett 
ekvationssystem. Nästa steg blev att alla kommungruppens lärare skulle ge eleverna 
samma problem och genomföra samma arbetssätt i de egna klasserna. Detta för 
att se om vi kunde finna någon bra arbetsmetod där alla elever blev aktiva med 
problemlösning. Vid den följande träffen redovisades elevernas lösningar. Hur hade 
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eleverna lyckats? På vilka olika sätt hade lärarna anpassat problemen till just sin 
klass. Det kunde handla om att presentera problemet muntligt, rita en bild, erbjuda 
konkret material, eller formulera om problemet så att det blev enklare eller svårare. 
Vi hade inte i förväg diskuterat dessa anpassningar utan de uppstod som ett behov 
i den konkreta klassrumssituationen. Därefter gick vi igenom ett nytt problem 
som vi arbetade med på samma sätt och som sedan genomfördes i klassrummet 
samt redovisades vid det följande kurstillfället. Ett sådant arbetssätt, där eleverna 
arbetade med samma problem, leder till att det skapades en kommunikation runt 
ett bestämt problem som innehöll ett avgränsat matematiskt område och några få 
strategier. Elevernas lösningar kom i fokus vid den avslutande redovisningen och 
diskussionen. Varje enskild elevs bidrag blev viktigt och eleverna visste att det finns 
alternativa lösningar och kunde, efter att ha sett kamraternas lösningar, välja en 
annan strategi nästa gång de mötte ett likartat problem. Vid redovisningarna av 
det egna arbetet med elever var det flera av lärarna som visade videoinspelningar 
av undervisningen i den egna klassen. Dessa låg sedan till grund för ytterligare 
diskussioner runt genomförande av problemlösning i undervisning. I slutet av 
terminen var det flera av lärarna som inte ansåg sig ha tid för problemlösningen 
eftersom de hade svårigheter att hinna med ordinarie undervisning och uppgifterna 
i läroboken. Ovana att använda e-post gjorde att de planerade kontakterna inte 
fungerade som det var tänkt och när kursen var avslutad var även kontakten med 
kursledningen utanför kommunen bruten. 

Elevperspektiv

Vi hoppades att de elever som ingick i projektet skulle få mer tid till kreativ pro-
blemlösning och att detta skulle innebära ett ökat intresse för matematik. Genom 
att byta ut lektioner med läroboken mot lektioner med gemensamma problem där 
alla löste samma problem och arbetade utifrån sina förutsättningar hoppades vi att 
eleverna skulle få ett mer variationsrikt lärande. De efterföljande diskussionerna runt 
lösningar och analys av problemet och lösningsstrategier hoppades vi skulle bli po-
sitiva för alla i klassrummet. (Jag återkommer till en beskrivning av problemlösning 
i klassrummet i en annan rapport). Elever som undervisas i en bestämd metod att 
lösa en problemtyp lägger ner all sin kraft på att genomföra metoden i stället för att 
söka efter alternativa lösningsstrategier. Elever tränas inte i att välja metod, eftersom 
även läroboken i vissa fall anger vilken metod som ska användas; t.ex. rita en bild, 
lös med ekvation etc. På detta sätt kan eleven få uppfattningen att det endast finns 
ett korrekt sätt för att lösa problemet.
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Lärarperspektiv 

Vi hoppades att de lärare som deltog i projektet skulle få egen fortbildning i pro-
blemlösning genom att pröva olika strategier på samma problem och genom att se 
vilken matematik som är nödvändig för de olika lösningsstrategierna. Lärarna skulle 
lära av varandra genom att presenterade den egna undervisningen med den egna 
klassen för de andra lärarna. Vi ville också att lärarna bildade sin egen resursgrupp, 
grupper inom kommunen där man kunde fortsätta att diskutera undervisning. Tidi-
gare hade många skolor, särskilt högstadieskolor, ämnesgrupper med ämnesansvariga 
lärare. Idag har skolorna istället arbetslag, där lärarna samarbetar om övergripande 
och elevvårdande frågor. Dessa lärare diskuterar sällan ämnesundervisning eftersom 
de inte har träffar med kolleger som har samma ämne. Verksamheten vid träffarna 
fokuserade på att analysera och bedöma problem samt analysera de lösningar som 
eleverna gjort. Vi arbetade också med anpassning av problemen vilket innebar att 
lärarna konstruerade nya likartade problem. 

Resursgruppen 

Vi ville med dessa återkommande träffar skapa en bredare bas för denna fortbild-
ningssatsning, särskilt för att finna gemensamma mål och vara förankrade i skolans 
kursplaner. Gruppens skilda kompetens och stora erfarenhet av såväl grundutbildning 
som fortbildning var viktiga för att utforma träffarna. Även den samlade erfaren-
heten och kunskapen om provkonstruktion och bedömning av elevprestationer var 
viktiga vid konstruktion och val av uppgifter samt vid den efterföljande analysen 
av elevlösningarna. Dessa träffar fick på detta sätt en karaktär av egen kunskapsut-
veckling för kursledarna. 

Problemtyp 

De problem som valdes var alla olika och syftade till att behandla olika matematiska 
begrepp och skilda strategier. Alla problem var i någon mening rika problem (utan 
att kriterier för dessa var definierade), särskilt vad det gäller att eleverna inte hade fått 
ett förslag på en metod som skulle användas. Vi valde uppgifter där eleverna kunde 
använda olika representationer som t.ex. konkreta, logiskt/språkliga, aritmetiska/
algebraiska, geometriska och grafiska (McCoy m.fl., 1996).

3.4 	 Syfte och frågeställning 
Problemlösning i skolan kan vara en aktivitet då elever lär sig matematik och an-
vänder matematiska strategier. För att detta ska vara möjligt måste läraren veta vilka 
problem som för tillfället är lämpliga för eleverna, vilken matematisk idé som finns 
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i problemet. Syftet med denna studie är att så noga som möjligt teoretiskt analysera 
ett urval av problem för att se om de kan fungera som rika problem. Rika problem är 
problem som är definierade genom att de uppfyller vissa kriterier (se nedan). Syftet 
är också att söka lösningar, som kan illustrera den teoretiska genomgången och se 
om problemen har förutsättningar för att fungera som rika. Därefter vill jag också 
diskutera vad som krävs av läraren för att problemet ska kunna användas som ett 
rikt problem eller vad som kan göra att det inte blir det. Detta leder till följande 
frågeställningar: 

Hur väl uppfyller de valda problemen kriterierna?

Vilka förutsättningar har problemen för att fungera som rika problem i 
undervisningen?

Presentation av kriterierna för rika problem 

I första artikeln kom jag fram till följande kriterier för att ett problem ska definieras 
som rikt. Den första frågan hänsyftar till dessa kriterier. 

1.	Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer eller vissa lösnings-
strategier. 

2.	Problemet ska vara lätt att förstå och alla ska ha en möjlighet att arbeta med 
det.

3.	Problemet ska upplevas som en utmaning, kräva ansträngning och tillåtas ta 
tid.

4.	Problemet ska kunna lösas på flera olika sätt, med olika strategier och repre-
sentationer. 

5.	Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrån elevernas 
skilda lösningar, en diskussion som visar på olika strategier, representationer 
och matematiska idéer. 

6.	Problemet ska kunna fungera som brobyggare mellan olika matematiska 
områden.

7.	Problemet ska kunna leda till att elever och lärare formulerar nya intressanta 
problem.
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3.5	 Analys 
I detta avsnitt beskriver jag vad jag vill undersöka och vilka kriterier som jag 
kan analysera teoretiskt och hur dessa kan illustreras med exempel på lösningar. 
Först gör jag en rent teoretisk genomgång som visar på problemets matematiska 
innehåll och alternativa lösningsstrategier samt representationsformer. Sedan gör 
jag en genomgång av lösningsexempel, insamlade i samband med undervisning 
och lärarutbildning, som analyseras utifrån kriterierna. Dessa analyseras för att 
diskutera vilka av problemets möjligheter som kan utnyttjas vid undervisningen. 
Slutligen diskuterar jag om problemet kan anpassas till olika elever, om problemet 
kan fungera som en brygga mellan olika matematiska områden och om problemet 
kan utvidgas och på det sättet leda till nya intressanta problem. De lösningar som 
används för att illustrera har samlats in från fyra skilda håll; från lärare som gått 
fortbildningskurser och frånderas elever, från studenter i lärarutbildningar och de 
elever som dessa studenter mött i sin verksamhetsförlagda utbildning. Här har jag 
inte skilt mellan lösningar från olika problemlösare eftersom syftet är att studera 
problemen och deras inneboende möjligheter, inte att undersöka problemlösarens 
förmåga att lösa problemet.

3.6 	 Teoretisk genomgång 
Denna genomgång syftar till att undersöka problemens möjligheter att användas 
som rika problem. Jag har valt att titta på problemets matematiska idé och lös-
ningsstrategi, detta motsvarar kriterium 1 för rika problem som både Silver och 
Schoenfeld tar upp som väsentliga vid arbete med problemlösning (Silver & Cai, 
1996; Schoenfeld, 1991). 

3.6.1 	Matematiska områden/matematiska idéer 

PISA (PISA 2002) är en studie för bedömning av 15-åringars kunskaper i matematik, 
särskilt när det gäller vardagsfärdigheter. Studien har genomförts i OECD-länderna. 
I samband med denna studie satte man upp en lista för ”mathematical big ideas” 
som innefattar följande: 

•	 Chance, (slump)
•	 Change and growth, (förändring och tillväxt)
•	 Space and shape, (rum och form)
•	 Quantitative reasoning, (kvantitativa resonemang) 
•	 Uncertainty, (osäkerhet)
•	 Dependency and relationship, (beroende och samband)

•
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Här ser jag en svårighet i att göra en korrekt överföring till svenska förhållanden 
eftersom dessa termer inte förekommer i våra kursplaner. Var och en av dessa sex 
stora matematiska idéer innehåller flera matematiska begrepp och procedurer.
 

•	 En annan indelning av matematiken är beskriven av Steen (1990). 
•	 Pattern (mönster)
•	 Dimension (dimension)
•	 Quantity (kvantitet)
•	 Uncertainty (osäkerhet)
•	 Shape (form)
•	 Change (förändring)

Denna indelning överensstämmer i hög grad med den som Pisa gjort. 
Hiebert (1986) delar upp matematik i att förstå särskilda matematiska begrepp 

och att samordna dessa med särskilda matematiska procedurer. Varje matematiskt 
område innehåller på detta sätt sina specifika matematiska begrepp och procedurer. 
Samtidigt förekommer många begrepp och procedurer i flera områden.

De svenska kursplanerna för grundskolan och gymnasiet nämner istället de 
matematiska områdena aritmetik, algebra, geometri, funktionslära och statistik. 
Beroende på vilken kursplan man studerar förekommer även mätningar, sanno-
likhetslära, trigonometri, differential- och integralkalkyl (Skolverket, 2000). De 
matematiska områden som jag har utgått ifrån är de som oftast presenteras i dessa 
kursplaner och läroböcker (se figuren nedan). Problemet analyseras för att finna vil-
ket matematiskt område och vilken matematisk idé som finns i problemet. Kan det 
lösas inom områdena aritmetik/algebra, geometri, funktionslära och/eller statistik/
sannolikhetslära? Jag väljer att låta matematiska idéer innefatta begrepp och proce-
durer som dels förekommer specifikt inom varje område men också övergripande 
i flera av de matematiska områdena. Exempelvis förekommer begreppet rationellt 
tal specifikt i aritmetik och proceduren bråkräkning i andra områden. Schematiskt 
tänker jag mig och använder här uttrycken matematiskt område och matematisk 
idé på följande sätt
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Matematiska idéer	 Matematiska områden

				    Aritmetik/Algebra	

	 Begrepp		   

				    Geometri

som			   i 

				    Funktionslära/Matematisk analys

	 Procedurer

				    Statistik/Sannolikhetslära

3.6.2 	Lösningsstrategi

Valet av strategier och heuristiska lösningsmetoder är sammanbundna med varandra 
(Pólya, 1945; Schoenfeld, 1985). Jag har här valt de strategier som Lester (1996) 
har definierat. Flera av dessa strategier är också matematiska idéer t.ex. att söka ett 
mönster. Att skriva upp en ekvation är t.ex. också en matematisk idé som även hör till 
det matematiska området algebra. Här är de strategier som Lester ger exempel på:

•	 välja en eller flera operationer att arbeta med
•	 rita bilder 
•	 söka mönster
•	 arbeta baklänges
•	 göra en lista
•	 skriva upp en ekvation
•	 dramatisera situationen
•	 göra en tabell eller ett diagram
•	 gissa och pröva
•	 lösa ett enklare problem
•	 använda laborativa material eller modeller

3.6.3 	Representationsform

Utöver matematiskt område/matematisk idé och strategi diskuteras lösningarnas 
redovisade representation, detta motsvarar kriterium 4 och 5 och dess betydelse 
framhålls av bl.a. Silver (1985). Jag väljer att dela in representationerna i fyra olika 
typer (se nedan) som motsvaras av dem som Mc Coy m.fl. har definierat. (McCoy 
m.fl., 1996). Jag har även beskrivit detta mera ingående i första artikeln. 

•
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•	 Konkret representation innebär att eleven har avbildat ett verkligt eller tänkt 
material. 

•	 Logisk/språklig representation innebär att lösningen förklaras med hjälp av 
det svenska språket. Eleven har inte förkortat beskrivningen med matematiska 
symboler. 

•	 Aritmetik/algebra/analys, representation med matematiska symboler.
•	 Grafisk/geometrisk representation visar i bild hur uppgiften är löst. Bilden är 

en vedertagen abstraktion t.ex. rutnät, tabell eller koordinatsystem (Janvier, 
1987). 

Matematisk idé, matematiskt område, strategi och representation är intimt förknip-
pade med varandra. Exempelvis är att skriva upp en ekvation en strategi som hör till 
det matematiska området algebra och bygger på den matematiska idén att lösa en 
ekvation. I detta exempel är representationsformen algebra. Jag anser det väsentligt 
att diskutera dessa olika ingångar till att angripa problemet på. 

3.7 	 Lösningsexempel
Efter den teoretiska genomgången söker jag lösningsexempel för att se vilka av dem 
som kan illustrera teorierna. Jag undersöker också om de insamlade lösningarna kan 
visa på exempel där problemet kan anpassas till olika elever, och om det kan använ-
das som brygga mellan olika matematiska områden samt om problemet kan leda 
till formulering av nya kreativa problem. Denna diskussion sker utifrån problemets 
möjligheter att fungera som ett rikt problem i enlighet med de kriterier jag satt upp. 
Här tittar jag speciellt på kriterium 2 som handlar om anpassning, hur problemet 
anpassas till olika elever. Kan problemet formuleras enklare eller göras som en större 
utmaning? Detta är ett kriterium som Lester och Schoenfeld lyft fram (Lester, 1983; 
Schoenfeld, 1991). Jag uppehåller mig också vid följande frågor: Vilka möjligheter 
finns det för att problemet ska fungera som en brygga mellan olika matematiska 
områden (kriterium 6)? Detta kriterium tas upp av Silver (1985) och Björkqvist 
(1999). Jag ger exempel utifrån de lösningar som presenteras. Problemets möjliga 
utvidgning; kan det leda till konstruktion av nya intressanta problem (kriterium 
7)? Detta kriterium tar Schoenfeld (1991) upp när han beskriver meningen med 
att syssla med problemlösning? Huruvida problemet upplevs som en utmaning, 
kräver ansträngning och tillåts ta tid kan jag inte besvara med det material som jag 
har. Detta kriterium (kriterium 3) som särskilt har betonats av bl a Lester (1983) 
hoppas jag kunna återkomma till i en senare studie.
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3.8 	 Sammanfattande diskussion av problemet
Här diskuterar jag problemet utifrån den teoretiska genomgången och de lösnings-
exempel som jag valt för att illustrera kriterierna och testa problemens möjligheter 
att fungera som rika.

Analysen kan sammanfattas i följande bild:

	 Teoretisk genomgång	  	 Lösningsexempel

		 Sammanfattande diskussion av problemet

3.9 	 Presentation av problemen
De tre problem som jag har valt ut för att analysera är olika och jag har valt dem för 
att ge en så varierad bild som möjligt. Varje problem behandlas för sig. I samband 
med analysen har jag även använt mina kolleger för att, om möjligt, begränsa den 
subjektiva delen av analysen. I de fall vi varit oense har vi diskuterat oss fram till en 
gemensam lösning med forskningsmetoden persontriangulering. 

•	 Bitar
•	 Tornet
•	 Skolvägen

3.9.1 	Bitar

32 bitar kostar 10 kronor. Hur många bitar får du för 25 kronor?

Teoretisk genomgång

Matematiska områden/matematiska idéer 

Aritmetik/Algebra

Dubbelt och hälften är grundläggande aritmetiska begrepp som kan illustreras med 
bitar och kronor. 

Successiv halvering med enheter: 32 bitar för 10 kronor, 16 bitar för 5 kronor, 8 
bitar för 2,50 kronor, 4 bitar för 1,25 kronor, 2 bitar för 0,625 kronor, 1 bit för 
0,3125 kronor. 

•
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Problemet kan lösas med successiv fördubbling utan enheter (3210, 6420, 
64+1620+5, 8025).

Problemet behandlar algebraiska begrepp som proportionalitet och beskrivs i ett 
bråkuttryck. 

Problemet utgår från naturliga tal och går över i rationella tal uttryckta i bråkform 
och decimalform.

Problemet kan uttryckas med en ekvation        =
x32x
10

 

Funktionslära/Matematisk analys

Problemet kan presenteras genom sambandet y = 3,2 · x, där y är antal bitar för x 
antal kronor då 3,2 bitar kostar 1 krona.

Problemet kan även formuleras så att det leder till sambandet y = 0,3125 · x där y 
är kostnaden för x bitar då 1 bit kostar 0,3125 kronor. 

Lösningen kan även beskrivas som punkter på en rät linje i ett koordinatsystem och 
visa på skillnad mellan kontinuerlig funktion och diskret funktion.

Strategier

De strategier som jag ger exempel på är ett urval av de som Lester har presenterat. 

Operationer

I detta exempel är operationer aritmetiska uträkningar.

Addition, successiv uppräkning med dubbelt.

Multiplikation 25 kronor är 2,5 mer än 10 kronor leder till operationen 2,5 mul-
tiplicerat med 32 bitar.

Division med två för att få hälften. 

Ekvationer 

Ett algebraiskt uttryck med x som obekant. 

xxx
25

=
x32x
10

Leder till lösning av uttrycket x = 25 · 
x32x
10

 

xxx
25
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Tabell 

En matris med samband som så småningom kan leda in på ett funktionsuttryck. 
Sambandet mellan pris och antal bitar.

bitar kronor
32 10
16  5
64 20
80 25

Representationer 

Jag har här valt fyra olika representationsformer.

	Aritmetisk/Algebraisk representation	 Grafisk/Geometrisk representation
	Lösningar med matematiska symboler	 Koordinatsystem med två givna  
		 punkter

Aritmetisk		  antal bitar

10 kronor	 32 bitar

 1 krona	
x32x
10

bitar 

25 kronor	 25 · x32x
10

 bitar

Algebraisk

Antag att man får x st bitar för 25 kr.
Då är					     Uppställning i tabell

xxx
25

 = x32x
10

x = 25· 3,2 = 80
Man får 80 st bitar för 25 kr.

	

Konkret representation	 Logisk/språklig representation
Grupperingar med konkret material	 Lösning som även kan redovisas 
		  muntligt

För 10 kr får man 32 bitar. För 20 
kr får man 64 bitar. För 30 kronor 
får man 96 bitar.
Det är 16 bitar för många. Men 16 
bitar är hälften av 32 bitar. Alltså 
betalar man bara 5 kr för 16 bitar. 
Alltså ska man betala 25 kr om man 
vill ha 80 bitar. 	

	 32	 32	 16

	 10 kr	 10 kr	 5 kr

•
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Lösningsexempel 

Matematiska områden/matematiska idéer 

I lösningsexemplen förekommer följande exempel på matematiska områden/
idéer:

 

Exempel 1	 Exempel 2

Exempel 1 har som matematisk idé de aritmetiska operationerna dubbelt, hälften, 
addition utförda som huvudräkning. I exempel 2 är uppgiften löst med multipli-
kation och lösningen redovisar en övergång från heltal till rationella tal. 

 

Exempel 3	 Exempel 4

I exempel 3 (se ovan) finns en lösning som bygger på en ekvation och räkneopera-
tionerna division och multiplikation. Exempel fyra redovisar en lösning med det 
matematiska begreppet procent.
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Strategier 

Olika strategier finns som följande exempel:

I exempel 1 (se ovan) är lösningen presenterad i en tabelliknande uppställning som 
är lätt att följa med räkneoperationerna dubbelt, hälften och slutligen addition.

 

Exempel 5	 Exempel 6

Exempel 5 presenterar en lösning med strategin arbeta baklänges. Den matematik 
som används är hälften upprepade gånger. Talområdet utvidgas från de hela talen 
till de rationella talen.

Man kan finna flera olika representationsformer i lösningsexemplen. Här följer 
några:

Representationer

Konkret representation, avbildning av en lösning blir i detta problem enkla och är 
troligen gjorda av yngre elever. I exempel 6 ovan har problemet lösts genom att alla 
bitar har ritats upp och svaret sedan beräknats genom uppräkning. 

Logisk/språklig representation är exempel 5 ovan där förklaringen också görs med 
ett språkligt uttryck.

Aritmetisk representation dominerar på detta problem. Samtliga lösningar är gjorda 
med användning av matematiska symboler. Ett uttryck med x som obekant dvs. ett 
algebraiskt uttryck förekommer i exempel 3 och 7. 

Grafisk bild som t.ex. tabell är en annan typ av representation som i exempel 1 ovan. 
I övrigt förekommer det inga grafiska lösningar på detta problem.

•
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Anpassning, brygga och utvidgning 

Man kan visa detta med följande exempel:

Eftersom problemet kan lösas enbart med hela tal men även med en övergång till 
rationella tal passar det elever med olika förkunskaper. Strategin att förenkla eller att 
rita en lösning samt att lösa med procent eller en ekvation följer det upplägg som 
elevernas skolmatematik gör i läroböckerna. Detta problem kan fungera som en 
brygga mellan dessa olika matematiska områden men också fungera som en övergång 
från ett proportionalitetsuttryck till en linjär funktion som i exempel 7. 

 

Exempel 7	 Exempel 8 

Anpassning: Hur väl passar problemet elever med  
skilda förkunskaper?

Problemet kan lösas av elever som enbart känner till naturliga tal. Lösningen kan 
då ritas eller skrivas utan att additionen med symboler skrivs ut, exempel 6 är en 
lösning där uppräkning (räkneramsan) kan vara en tillräcklig kunskap för att lösa 
problemet. Elever som utvidgat sitt Talområdet till att omfatta även rationella tal 
i decimalform kan lösa problemet som i exempel 8. För elever som arbetar med 
procent kan exempel 4 vara en möjlig lösning. Ett generellt uttryck för antalet bitar 
som beroende av antalet kronor är en lösning som en elev kan göra som lärt sig 
begreppet funktion. Problemet kan lösas med hjälp av många olika matematiska 
idéer. Beroende på vilken matematisk idé man väljer så kan problemet passa olika 
elever. Problemet har en inre kvalité som innebär att det kan lösas av elever med 



76

olika förkunskaper. Eleverna verkar anpassa lösningsprocessen till sina förkunskaper 
vad gäller matematisk kunskap genom att t.ex. välja talområde eller 

Anpassning: Hur kan problemet formuleras om för att bli  
enklare eller svårare?

Följande exempel skulle kunna vara ett alternativ till uppgiften då eleven kan arbeta 
vidare till ett generellt uttryck. Istället för frågan hur många bitar får man för 25 
kronor, kan man ställa frågan hur många bitar får man för _ kronor. Problemet 
är utvidgningsbart, dvs. det kan skrivas om så att svårighetsgraden successivt ökar.

1.		Hur många bitar får man för 20 kronor?	 (enklare uppgift)
2.		Hur många bitar får man för 25 kronor?	 (ursprunglig uppgift)
3.		Hur många bitar får man för 45 kronor?	 (svårare uppgift)
4.		Hur många bitar får man för 60 kronor?	 (svårare uppgift)
5.		Hur många bitar får man för x kronor?	 (svårare uppgift)
6.		Vad kostar y bitar?	 (svårare uppgift)

Alla elever kunde arbeta med problemet för att finna en lösning (kriterium 2). Det 
gjordes inga anpassningar av något slag. Det fanns inget behov av anpassning för att 
göra det lättare. Däremot kan det ha funnits elever som inte fick någon utmaning 
(kriterium 3).

Hur väl fungerar problemet som brygga mellan olika  
matematiska områden?

Problemet kan vara en brygguppgift för övergången från naturliga tal till rationella 
tal både i bråkform och i decimalform. 32 bitar för 10 kronor, 16 bitar för 5 kronor, 
3,2 bitar för 1 krona 

( x32x
10

= x16x
5

 = 
x3,2x

1
= 3,2). 

Detta redovisas i exempel 8.
Problemet kan utvidgas till att beräkna kostnaden för 60 bitar ( x32x

10
= x60x

x
) eller 

antalet bitar för

40 kronor ( x32x
10

= xxx
40

)

Inga exempel av denna typ redovisades.

•
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Problemet kan fungera som en brygga från aritmetiska operationer till ekvationer. 
För att visa på detta behövs det fler olika exempel på mellanformer som binder 
ihop exempel 1 och 3. 

En funktion för en rät linje (se grafisk representation i matrisen B ovan) med bitar 
som exempel kan leda in till utvidgningar där funktionen blir en matematisk mo-
dell som beskriver sambandet mellan tid och pengar eller tid och temperatur t.ex. 
veckopeng, telefonkostnad och temperaturmätning. Diskussionen kan behandla 
diskreta och kontinuerliga funktioner.

Vilka utvidgningar kan man göra för att formulera problem med 
samma matematiska idé?

Utvidgningen innebär att finna ett generellt uttryck, att identifiera problemtypen 
och kunna formulera matematiskt liknande problem. I detta fall kan nya problem 
handla om andra tillämpningar av proportionalitet eller reguladetri, som till exempel 
valutaväxlingar och jämförpriser. Genom att välja andra enheter kan man formulera 
nya problem. T.ex. 10 pund kostar 140 kronor. Hur många kronor får man för 25 
pund?	

Sammanfattning av problemet Bitar

Matematiska områden/matematiska idéer

De flesta har löst uppgiften med aritmetik och använt sig av räkneoperationerna 
addition, multiplikation och division. Ett exempel på ekvationslösningar med x 
som obekant visar att den som gjort lösningen har arbetat med algebraiska uttryck. 
I exempel 7 finns en utförlig redovisning med antagande men en felaktig uppställ-
ning som ändå leder till ett korrekt svar. Lösningar med naturliga tal förekommer 
i exempel 1, 3, 4, 6. Flera av lösningarna kommer också in på rationella tal såsom 
exempel 2, 5, 7, 8.

Strategier

Operationerna som använts är addition, multiplikation och division (hälften). 
Ekvationer förekommer i exempel 3 och 7. Det förekommer lösningar som visar 
på kunskap om procent som exempel 4 och funktionslära som exempel 7. Det fö-
rekommer inga grafiska lösningar med exempelvis tabell men i exempel 1 redovisas 
en lösning som är tabellartad. 
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Representationsformer

Det förekommer flera varianter av representationsformer vid redovisningen av 
lösningar på detta problem. Konkret (exempel 6), aritmetisk/algebraisk (exempel 
2, 3, 4, 7) logisk/språklig (exempel 5) och geometrisk/grafisk med tabell (exempel 
1). De aritmetiska operationerna som både förekommer som lösningsstrategi och 
matematisk idé dominerar även som representationsform.

Anpassning, brygga och utvidgning

Problemet kan passa för olika elever genom att det kan lösas på en mängd olika sätt 
med naturliga tal och aritmetik eller med procent och rationella tal eller för den som 
så önskar med en ekvation eller ett funktionsuttryck. Problemet kan fungera som en 
brygga mellan talområden, en brygga mellan olika matematiska områden eller som 
en brygga mellan olika strategier. Problemet kan utvidgas till ett enklare problem eller 
till en svårare och då leda in i en mer avancerad matematisk modell. Utvidgningen 
kan även innebära att finna ett generellt uttryck, att identifiera problemtypen och 
att formulera matematiskt liknande problem. I detta fall kan nya problem handla 
om andra tillämpningar av proportionalitet som till exempel valutaväxlingar och 
jämförpriser. Genom att välja andra enheter kan man formulera nya problem.

3.9.2 	Tornet 

1. Hur många kuber behövs för att bygga tornet på bilden?
2. Hur många kuber behövs det för att bygga ett liknande torn som är 12 st 

kuber högt?
3. Hur många kuber behövs det för att bygga ett liknande torn som är n st 

kuber högt?

•
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Teoretisk genomgång

Matematiska områden/matematiska idéer

Aritmetik/Algebra

Figur nr 1 2 3 4 5 6 n
Antal klossar totalt 1 6 15 28 45 66
Ökning= Antal klossar på våning 1 5 9 13 17 21
Ökning av ökning 4 4 4 4 4

Talföljden ska sedan uttryckas med ett algebraiskt uttryck (n(2n-1))

Funktionslära/Matematisk analys

En lösning som bygger på ett sätt att se på förändring, en grundprincip för derivata 
(Bergsten 1997). Funktionen f(x) = 2x2-x har derivatan f´(x) = 4x-1 som är linjär (och 
ligger mellan värdena) och andraderivatan f´´(x) = 4 är en konstant funktion.
Genom att identifiera första och andra derivatan går det att teckna en polynom-
funktion. (En funktion som leder till ett differentialuttryck)

Geometri

Klossarna placeras så att de bildar trianglar och rektanglar. Areorna beräknas. Arean 
av en rektangel med den korta sidan n och den långa sidan (n-1)+1+(n-1) är n · 
((n-1)+1+(n-1)) som förkortas till n(2n-1). 

Arean av 2 rektanglar med sidorna n och n-1 samt en pelare med höjden n är 2· 
n(n-1)+n

Arean av 4 trianglar med höjden n och basen (n-1) samt en mittpelare med höjden 
n är 4(n(n-1)/2) = n(2n-1)

Strategier

De strategier som jag ger exempel på är ett urval av de som presenterats i avsnitt 1.

Operationer 

Addition av klossar. Multiplikation för beräkning av areor. 

Söka mönster, göra en tabell 

Ett sätt att skriva tal för att se ett mönster är att ställa upp en tabell. Detta kan ligga 
till grund för att finna att det är en aritmetisk talföljd genom att skriva varje våning 
för sig och sedan finna ett uttryck för den n-te figurens antal klossar. 
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Skriva upp ett samband 

Den aritmetiska talföljden, areaberäkning och differentialekvationen leder alla till 
ett generellt uttryck som anger sambandet mellan antal våningar och totala antalet 
klossar.

Lösa ett enklare problem 

Problemet är formulerat så att det börjar med att eleverna får lösa ett enklare problem 
för att sedan successivt övergå till ett generellt uttryck.

Använda laborativa material eller modeller 

Problemet kan illustreras med en byggd modell och även lösas genom att eleverna 
bygger tornet och räknar klossarna. Detta är en möjlig lösning fram till sista steget, 
den generella modellen.

Representationsformer 

Här ger jag först exempel på fyra olika representationsformer för problemet Tor-
net. 

Konkret representation
Lösning med konkret material
Konkreta lösningar då man bygger tornet 
och räknar bitar

Logisk/språklig representation
Lösning som även kan redovisas 
muntligt
Logiskt/Språkliga lösningar då man för-
klarar med ord hur man har gått till väga. 
Detta kan ske på valfritt sätt utifrån de 
matematiska idéer som presenteras ovan.	

Aritmetik/Algebra/Analys,  
representation
Lösning med matematiska symboler
Aritmetik/Analys: 
Aritmetisk talföljd och differential-ekva-
tionsbegreppet är två möjliga vägar för 
denna representation. 
Algebra: Ett uttryck för den n-te våningen 
som ett resultat av talföljden eller areabe-
räkning.	

Grafisk/Geometrisk 
representation
Lösningen bygger på areabegreppet. 
Geometrisk. Att utgå från areabegreppet 
och beräkna trianglar och rektanglars areor 
är exempel på denna strategi.
Grafisk. Den tabell som används för att 
finna ett mönster och lösa med andra-
derivatan är en del av den matematiskt 
analytiska metoden.

•
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Lösningsexempel 

Matematiska områden/matematiska idéer

Exempel 9	 Exempel 10

Aritmetik/Algebra

Algebraisk lösning med aritmetisk talföljd
I exempel 9 är uppgiften löst som en aritmetisk talföljd där antalet klossa i n-te lagret 
är 4(n-1)+1 och summan av alla klossar tom n-te lagret är n(2(n-1)+1).
I exempel 10 visas ett exempel på en geometrisk lösning, i detta fall som en rek-
tangel. 

Strategier

I lösningsexemplen hittar man följande strategier: 

Operationer 

I exempel 9 har talföljden skrivits upp och talen parats ihop för att bilda summan 
70. Räkneoperationerna addition, multiplikation och division har använts för att 
lösa problemet och finna det generella uttrycket. 

Skriva upp ett samband 

Den aritmetiska talföljden i exempel 9 och areaberäkning i exempel 10 är båda 
generella uttryck som anger sambandet mellan antal våningar och totala antalet 
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klossar. I exempel 9 kan man ana att det allmänna uttrycket bygger på en formel 
för aritmetisk talföljd eftersom inte hela härledningen är redovisad. I exempel 10 
kommer uttrycket från beräkningen av arean för en rektangel som också direkt 
utgår från en formel.

Lösa ett enklare problem 

Problemet är formulerat så att det börjar med att lösa ett enklare problem för att 
sedan successivt övergå till ett generellt uttryck.

Använda laborativa material eller modeller 

Problemet kan illustreras med en byggd modell och även lösas genom att eleverna 
bygger tornet och räknar klossarna. Detta är en möjlig lösning fram till sista steget, 
den generella modellen. Jag ger inget exempel på detta.

Representationsformer 

Man kan finna flera olika representationer bland lösningsexemplen. Här följer 
några exempel:

Konkreta representationer redovisar jag inga bilder på. Däremot har jag sett flera 
exempel på lösningar med klossar och sockerbitar.

Logiskt/språkliga representationer finns till en del i exempel 10 som sedan går vidare 
till en geometrisk lösning.

Aritmetiska/algebraiska representationer används när lösningen ska beskrivas i ett 
generellt uttryck i både exempel 9 och 10.

Geometriska representationer som area finns det i exempel 10 ovan. 

Anpassning, brygga och utvidgning 

Man kan visa detta med följande lösningsexempel:

Anpassning av problemet ligger i formuleringen som en steguppgift (ett problem 
som är formulerat i a, b, c för att leda mot ett generellt uttryck) och de första stegen 
kan lösas med hela tal vilket gör det möjligt för elever att lösa delar av problemet 
även om den matematiska kunskapen är begränsad till räkneramsan. I exempel 9 går 
det att använda uppräkning eller addition som är enkla operationer. Detta problem 
kan fungera som en brygga mellan aritmetisk talföljd och geometrisk areamodell. 
Exempel 9 och 10 visar på de olika matematiska områdena. Problemet får inte 
anpassas så mycket att det matematiska målet blir otydligt. Om det är möjligt bör 

•
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problemet leda till ett generellt uttryck. Om man tar bort sista steget i problemet 
(det generella uttrycket) försvinner en viktig utmaning och problemet reduceras 
till ett beräkningsproblem. 

Anpassning: Hur väl passar problemet elever med skilda  
förkunskaper? 

Problemet kan lösas av elever som enbart känner till naturliga tal. Lösningen kan 
då ritas eller skrivas utan att additionen med symboler skrivs ut. Uppräkning 
(räkneramsan) kan vara en tillräcklig kunskap för att lösa problemet. Eleverna kan 
bygga ett torn som är 12 våningar högt, riva det och räkna antalet klossar. För att 
finna det generella uttrycket krävs kunskaper om aritmetisk talföljd, areabegreppet, 
differentialekvationer eller integraler (en lösning för areaberäkning). Beroende på 
vilken matematisk idé man väljer så kan problemet passa olika elever. Problemet 
har en inre kvalité som innebär att det kan lösas av elever med olika förkunskaper. 
Eleverna verkar anpassa lösningsprocessen till sina förkunskaper. Ett exempel från 
skolan, då elever använder räknemetoder som de är säkra på, är då elever som är 
säkra på addition har byggt ett torn med bestämt antal våningar och raserat det samt 
räknat antalet klossar. De lösningsexempel som jag gått igenom tyder också på att 
elever som inte lärt sig vad en aritmetisk talföljd är kan lösa problemet genom att 
använda sig av areabegreppet. 

Anpassning: Hur kan problemet formuleras om för att bli enklare eller 
avårare? 

Uppgiften är formulerad för en anpassning från det enskilda fallet till det generella. 
Problemet kan förstöras genom att delproblem nr 3 stryks så att man inte söker 
efter det generella fallet.

Hur väl fungerar problemet som brygga mellan olika matematiska 
områden?

För att problemet ska fungera som en brygga kan lösningen presenteras med flera 
alternativa lösningsstrategier. Dessa kan sedan leda till att det generella uttrycket 
formuleras. I exempel 9 och 10 är det två representationsformer och två strategier 
som är redovisade. Man kan även använda en strategi och skapa en brygga mellan 
t.ex. aritmetik och algebra.
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Vilka utvidgningar kan man göra för att formulera problem med 
samma matematiska idé?

Utvidgningen innebär att finna ett generellt uttryck, att identifiera problemtypen 
och att formulera matematiskt liknande problem. Denna problemtyp är allmänt 
förekommande i talföljder som t.ex. kan uppstå ur tändsticksproblem (då man byg-
ger olika mönster med tändstickor och räknar antalet stickor) eller andra talmönster 
som t.ex. triangeltal etc.

Sammanfattning av problemet Tornet

Problemet innehåller en anpassning, genom att det är formulerat som ett stegproblem 
kan elever med olika förkunskaper i matematik förstå problemet och lösa de första 
deluppgifterna. Problemet kan fungera som en brygga från en aritmetisk lösning till 
ett algebraiskt uttryck. Denna övergång kan ske på minst tre olika matematiska sätt 
som exemplen ovan visar. Mellan dessa olika matematiska metoder kan problemet 
också fungera som en brygga. Utvidgning av problemet kan vara att lösa andra 
mönster (t ex med tändstickor) och finna ett generellt uttryck. 

3.9.3 	Skolvägen 

Oscar och Frida går i samma skola men bor olika långt från skolan. Båda cyklar 
till samma busshållplats. När Oscar står och väntar på bussen har han cyklat 1/3 
av hela sin skolväg. Frida har, när hon kommer till busshållplatsen, cyklat 2/5 
av hela sin skolväg.
Vem har längst väg till skolan?
Hur är förhållandet mellan Oscar och Fridas skolvägar?

(I de kommande lösningarna byter eleverna ibland namn.)

Teoretisk genomgång 

Matematiska områden/matematiska idéer

Aritmetik/Algebra

Skolvägen kan lösas genom att göra ett antagande och beräkna personernas skolväg. 
T.ex: Antag att den gemensamma sträckan är 15 km. Då får Oscar 22,5 km till 
skolan och Frida 25 km till skolan. Förhållandet blir 22,5/25 (=45/50) 

•
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En möjlig lösning är att teckna ett förhållande där x och y är de olika personernas 
hela Sträckor, då Frida har sträckan x till skolan och Oscar har sträckan y. Detta 
leder till följande algebraiska uttryck 3/5 · x = 2/3 · y.
Förhållandet kan då skrivas y/x = 9/10 (=45/50).

Geometri 

En modell för att förstå att personerna har olika långt kan vara att rita två sträckor 
och räkna med en given skala samt mäta fram en lösning t.ex. välja den gemen-
samma sträckan till 30 rutor och mäta ut Oskars sträcka till 45 rutor och Fridas till 
50. Förhållandet blir då 45/50.

Strategier 

De strategier som jag ger exempel på är ett urval av dem som presenterats i del 1. 

Operationer 

Om lösningen bygger på ett antagande av en sträckas längd så används sedan räk-
neoperationerna division och multiplikation. 
Addition och division med heltal är en lösning om man ritar en lösning. 

Ekvation 

Uttryck med obekanta för att finna förhållandet mellan barnens skolväg är ett 
exempel på ett algebraiskt generellt uttryck. 

Representationsformer 

Här ger jag först exempel på hur jag har sorterat lösningsexemplen. Jag har valt fyra 
olika representationsformer.

Konkret representation
Lösningen kan göras som en modell 
med klossar, en lösning med olika val av 
sträckor mellan busshållplatsen och skolan

Logisk/språklig representation
En muntlig eller skriven beskrivning av 
personernas skolvägar. 

Aritmetisk/Algebraisk  
representation
Aritmetisk: Beräkning efter ett antaget 
värde på sträckan. 
Algebraisk: Ekvationsuppställning med 
obekanta.	

Grafisk/Geometrisk representation
Ritad lösning med sträcka avbildad i skala 
och uppmätt avstånd. 
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Lösningsexempel

Matematiska områden/matematiska idéer

(Här heter eleverna David och Eva.)

Exempel 11 Antagande med x där x är skillnaden i väg. Kompletterande bild.

•
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Exempel 12 Antagande med x och y. Kompletterande bild.

Exempel 13 Felaktig lösning
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Exempel 14 Felaktig lösning. Lika nämnare.

Exempel 15 Beräkning utifrån given sträcka. Omformulerad uppgift med lös-
ning.

•
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Exempel 16 Felaktig lösning. Cirkel med beräkning utifrån skala och area.

Samtliga exempel har aritmetik och/eller algebra som matematisk idé. De ritade 
sträckorna är till för att illustrera lösningen och används inte för att lösa proble-
met. 

Aritmetik/Algebra

I exempel 11 och 12 förekommer det multiplikation och division. Dessa exempel 
är också redovisade med algebraiska uttryck.

Geometri

Exempel 11 och 12 har förutom en algebraisk lösning en bild som man skulle 
kunna mäta för att se hur långa de olika sträckorna är. Lösningarna får på detta 
sätt sitt eget facit.

Strategier

I lösningsexemplen hittar man följande strategier:

Rita en bild

I exempel 11 har lösningen kompletterats med en bild.

Operationer

I exempel 11 och 12 förekommer multiplikation och division. 
Göra ett antagande
Exempel 11 utgår eleven från en antagen sträcka. 
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Skriva upp en ekvation

Exempel 11 och 12 innehåller ekvationsuttryck. Exempel 11 med x som den längre 
sträckan. I exempel 12 har den ena sträckan y till skolan och den andra sträckan x.

Representationsformer

Här följer några exempel: 

Konkreta representationer redovisar jag inga exempel på. Att anta en sträcka med en 
given enhet är en mycket konkret lösning. Arbete med klossar är ett annat exempel 
på konkret representation.

Logiskt/språkliga representationer finns till en del i exempel 15 som är en beräkning 
utifrån en annan formulering av problemet.

Aritmetiska/algebraiska representationer redovisas i både exempel 11 och 12.

Geometriska representationer är de ritade sträckorna i exempel 11 och 12.

Anpassning, brygga och utvidgning 

Detta kan visas med följande exempel:
I ex.15 har läraren förändrat problemet och gjort om det från ett problem med 
många lösningsmöjligheter till ett problem som enbart löses med beräkning. Denna 
omformulering gör om problemet så att det blir ett icke rikt problem. Anpassning 
av problemet blir det om eleverna får göra olika antaganden för att se att det blir 
samma förhållande mellan avstånden oberoende av vilken sträcka man antar. En 
anpassning blir det om eleverna får rita och mäta för att finna samma förhållande 
mellan sträckorna. Problemet kan vara en brygga mellan en aritmetisk beräkning 
som bygger på en antagen sträcka och en ekvation med x och y som antagna 
sträckor. Om uppgiften formuleras med en given sträcka reduceras problemet till 
ett beräkningsproblem.

Anpassning: Hur väl passar problemet elever med skilda förkunskaper?

Eleverna bör känna till bråkbegreppet för att förstå uppgiften. Problemet kan lösas 
med mätning och kräver då inte några mer specifika kunskaper. 

Anpassning: Hur kan problemet formuleras om för att bli enklare eller 
svårare?

Om problemet formuleras med en sträcka så blir det enklare men samtidigt tar 
man bort det som gör problemet till ett rikt problem. De givna bråken kan ersättas 

•
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så att 2/5 skrivs som 40 %. Båda bråken kan också bytas ut mot andra tal som ger 
större gemensam nämnare.

Hur väl fungerar problemet som brygga mellan olika matematiska områ-
den?

Problemet kan visa på sambandet mellan ett bråkuttryck och ett algebraiskt uttryck. 
Problemet kan också visa på en längd, ett avstånd som ett bråkuttryck.

Vilka utvidgningar kan man göra för att formulera problem med samma 
matematiska idé?

Utvidgningen innebär att finna ett generellt uttryck, att identifiera problemtypen 
och kunna formulera matematiskt liknande problem. Genom att byta enhet och t ex 
formulera ett problem med pengar kan man hålla fast vid den matematiska idén.

Sammanfattning av problemet Skolvägen 

Anpassning genom att förenkla problemet och ange en sträcka som i exempel 15 
innebär att problemet görs om till en beräkningsuppgift där strategin är mera given. 
Det är en vinst att låta eleverna själva göra sina antaganden om skolvägens längd för 
att sedan se att oberoende av hur lång skolväg eleverna har så blir förhållandet lika 
om svaret uttrycks i procent eller som ett bråkuttryck. Detta problem kan vara en 
brygga mellan bråk och procent. Det är också ett bra exempel på att en ritad lösning 
kompletterar en aritmetisk operation. Ett exempel på utvidgning kan vara att byta 
enheter till t ex kronor. Personerna får samma lönepåslag i kronor som motsvaras 
av olika procentsatser. Ett exempel på detta: Anna och Lisa arbetar extra och har 
olika lön varje månad. En månad får båda lika mycket pengar mer i påslag på sin 
lön. För Annas del motsvarar detta ett lönepåslag på 40 % av hennes lön och för 
Lisa är påslaget 1/3 av hela hennes lön. Vem har högst lön och hur mycket mer har 
hon i lön, jämfört med den andres lön. (Jämför med momstillägg och momsavdrag 
som förekommer i vardagskontexten.)
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3.10		 Sammanfattande analys med diskussion
3.10.1 	Hur väl uppfyller problemen kriterierna?

1. Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer eller vissa 
lösningsstrategier. 

Alla tre problemen uppfyller detta kriterium. Bitar är det problem som elever tidigt 
kan lösa med endast heltal och addition. Skolvägen har ett avgränsat matematiskt 
innehåll som endast behandlar bråkbegreppet. Tornet ger eleven möjlighet att lära 
sig samband mellan matematiska områden såsom den aritmetiska talföljden beskri-
ven med areabegreppet. Lösningen med differentialekvationernas matematik kan 
tyckas långsökt men för den matematikstuderande studenten kan det ge meningen 
åt matematikstudierna. Schoenfeld (1991) och Silver & Cai (1996) tar upp detta 
kriterium som det viktigaste målet för problemlösning (att utveckla det matematiska 
tänkandet). I problemet Bitar förekommer en mängd olika lösningsstrategier som 
kan förefalla mycket märkliga men som ger ett exempel på de tankar som elever får 
då de ska lösa problem. Tornets ritade lösning är ett bra komplement till den arit-
metiska talföljden. De olika generella uttrycken blir också enklare att förstå om de 
kompletteras med en bild. Att använda andraderivatan (Bergsten m.fl., 1997 s. 83) 
hoppas jag kan leda till en intressant diskussion om tillämpningar av matematiska 
begrepp och procedurer. I Skolvägen ger strategin rita en bild en bra förklaring till 
de skilda helheter som elevernas skolvägar utgör. Den ritade lösningen kan också 
förklara varför den aritmetiska uträkningen eventuellt blir felaktig. Många forskare 
(Lester, 1983, 1996; Silver m.fl., 1995) tar upp vikten av att träna lösningsstrategier 
och Schoenfeld (1992) har även beskrivit sina kurser i problemlösning som särskilt 
handlar om strategier och visar då på elevernas framgångar. 

2. Problemet ska vara lätt att förstå och alla ska ha en möjlighet att 
arbeta med det.

Problemet Bitar har varit lätt att förstå och jag har inte funnit några missuppfatt-
ningar av problemet. Vid en annan studie med ett likartat problem var problemet 
formulerat på detta sätt ”32 bilar i en påse kostar 10 kronor. Hur många bilar får 
man för 25 kronor?” En elev hävdade att det inte gick att handla för 25 kronor ef-
tersom det inte gick att köpa delade påsar. I detta exempel, med en vardagstolkning 
av problemet, uppfyller inte problemet kriterium 2 (eleven har uppfattat problemet 
som ett vardagsproblem och inte som ett matematiskt problem). Skolvägen är ett 
problem som kräver förståelse för hur tal skrivs och vad man menar med 3/5. För 
de lösningar som jag redovisat är det inte tillräckligt att förstå vad det är som efter-

•
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frågas utan det krävs också kunskap om vad som är det hela (i detta fall två olika 
hela) och vad delen räknas till för helhet. De som har ritat en lösning har skaffat 
sig en bättre utgångspunkt för att lösa problemet än de som endast har gjort en 
aritmetisk/algebraisk uträkning. I de fall där flera representationsformer förekom-
mer fungerar lösningarna som ”facit” för varandra. Ett exempel på anpassning är 
det då problemet förstörs genom att eleverna får en given sträcka att räkna på som 
i problemet Skolvägen (sträckan är då given till 6 km). Ett exempel på feltolkning 
av uppgiften, som kan bero på vad eleverna för tillfället arbetar med, är cirkeln i 
problemet Skolvägen i exempel 16. Anpassning kan också ske genom att man visar 
på den ritade lösningen. Detta kan leda till en större förståelse för bråkbegreppet och 
även ge bra diskussioner om de olika lösningsstrategierna. Problemet Skolvägen är 
korrekt löst av dem som löst det på flera sätt dvs. även ritat upp sträckorna. Detta 
är ett exempel på hur olika representationsformer kan komplettera varandra.

3. Problemet ska upplevas som en utmaning, kräva ansträngning  
och tillåtas ta tid.

Detta kriterium kan endast prövas genom att studera hur elever löser problem och 
måste utredas i en undervisningssituation. 

4. Problemet ska kunna lösas på flera olika sätt, med olika  
strategier och representationer.

Detta kriterium uppfylls av alla tre problemen. Problemet Bitar är bland annat löst 
med räkneoperationer, tabell och ekvation. Tornet är löst med såväl aritmetisk/
algebraisk som geometrisk matematisk idé. Skolvägen är löst med algebraisk och 
geometrisk matematisk idé. Matematisk idé, strategi och representation hänger 
intimt samman och bildar en integrerande helhet i problemlösning. En person som 
har mycket matematisk kunskap kan använda många olika strategier och redovisa 
sin lösning med flera representationer.

5. Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrån 
elevernas skilda lösningar, en diskussion som visar på olika  
strategier, representationer och matematiska idéer. 

De redovisade problemen har förutsättningar för att initiera till matematiska samtal 
utifrån valda lösningsstrategier, matematiska idéer och representationer. Eftersom 
det är möjligt att visa enklare och mer komplicerade alternativ kan eleverna välja 
strategi utifrån sina förkunskaper. Huruvida detta sker måste undersökas i en un-
dervisningssituation.



94

6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare mellan olika  
matematiska områden.

Problemen kan fungera sämre eller bättre som brygga. För att detta kriterium 
ska uppfyllas ställs det särskilt stora krav på lärarens kompetens. Har läraren valt 
problemet för att leda eleverna från de naturliga talen till de rationella talen som 
i problemet Bitar? Har läraren valt att visa på proportionalitet och gå vidare till 
ett funktionsuttryck? Har läraren valt problem för att visa på ett rationellt förhål-
lande som kan illustreras med en ritad sträcka? Här vilar problemets rikedom och 
möjligheter på lärarens ambitioner, kunskaper och förmåga. Läraren kan också 
välja problemet för att det ska fungera som en brygga mellan olika matematiska 
områden från ett ekvationsuttryck med heltalslösningar som i problemet Bitar till 
ett funktionsuttryck. Problemen kan även fungera som brygga mellan olika lösnings-
strategier. En annan brygga kan vara den mellan en specifik lösning och en generell 
lösning. Ytterligare en brygga är den som startar i ett generellt uttryck och leder till 
lösning av ett speciellt problem.

7. Problemet ska kunna leda till att elever och lärare formulerar nya  
intressanta problem.

Detta kriterium har jag inte prövat i denna rapport. Man kan dock i de tre problem 
som jag redovisat hitta specifik matematik, vissa strategier eller representationer och 
utifrån detta formulera nya likartade problem.

3.10.2		 Hur kan problemet fungera i undervisningen? 

För att problemen ska ha förutsättningar att fungera som rika måste flera villkor 
för undervisningen vara uppfyllda. Här betraktar jag problemen och jag vill också 
se vilken betydelse kriterierna för rika problem kan ha för undervisningen. Frågan 
om vilka förutsättningar som problemen har för att fungera som rika kan här en-
dast ges ett teoretiskt svar, jag avser att utreda hur problemen verkligen fungerar i 
praktiken i nästa rapport.

Matematiska idéer och lösningsstrategier

Att bli förtrogen med matematiska idéer och lösningsstrategier är enligt Silver & Cai 
(1996) och Schoenfeld (1991) det egentliga målet med undervisningen i matematik. 
Lester (1983) anser att strategier är särskilt förknippade med problemlösning. Det 
är därför viktigt att läraren noga har satt sig in i problemet och försökt att hitta så 
många lösningar som möjligt för att vara förberedd på de lösningsstrategier och 
representationsformer som eleverna kan tänkas använda sig av. Det matematiska 

•
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innehållet är ofta så stort att det i varje given situation beror på vad läraren och 
eleverna för tillfället väljer att avgränsa och fördjupa. För att valet ska kunna styras 
av de lösningar och strategier som eleverna presenterar måste det finnas många 
olika strategier och matematiska idéer för eleverna att arbeta med. Denna mångfald 
av strategier och idéer måste vara möjlig för den enskilde eleven men också för en 
grupp av elever. Eleverna måste se att det är en vinst med ett problem som kan 
lösas på många olika sätt och att den personliga lösningsstrategin eller matematiska 
idén har ett värde. Det går lätt att minska det matematiska värdet hos problemet 
genom att som i problemet Tornet ta bort sista delfrågan eller i problemet Skolvägen 
formulera om problemet och ge en sträcka mellan skola och busshållplats. När det 
gäller Tornet kan eleverna räkna ut antalet bitar med ramsräkning, om det inte är för 
många våningar. Om man tar bort uppgiften att finna ett uttryck för n-te våningen 
tar man också bort en utmaning och problemets specifika karaktär. I problemet 
Skolvägen reduceras problemet till en beräkning och viktiga matematiska idéer 
som att göra ett antagande går förlorade. Det gäller för läraren att göra medvetna 
val vid formulering av uppgifter och använda mångfalden av olika lösningar på ett 
för eleverna och lärandet konstruktivt sätt.

Möjlighet för alla elever att arbeta med problemet 

De tre problem jag har undersökt här bör kunna fungera för alla elever i alla klasser 
eftersom det finns så många matematiska idéer och lösningsstrategier att arbeta med. 
Varje elev i en grupp kan välja sin lösningsstrategi och lösa den del av problemet 
som eleven har förutsättningar att klara av. Problemen kan fungera som rika om och 
endast om läraren är medveten om och utnyttjar problemens möjligheter. 

Brobyggare i undervisningssituation 

I problemet Bitar kan eleverna utveckla sitt talområde från hela tal till rationella tal. 
Räkneoperationerna kan utvecklas från dubbleringar till divisioner och multipli-
kationer. Tornet kan lösas med ramsräkning, aritmetisk talföljd och areaberäkning. 
Skolvägen är ett problem där hel och del av är begrepp som kan utvecklas genom 
att lösningen av problemet kompletteras med en bild. Problemet Bitar kan leda 
från det matematiska området algebra med ett ekvationsuttryck till funktioner med 
samma uttryck men omskrivet och omtolkat som en funktion. I problemet Tornet 
kan strategin rita en bild och beräkna en area vara en brygga till summan av en 
aritmetisk talföljd. Vart och ett av de tre problemen kan lösas med olika matema-
tiska idéer och med matematik från flera matematiska områden. På detta sätt kan 
problemet fungera som en brygga. För att problemet ska få denna funktion, som bl 
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a Björkqvist (1999) tar upp som en egenskap för rika problem, gäller det för läraren 
att göra ett aktivt val och söka bland de lösningsförslag som elever presenterar. Detta 
ställer stora krav på lärarens kompetens. Lärarens kreativitet är en viktig faktor och 
arbetet kan underlättas om flera lärare samarbetar för att utveckla sin undervisning 
i problemlösning. 

Formulering av nya problem 

Särskilt Schoenfeld (1991) har tagit upp formulering av nya problem som ett viktigt 
mål vid problemlösning. Ett resultat av min undersökning är att problemen kan 
identifieras som t ex ett proportionalitetsproblem som Bitar, eller en talföljd som 
Tornet eller som ett bråkproblem som Skolvägen. Denna tolkning måste ske av elever 
och lärare tillsammans för att leda till och ingå i en intressant klassrumsdiskussion. 
Utifrån den tolkning som eleven tillsammans med läraren ger problemet kan sedan 
ett nytt problem konstrueras.

Här har jag försökt att undersöka tre inbördes olika problem på djupet. Denna 
djupanalys av problemen är nödvändig för att se vilka olika möjligheter som finns 
när eleverna sedan ska lösa problemen. Jag ser detta som en förutsättning för att 
i nästa steg undersöka hur lärare utnyttjar problemen och deras möjligheter i en 
given klassrumssituation. •
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4	 Matematiska idéer i problemet
– exemplet Stenplattor, en studie om generella och speci-
fika matematiska idéer under problemlösningsprocessen

Vad läraren säger i klassrummet är inte oviktigt men vad eleverna 
tänker är tusen gånger viktigare. Idéerna ska födas i elevens medve-
tande och läraren ska bara agera barnmorska. 

(Pólya 1962 del 2 s.104)

Denna artikel beskriver en del av en större studie där lärare och elever arbetade med 
så kallade rika problem. Rika problem är problem som ska uppfylla sju bestämda 
kriterier. Ett av dessa är att problemet ska introducera lösaren i viktiga matematiska 
idéer. I denna artikel diskuteras och definieras matematiska idéer samt görs en indel-
ning i generella och specifika idéer. Den övergripande termen ”matematiska idéer” 
innefattar såväl generella som specifika idéer. Matematiska idéer är de ”verktyg” 
som är nödvändiga för att lösa ett matematiskt problem på ett matematiskt sätt. 
Generella matematiska idéer innefattar begrepp, procedurer, konventioner, formler 
och strategier. Med specifika matematiska idéer menas de idéer som används för att 
lösa ett bestämt rikt problem. 

Syftet med denna studie var att finna vilka specifika matematiska idéer elever 
och lärare arbetade med då de löste det rika problemet Stenplattor och hur dessa 
specifika idéer behandlades. Problemet Stenplattor är ett problem, där det gäller att 
söka sig fram mot ett generellt uttryck för antalet plattor, en formel med symbolen n. 
Resultatet av studien visar att elever och lärare under lösandet av problemet arbetade 
med en mängd olika specifika idéer, uttryckt som konkret arbete (klippa, måla och 
rita) eller som rekursion, area, tabell, mönster, regel, bokstav som symbol, generellt 
uttryck, proportionalitet och formel. Vissa av de specifika idéerna presenterades av 
läraren, andra av eleverna. En del av de specifika idéerna redovisades och följdes upp 
av läraren och eleverna framme vid tavlan. Andra specifika idéer som elever kommit 
med men som läraren inte var förberedd på följdes inte upp vid lektionstillfället. 

4.1 	 Inledning 
Denna artikel är en del av en större studie Rika problem i matematikundervisningen 
(RIMA). Både artikeln och studien behandlar matematisk problemlösning i skolan. 
I den senaste svenska kursplanen i matematik för grundskolan (Skolverket 2000) 
står bland annat följande:
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För att framgångsrikt kunna utöva matematik krävs en balans mellan krea-
tiva, problemlösande aktiviteter och kunskaper om matematikens begrepp, 
metoder och uttrycksformer. (Skolverket 2000 sid. 1)

Problemlösande aktiviteter innebär, enligt Lester (1983), att eleverna ska lösa en 
speciell sorts matematiska uppgifter, nedan kallade problem. Lester definierar dessa 
som uppgifter eleverna vill eller behöver finna en lösning på, men där de inte känner 
till en procedur som garanterar eller innebär en komplett lösning utan de måste 
anstränga sig för att finna lösningen. Inom både den internationella och nationella 
matematikdidaktiska forskningen är elevers arbete vid problemlösning i matematik 
och deras förmåga att klara av matematiska problem beforskat sedan många år. 
Sådana studier har bland annat gjorts av Silver (1985) , Schoenfeld (1992), Wynd-
hamn (1993) och Möllehed (2001). Exempelvis har Schoenfeld (1992) genom 
noggrann registrering av data forskat om problemlösningsprocessen, till exempel 
vilka strategier elever använder för att framgångsrikt lösa problem. Något som ver-
kar vara mindre utforskat är lärares planering och genomförande av undervisning 
med problemlösning, hur eleverna uppfattar denna undervisning samt vid vilka 
tillfällen lärande tycks ske. Lesh, Landau & Hamilton (1983) framhöll redan 1983 
att problemlösning inte kommer att användas i skolan om inte lärare övertygas om 
att den spelar en viktig roll när det gäller elevernas förvärvande av grundläggande 
matematiska idéer. Jaworski (1996) påpekade i en studie att det kan vara svårt för 
lärare att planera undervisning med problemlösning, att veta hur den ska organiseras 
så att klassrummet blir en miljö för lärande och samtal. Dessa och andra forskares 
liknande tankegångar ligger till grund för RIMA-studien, där en särskild typ av 
problem används, så kallade rika problem. Dessa ska uppfylla sju kriterier. Kriterier 
har framför allt formulerats efter studier av olika forskares synpunkter när det gäller 
vilka mål elever ska nå genom att lösa problem. Egna erfarenheter på området har 
också påverkat formuleringen (Taflin, 2003). Här följer de sju kriterierna för att ett 
problem ska vara ett rikt problem (något förändrade från 2003):

1.	Problemet ska introducera till matematiska idéer. 
2.	Problemet ska vara lätt att förstå och alla ska ha en möjlighet att arbeta med 

det. 
3.	Problemet ska upplevas som en utmaning, kräva ansträngning och tillåtas ta 

tid. 
4.	Problemet ska kunna lösas med flera olika matematiska idéer. 
5.	Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrån elevernas 

•
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skilda lösningar, en diskussion som visar på olika matematiska idéer och 
representationer.

6.	Problemet ska kunna fungera som brobyggare mellan olika matematiska 
områden.

7.	Problemet ska kunna leda till att elever och lärare formulerar nya intressanta 
problem.

Om problemet är ett rikt problem eller inte går endast att besvara genom att pröva det 
i en elevgrupp. Först efter att lärare och elever har arbetat med problemet kan man 
se om det var ett rikt problem i just den situationen. Under Skolverkets granskning 
av matematikundervisningen i Sverige 2003 (Skolverket, 2003) framkom det att 
undervisningen överlag är alltför ensidig och läroboksstyrd och att matematik ofta 
uppfattas som synonymt med att lösa uppgifter ur läroböcker. De rika problemen 
har tagits fram för att utgöra ett komplement till sådan enahanda undervisning. 
Avsikten har varit att formulera problem som kan hjälpa läraren att variera arbets-
sättet. Med hjälp av de rika problemen är det även meningen att läraren ska kunna 
fokusera på elevernas egna matematiska idéer. Eleverna kan också erbjudas att arbeta 
tillsammans med andra i form av pararbete eller grupparbete. Detta kan vara yt-
terligare ett sätt att variera undervisningen. Problemen ska helst vara formulerade så 
att alla elever i en elevgrupp ska kunna arbeta samtidigt och under minst en lektion 
med samma problem. Läraren ansvarar för att skapa situationer där eleverna lär sig 
matematik och ansvarar även för att eleverna efter problemlösningstillfället inser 
vad de har lärt sig. Problemen ska också ge läraren möjlighet att föra matematiska 
resonemang med eleverna. 

I denna artikel berörs särskilt kriterium 1. Det allmänna syftet med studien är att 
lyfta fram och belysa matematiska idéer som genereras och används av lärare och 
elever när undervisningen utgår från ett problem som är avsett att vara rikt.

4.2 	 Bakgrund 
Huvudsyftet med detta kapitel är att skapa en teori som grund för behandling av 
empiriska data. Teorin ska ge en förutsättning för analys av matematiskt innehåll 
i problemlösningsarbete. I detta kapitel görs ett försök att definiera generella ma-
tematiska idéer och bestämma terminologi som kan vara lämplig att använda för 
det fortsatta arbetet. I detta sammanhang behandlas även studier som angränsar 
till forskningsområdet.

Att dela in de matematiska idéerna i generella respektive specifika idéer har sin 
grund i att man i undersökningen kan behöva se varje matematisk idé dels allmän-
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giltigt, det vill säga övergripande för alla typer av problem, dels situationsbundet, 
det vill säga knutet till lösningen av det specifika problemet. För att hitta mate-
matiska idéer i empiriska data behövs de generella matematiska idéerna. Efter den 
sorteringen är det naturligt att man beskriver de specifika matematiska idéer som 
uppenbarar sig under lösandet av problemet. Man kan förhoppningsvis även se hur 
dessa olika specifika matematiska idéer samverkar med varandra. Sedan vill man 
kunna se vad varje specifik matematisk idé innehåller uttryckt i mer övergripande 
matematiska termer och här kommer de generella matematiska idéerna åter in. Om 
det är möjligt att identifiera, beskriva och sortera matematiska idéer på detta sätt 
skulle lärare kunna få ett verktyg för att analysera elevlösningar och en begreppsap-
parat att använda i sin undervisning.

4.2.1 	Definitioner av generella matematiska idéer 

Termen matematiska idéer används i detta arbete då det handlar om såväl generella 
som specifika idéer. Syftet med nedanstående litteraturgenomgång är dock endast 
att formulera en definition av generella matematiska idéer. Denna definition begrän-
sas dessutom till det som kan tillämpas vid analys av elevlösningar samt inspelad 
muntlig kommunikation mellan elever och mellan lärare och elever, det vill säga 
det som kan avläsas av en utomstående observatör. Specifika matematiska idéer 
definieras senare.

Att försöka definiera matematiska idéer kan uppfattas som viktigt eftersom de 
av ledande forskare som Schoenfeld (1991) och Silver (1985; 1986) ansetts som 
väsentliga faktorer vid arbete med problemlösning. Schoenfeld exempelvis betonar att 
undervisning i problemlösning ska leda till att eleverna får en känsla för matematik, 
kan tänka matematiskt och kan tillämpa matematiska idéer. Han definierar dock 
aldrig direkt vad han menar med matematiska idéer. Som exempel på beteenden för 
att utveckla värdefull kunskap räknar han upp följande: skapa modeller, använda 
symboler, kommunicera, analysera, förklara, anta/gissa, bevisa. Silvers tankar om 
matematiska idéer återfinns längre fram i kapitlet. 

Besläktade med Schoenfelds (1991) matematiska idéer är Kilpatricks (2002) 
definition av matematisk skicklighet. Projektet ”Adding it up: Helping Children 
Learn Mathematics” 1998, (Nationalacademies, 2005) som leddes av Kilpatrick, 
fick till följd att han definierade matematisk skicklighet. Skickligheten delar han 
upp i olika kompetenser: 

•	 Begreppslig förståelse ”conceptual understanding” (elevens uppfattning av 
matematiska begrepp, operationer och relationer).

•
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•	 Lätthet att använda procedurer ”procedural fluency” (elevens förmåga att 
använda matematiska procedurer med ledighet, flexibelt, korrekt och effek-
tivt). 

•	 Strategisk kompetens ”strategic competence” (elevens möjlighet att formulera, 
representera och lösa matematiska problem) 

•	 Anpassade och användningsbara resonemang ”adaptive reasoning” (elevens 
kapacitet för logiskt tänkande och för reflektion på, förklaring av och bevis 
för matematiska argument)

•	 Produktiv uppfattning ”productive disposition” (elevens förmåga att se mate-
matik som ett tillämpbart, användbart och värdefullt ämne att lära sig och att 
värdera den egna arbetsinsatsen och se sig själv som en skapare av matematik) 
(a.a. sid 107).

I de gällande kursplanerna finns, enligt Helenius (2006), beskrivningar av mate-
matikkunnande som liknar Niss´ kompetenser. Här följer de två delar och åtta 
kompetenser som Niss (1999) tar upp:

1. 	 Förmåga att formulera och besvara frågor i och med matematik 
•	 Tankekompetens (formulera typiska matematiska frågor, matematiska defini-

tioner, begrepp)
•	 Resonemangskompetens (följa och ta ställning till matematiskt resonemang, 

förstå bevis)
•	 Modelleringskompetens (analysera modeller, avmatematisera, behandla, re-

flektera över modeller)
•	 Problembehandlingskompetens (formulera, precisera, avgränsa och lösa ma-

tematiska problem)

2. 	 Förmåga att handskas med matematiskt språk och verktyg
•	 Representationskompetens (förstå, kunna använda och skifta mellan olika 

representationsformer)
•	 Symbol- och formaliseringskompetens (förstå symbol och formelspråk samt 

att översätta mellan symbolspråk och naturligt språk)
•	 Kommunikationskompetens (uttrycka sig och förstå andra skriftligt och 

muntligt)
•	 Hjälpmedelskompetens (ha kunskap om och kunna använda olika hjälpme-

del)
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Kilpatricks tre första exempel på matematisk skicklighet: begreppslig förståelse, 
lätthet för att använda procedurer och strategisk kompetens samt tre av Niss åtta 
kompetenser: tankekompetens, problembehandlingskompetens och symbol- och for-
maliseringskompetens, ligger till grund för nedanstående definition av generella 
matematiska idéer. Övriga ovan nämnda skickligheter och kompetenser behandlas 
inte i detta arbete. Definitionen av generella matematiska idéer avgränsas alltså i 
denna studie till de matematiska idéer som enkelt kan upptäckas i empiriska data: 
begrepp och procedurer, konventioner, formler och strategier. Definition av dessa 
följer nedan. Representationskompetens behandlas i Taflin (2003).

Begrepp och procedurer

Matematiska begrepp och procedurer kan betraktas som centrala för att beskriva 
vad kunskaper i matematik innebär. Det är viktigt att tydligt klargöra vad som 
menas med begrepp respektive procedur i matematik samt att diskutera eventuella 
kopplingar dem emellan.

På sökordet ”matematiskt begrepp” i Internetupplagan av Nationalencyklopedin 
(NE; 2006) finns det faktiskt ingen generell definition av detta, endast exempel på 
olika matematiska begrepp. Då man istället söker på ordet ”begrepp” så beskrivs 
detta bland annat som ”noggrant bestämd typ av tankeenhet ofta uppfattad som 
sammanfattningen av utmärkande egenskaper”. Sökordet ”matematisk proce-
dur” leder inte till några artiklar i NE, ordet ”procedur” däremot ger synonymerna 
”tillvägagångssätt, förfarande”(a.a). Ovanstående tolkningar av de mer allmänna 
uttrycken begrepp och procedur stämmer dock väl in på hur orden används även i 
matematiska sammanhang.

Så här ser Terminologicentrum (TNC, 2007) på sambandet mellan begrepp, 
term, definition och referent: 

•
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Figur hämtad från Terminologicentrum (TNC, 2007).

Termen process förklaras ”som en verksamhet som består av ett antal relaterade 
händelser som tjänar visst ändamål eller leder till visst resultat” (a.a.). 

Ordet begrepp finns med i såväl grundskolans som gymnasieskolans kursplaner 
(Skolverket 2000) i matematik. Här är ett exempel ur grundskolans kursplan:

Problemlösning har alltid haft en central plats i matematikämnet. Många 
problem kan lösas i direkt anslutning till konkreta situationer utan att man 
behöver använda matematikens uttrycksformer. Andra problem behöver lyf-
tas ut från sitt sammanhang, ges en matematisk tolkning och lösas med hjälp 
av matematiska begrepp och metoder. [Skolverket 2000. Anm: Min kursive-
ring av matematiska begrepp ovan.]

Ordet procedurer förekommer inte i grundskolans kursplan, men man kan tolka 
ordet metoder som en besläktad term, eftersom metoder enligt NE (2006) betyder 
”planmässigt tillvägagångssätt för att uppnå visst resultat”. 

Här är ett exempel ur Skolverkets förslag (återtagen efter valet 2006) till ny kurs-
plan (Skolverket, 2006) för Matematik A, Gy 07, där både begrepp och procedurer 
återfinns:
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Ämnet Matematik skall bidra till att utveckla kunskaper i matematik och en 
matematisk beredskap för vardagsliv, yrkesliv och fortsatta studier. Den ma-
tematiska beredskapen innebär att förstå begrepp och begreppsliga samband, att 
hantera problem och modellera, att behärska procedurer och rutinuppgifter, 
att kommunicera och argumentera samt att förstå matematikens relevans och 
historiska utveckling. (Återtaget förslag Skolverket 2006. Anm: Min kursive-
ring av begrepp, begreppsliga samband och procedurer ovan.]

Valet av termerna begrepp och procedur som en del av de generella matematiska 
idéerna är med andra ord även motiverat med tanke på ordvalet i de svenska kurs-
planerna i matematik.

För att återknyta till forskningen inom matematisk problemlösning så ansåg 
Silver redan 1985 (Silver, 1985) att noggranna analysmetoder behövde utvecklas, 
modeller för att bedöma matematiska kunskaper och prestationer och sätta dessa 
i samband med problemlösning behövde också utvecklas. Han framhöll att det 
hade gjorts studier som handlade om utveckling av begrepp men bara inom några 
få matematiska områden såsom rationella tal, hela tal och elementär geometri. Inga 
av dessa studier hade dock berört problemlösning, utan utveckling av matematiska 
idéer i andra sammanhang. [Anmärkning: matematiska idéer definieras här inte av 
Silver.] Silver gav som exempel på den forskning, som han ansåg saknades, sin egen 
studie där han beskriver hur elever som arbetade med problemlösning byggde upp 
såväl bråk- som additionsbegrepp (a.a.). 

Genom att fokusera på vilken kunskap som behövs för att lösa problem kan man 
få syn på både procedurer och begrepp menar Silver i ett senare arbete (Silver, 1986). 
Problemlösning kan, säger han, vara en väg för att förklara och förstå samband 
mellan begrepp och procedurer som elever använder. Det är emellertid möjligt för 
elever att arbeta med procedurer utan att ha begreppen klara och det är lika möjligt 
att förstå begrepp men sakna procedurer. Begrepp, procedurer och problemlösning 
måste betraktas som en helhet och inte som tre skilda områden, som det traditio-
nellt har gjorts i studier, enligt Silver (a.a.). Han påpekar också att procedurer och 
begrepp hör samman och växelverkar och att det är relationen mellan dessa två olika 
kunskapsformer som ger en person kunskap och kraft att tillämpa sina matematiska 
kunskaper i olika sammanhang. Som ett exempel ger han att kunskap om liksidiga 
trianglar för med sig kunskap om andra trianglar såsom trianglar i allmänhet, likbenta 
trianglar liksom regelbundna polygoner och polygoner i allmänhet. Det är också givet 
att kunskap om begreppet även har en relation till procedurer som att konstruera en 
triangel, mäta sidor, mäta vinklar, beräkna omkrets och beräkna area. 

•
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Matematiska begrepp har bland annat beskrivits av Sfard (1991) som menar att 
begrepp kan beskrivas dels som dynamiska, dvs. ett operationellt begrepp, ett resul-
tat av en process eller av processen i sig själv, dels som ett statiskt begrepp, dvs. ett 
objekt. Enligt henne har elever lättast att se matematiska begrepp som procedurer 
och det tar enligt Sfard längre tid för eleverna att förstå begreppen på ett statiskt 
sätt som objekt. Ett nytt begrepp som ska utvecklas startar med förståelse för en 
procedur och först senare utvecklas förståelse för begreppet, enligt Sfard (a.a.). Sfard 
menar att problemlösning som process består av ett samspel mellan dessa två typer 
av begrepp.

Sfard förtydligar sina två begrepp enligt nedan: 

Operationellt begrepp Strukturellt begrepp

Generell karaktäristik Ett operationellt begrepp är 
möjligt som ett resultat av 
en process eller av processen 
i sig själv

Ett strukturellt begrepp 
är möjlig som en statisk 
struktur som om det var ett 
verkligt objekt

Inre representation Stöttas av en språklig/ 
verbal representation

Stöttas av en visuell  
avbildning

Plats i begrepps- 
utveckling

Utvecklas som första  
steget i begreppsskapandet

Utvecklas/uppstår av 
kunskap om operationella 
begrepp

Dess roll i en  
kognitiv process

Är nödvändig, men inte 
tillräcklig, för effektiv  
problemlösning och lärande

Underlättar alla kognitiva 
processer (lärande och pro-
blemlösning)

(Sfard 1991 s. 33)

En tolkning av Sfards resonemang har gjorts av Häggström (2004) som ger ett 
exempel med anknytning till algebra då han beskriver betydelsen av att förstå inne-
börden av likhetstecknet för att förstå begreppet ekvation:

Likhetstecknet kan uppfattas på ett dynamiskt sätt i uttryck som 2 + 3 = 5, 
som att först har vi 2 och 3, dessa adderas och sedan får vi summan 5. ”Det 
blir fem”. Det finns en klar dynamik i hur uttrycket förstås. Man kan säga att 
det tolkas som en procedur i riktning från vänster led till höger led. När det 
gäller ekvationer av typen 2x + 3 = 13 − x, blir det väldigt svårt att hålla fast 
vid denna dynamiska tolkning. Här måste likhetstecknet och hela uttrycket 



106

istället förstås som en statisk struktur, d v s att vänster och höger led båda 
finns samtidigt och att de är lika. Hela uttrycket måste uppfattas som ett 
objekt som man kan operera på. (Häggström 2004)

Sfards teoretiska modell kan jämföras med Hiebert (1986). Han delar upp ma-
tematik i att förstå särskilda matematiska begrepp och att samordna dessa med 
särskilda matematiska procedurer. (Anmärkning: Dessa båda delar beskrivs senare 
med den gemensamma termen ”procept” (procedur + concept). Varje matematiskt 
område innehåller enligt Hiebert på detta sätt sina specifika matematiska begrepp 
och procedurer, men samtidigt förekommer många begrepp och procedurer inom 
flera matematiska områden.

Definition på begrepp och procedur

Begrepp är ett statiskt objekt och består av en term, en definition och kan beskrivas 
av en referent. Exempel på ett begrepp är yta där yta (term) är en sammanhängande 
2-dimensionell punktmängd i rummet (definition) och kan ses som en area (referent). 
Ett annat exempel är begreppet rationellt tal (term) som kan skrivas som a/b där a 
och b är heltal och b ej är 0 (definition) och där 4/5 är ett uttryck (referent). 

Procedurer är dynamiska, det sätt på vilket man konkret utför en uppgift, en 
verksamhet som består av ett antal relaterade händelser som tjänar visst ändamål 
eller leder till visst resultat, en form av handling. Exempel på procedurer är att utföra 
beräkningar med de fyra räknesätten eller att fylla i en tabell. 

Matematiska konventioner

I matematik som i andra ämnesområden är det viktigt att formulera överenskom-
melser, konventioner, som är specifika för just matematik.

I NE (2006) beskrivs konvention som ”formell överenskommelse om angelägen-
heter av gemensamt intresse på visst område […]”. Enligt Svensk ordbok (1986) är 
konvention ”formell överenskommelse om angelägenheter av gemensamt intresse på visst 
område […] äv. allmännare om överenskommen regel […].”.

I grundskolans kursplan (Skolverket 2000) kan man läsa: ”Utbildningen syftar 
till att utveckla elevens intresse för matematik och möjligheter att kommunicera med 
matematikens språk och uttrycksformer”. I Gy 07 (Skolverket 2006) återfinns följande 
text: ”Förmågan innebär att tolka och använda matematikens språkliga uttryck, sym-
boler och andra representationsformer som grafer och diagram”. En förutsättning för 
att kunna kommunicera är givetvis att man är överens om innebörden/betydelsen 
av det som behandlas.

•
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Definition på matematisk konvention

Matematiska konventioner är gemensamma överenskommelser då matematik kom-
municeras muntligt, i bild eller i skrift. Dessa innefattar språk och symboler som är 
specifika för matematik och kan beskrivas med följande exempel: 

a)	hur symboler används t.ex. tecknet +. 
b)	överenskommen terminologi, t.ex. rektangel, heltal, division.
c)	beskrivning av system, t.ex.. koordinatsystem med origo, axlar, punkter, 

sträckor och plan.
d)	prioriteringsregler. 

Formler

I matematik har man ofta behov av att uttrycka sig generellt och samtidigt kortfattat. 
Ett sätt är att använda sig av formler. Under tusentals år har matematiker använt 
sig av olika typer av formelsamlingar för att underlätta sitt arbete.

I NE (2006) beskrivs formel som ”uttryck som betecknar eller utsäger något med 
hjälp av särskilda symboler, kombinerade enligt bestämda regler”. Enligt Svensk ordbok 
(1986) är formel ”uttryck som beskriver viktiga egenskaper eller samband med hjälp 
av symboler särsk. om logiska el. mat. sådana”. I Karush (1962) ”Ett uttalande av ett 
matematiskt samband i symbolisk form […]. En verbalt given formel kallas en regel.” 

I grundskolans kursplan (Skolverket 2000) tas formler upp i följande samman-
hang som ett mål att sträva mot ”Skolan skall i sin undervisning i matematik sträva 
efter att eleven – grundläggande algebraiska begrepp, uttryck, formler, ekvationer och 
olikheter.” I förslaget för gymnasieskolan Gy 07 (a.a.) behandlas formler i följande 
sammanhang Centralt innehåll: […] representationer av proportionalitet, metoder 
för att lösa ekvationer och hantering av formler och algebraiska uttryck relevanta för 
karaktärsämnena. 

Att förstå och kunna använda formler är en del av Niss (1999) kompetenser: 
”Symbol- och formaliseringskompetens (avkoda symbol- och formelspråk samt att översätta 
fram och tillbaka mellan symbolspråk och naturligt språk […]).”

Definition på formel

Formler är generella matematiska samband uttryckta med siffror, bokstäver eller 
andra symboler. Exempel på formler:

a)	konjugatregeln: 
b)	formel för beräkning av rektangelns omkrets: 2a + 2b där a och b är sidorna 

i rektangeln
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Strategier

Pólya (1945) och Schoenfeld (1985) har påvisat strategiers centrala roll när det 
gäller problemlösning.

I Pólyas (1945) välkända bok ”How to solve it” behandlas heuristik ingående. 
I hans heuristiska lexikon behandlas olika tumregler som är användbara vid pro-
blemlösning, bl.a. att arbeta baklänges, att ställa upp en ekvation, att söka likheter 
med något redan bekant, att dela upp i delproblem, att söka generaliseringar, att 
gissa och prova. Pólya ger även förslag på lämpliga frågeställningar som t.ex. Vad 
är det som söks?, Vad är givet? Känner du till något liknande problem? Skulle du 
kunna lösa en del av problemet?

Schoenfeld (1985) definierar heuristics som strategier och tekniker för att skapa 
framgång när det gäller okända problem och problem som inte är av standardtyp; 
tumregler för effektiv problemlösning som innefattar att rita figurer; införa och 
presentera ett lämpligt sätt att skriva, utnyttja besläktade problem, omformulera 
problemet; arbeta baklänges, testa och pröva procedurer. 

NE (2006) beskriver strategi som ”långsiktigt övergripande tillvägagångssätt”.
Termerna ”strategi” och ”strategier” förekommer inte i kursplanerna. Däremot 

används metoder i samband med problemlösning. ”Eleven visar säkerhet i sitt pro-
blemlösningsarbete och använder olika metoder och tillvägagångssätt” (Skolverket 2000). 
I förslaget till ny gymnasiekursplan Gy 07 (Skolverket 2006) finns följande under 
rubriken betyg och bedömning: ”Problem och modellering: Bedömningen gäller elevens 
förmåga att analysera, välja metod och lösa matematiska problem”.

Strategier som speciella för problemlösning behandlas av Lester (1988) och Bill-
stein m.fl. (2001) då de beskriver olika tillvägagångssätt för att lösa matematiska 
problem. Exempel på metoder är att välja en eller flera operationer, rita en bild, 
göra en lista, skriva upp en ekvation etc. Kilpatrick (2002) beskriver strategi som 
strategisk kompetens. Niss (1999) beskriver inte strategi speciellt men man kan 
anta att det hör till problembehandlingskompetensen. I detta sammanhang bör 
det också påpekas att Silver (1985) menar att Pólyas heuristiska tillvägagångssätt 
är användbart framför allt vid karakterisering av framgångsrik problemlösning och 
inte vid undervisning i problemlösning. 

Definition på strategi

Strategier är speciella metoder för att lösa problem, t.ex. välja en eller flera opera-
tioner, rita bilder, söka mönster, göra en tabell, teckna en ekvation, gissa och pröva, 
arbeta baklänges, lösa ett liknande enklare problem. Denna studie begränsas till 
strategier som är möjliga att upptäcka för en observatör. 

•
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4.3 	 Matematiska resonemang 
Såväl Niss (1999) som Kilpatrick (2002) lyfter fram matematiska resonemang 
som en viktig del av matematiskt kunnande. Matematiska resonemang återfinns 
dessutom i såväl grundskolans som gymnasieskolans kursplaner i matematik. Här 
är ett exempel ur grundskolans kursplan:

Bedömningens inriktning
Bedömningen av elevens kunnande i ämnet matematik gäller följande kva-
liteter:
[…]
Förmågan att följa, förstå och pröva matematiska resonemang
Bedömningen avser elevens förmåga att ta del av och använda information 
i såväl muntlig som skriftlig form, till exempel förmågan att lyssna till, följa 
och pröva andras förklaringar och argument. Vidare uppmärksammas elevens 
förmåga att självständigt och kritiskt ta ställning till matematiskt grundade 
beskrivningar och lösningar på problem som förekommer i olika samman-
hang i skola och samhälle.
[Skolverket 2000. Anm: Min kursivering av matematiska resonemang ovan.]

Ett exempel ur förslaget till ny kursplan för gymnasiet (Gy -7).

Förmågan att kommunicera och argumentera befäster begreppsförståelse 
och samverkar med matematikens logiska uppbyggnad. Förmågan innebär 
att tolka och använda matematikens språkliga uttryck, symboler och andra 
representationsformer som grafer och diagram. Förmågan innebär också att 
föra matematiska resonemang i tal och skrift, argumentera och genomföra be-
vis.
[Skolverket 2006. Anm: Min kursivering av matematiska resonemang ovan.]

Det kan därför vara på sin plats att försöka reda ut och definiera även detta be-
grepp.

Termen matematiska resonemang förekommer inte i NE (2006), däremot termen 
resonemang som beskrivs som ”det att resonera {diskussion, samtal}: som lärare gillar 
han att föra ~ med klassen; vi kom inte så långt i vårt ~ BET.NYANS: med tonvikt på 
resultatet, särsk. om enstaka persons tankegång: följa linjen i hans ~; ett teoretiskt ~ som 
var svårt att följa. 
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Lärandesvårigheter i matematik, speciellt kopplat till problemlösning och ma-
tematiska resonemang har lyfts fram av Lithner (2001). Han drar slutsatsen att 
det är stor skillnad mellan elevers förmåga att föra ett matematiskt resonemang 
och att just detta är avgörande för elevers framgångar i matematik. Lithner (2006) 
definierar (matematiska) resonemang som de tankebanor, de tankesätt, som väljs 
för att underbygga påståenden och nå lösningar. Resonemangen behöver inte vara 
baserade på formell, deduktiv logik och behöver inte ens vara korrekta, så länge 
det finns någon sorts förnuftiga motiv bakom tänkandet (för den som resonerar). 
Sålunda är (matematiska) resonemang inte begränsat till enbart bevisföring utan 
innefattar det tänkande studerande (på alla utbildningsnivåer) utför när de löser 
sina ordinära matematikuppgifter.

Problemets betydelse för de matematiska resonemangen i skolan har Silver 
(1997) tagit upp. Han menar att läraren bör välja ut problem på ett sådant sätt att 
eleverna ges möjlighet att jämföra olika lösningar av samma problem och utveckla 
sin kreativitet. 

Enligt NCTM:s Curriculum and Evaluation Standards (2000) beskrivs ”resone-
mang och bevis” som ett kunskapsområde där eleven som mål ska 

•	 inse att resonemang och bevis är grundläggande aspekter av matematik
•	 kunna göra matematiska antaganden och undersöka dem
•	 kunna utveckla matematiska argument och bevis och värdera dem
•	 kunna välja och använda olika typer av resonemang och metoder vid bevisfö-

ring

Definition på matematiskt resonemang

Matematiskt resonemang innebär att matematiska idéer behandlas med hjälp av 
olika uttrycksformer, t.ex. muntligt, skriftligt, med hjälp av materiel, med gester 
eller i bild. Matematiska resonemang har som mål att man med hjälp av dem ska 
kunna dra logiska slutsatser om matematiska idéer och samband och kunna for-
mulera generaliseringar.

4.4 	 Angränsande studier
Avsikten med de studier som presenteras här är att belysa aspekter som denna studie 
behandlar. Begrepp och procedurer kan beskrivas då elever lär sig men även som 
deras lärares kunskaper. Problemlösning handlar om processen, lärares undervisning 
och elevers lärande. Här redovisas även exempel på studier där valet av uppgift/
problem kan ha haft betydelse.

•
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4.4.1 	Begrepp och procedurer

I en studie av Boaler (1997) jämfördes två skolor. I jämförelsen använde hon termerna 
begrepp och procedurer när hon analyserade skillnaden i matematisk kunskap mellan 
eleverna på de båda skolorna. Skolorna hade olika upplägg på matematikunder-
visningen. Den ena skolan, Amber Hill, var traditionell med i huvudsak mekanisk 
färdighetsträning i läroboken. Den andra skolan, Phoenix Park, hade en hög grad 
av variation både när det gällde innehåll och arbetssätt. Ett resultat som Boaler kom 
fram till var att eleverna vid Amber Hill hade avsevärt bättre procedurkunskaper 
än begreppskunskaper medan eleverna vid Phoenix Park hade ungefär lika goda 
procedurkunskaper som begreppskunskaper. Eleverna uppfattade att de uppgifter 
som behandlade begrepp var svårare än de som behandlade procedurer. Denna 
uppfattning gällde även för de elever som hade lärt sig de matematiska reglerna och 
procedurerna och förstått innebörden av dem.

Figur, hämtad ur Boaler (1997), sid. 78.
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Ett annat viktigt resultat som Boaler fick fram var att de elever som behärskade både 
procedurer och begrepp hade en större förmåga att använda sina kunskaper i olika 
sammanhang och situationer. De elever som var duktiga på procedurer men svaga 
på begrepp visste inte när eller hur de skulle använda och tillämpa sin matematiska 
kunskap. 

I syfte att ta reda på varför amerikanska skolelever presterat så dåligt på internatio-
nella test jämfört med elever i andra länder gjorde Ma (1999) en undersökning där 
hon jämförde några amerikanska och kinesiska lärares egen matematiska förståelse 
för några grundläggande matematiska begrepp och procedurer. Hon intervjuade 23 
amerikanska lärare för elever i åldrarna 6-14 år och 72 kinesiska lärare för elever i 
motsvarande ålder. Resultatet av studien visade att de amerikanska lärarna till skillnad 
från de kinesiska inte alltid själva förstod och kunde förklara vare sig de fyra exemplen 
på elementär matematik som ingick i studien eller elevers felaktiga uppfattningar 
om dem. Ma drog slutsatsen att det är viktigt för elevers matematiklärande att ma-
tematiklärarna själva äger en djup förståelse i grundläggande matematik.

4.4.2	 Problemlösning som läroprocess

Problemlösning som det sammanhang där ämnet matematik ska läras lyfts fram 
av Wyndham, Riesbeck & Schoultz (2000) och Taplin (2004). Wyndham, Riesbeck 
och Schoultz skriver bland annat:

Problemlösning som motor i lärandet
Läroplanen och kursplanen från 1994 (Lpo 94) anlägger ett annat perspektiv 
på problemlösning. Perspektivet är rent konstruktivistiskt. Konstruktivismen 
hävdar att människan på eget rörligt initiativ bygger upp sin egen kunskap 
och förståelse och att i varje inlärningssituation tolkar hon ny kunskap i för-
hållande till det hon redan kan och förstår. I skolan bör en elev därför beredas 
tillfällen att pröva och utforska sin begreppsliga förståelse. Problemlösning 
har en sådan inneboende möjlighet. […] Den konstruktivistiska ståndpunk-
ten kan kondenseras till en mening: Eleverna lär sig matematik genom att 
lösa problem. […] Lärandet av matematik grundad på förståelse gynnas dels 
av olika typer av problem på mångahanda sätt, dels av resonerande kring och 
kommunicerande av olika idéer och lösningar. (sid. 305) 

Problemlösning är inte enbart ett medel att utveckla elevernas logiska tänkande, 
menar Taplin (2004). Den kan även ge eleverna en kontext att lära sig matematiska 
kunskaper i och den kan öka deras möjligheter att tillämpa sina kunskaper i ovana 
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situationer och den är i sig en konstform. Hon menar att ett problemlösningsgrepp 
om undervisningen kan vara ett medel för att få eleverna att konstruera sina egna 
matematiska idéer och själva ta ansvar för sitt lärande. Utmaningen för lärare, på 
alla nivåer, påpekar hon, är att dels förmå eleverna att utveckla sin matematiska 
tankeprocess parallellt med kunskaperna och dels att söka efter möjligheter att 
presentera till och med rutinuppgifter i problemlösningssammanhang. 

4.4.3	 Lärarens uppgifter vid problemlösning 

För det fortsatta arbetet kan det vara av värde att fördjupa sig ytterligare något i 
hur andra forskare ser på betydelsen av lärarens agerande för att elever ska lära sig 
matematik via problemlösning. 

En forskare som studerat matematikundervisning är Jaworski (1994). Som ett 
resultat av sin forskning presenterar hon det hon kallar sin triad (se figur nedan). 
Denna triad beskriver tre faktorer som läraren har att ta hänsyn till och som är 
avgörande för att eleven ska lära. Läraren ska ha en känsla för den enskilde eleven, 
dess styrka och svagheter, för att utifrån den kunskapen sedan välja en uppgift som 
innebär en matematisk utmaning. För att eleven ska lyckas i lärandet måste läraren 
också planera för undervisningen, dvs. organisera för lärandet och den miljö där 
lärandet ska ske. I rollen som organisatör nämns som exempel att läraren ska vara 
ordförande, utmanare, lyssnare och lärande men inte domare.

Organisatorisk förmåga

Känsla  

för

eleven

Välja en  

utmanande  

uppgift

Jaworski (1996) har också beskrivit lärarens två roller. I den ena rollen är läraren 
stödjande, lyssnande och uppmuntrande. I den andra rollen lyfter läraren fram ma-
tematiken genom att klargöra sin egen uppfattning om den aktuella matematiken, 
ställa frågor till eleverna om matematiken samt belysa och betona den matematik 
som eleverna kommit fram till.

Man kan dela in en typisk problemlösningslektion i tre faser, anser Lester (1985). 
Han har tydliggjort såväl elevens som lärarens roller under dessa faser. I första fasen 
ska läraren se till att eleverna har förstått problemet. I andra fasen ska läraren se till att 
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eleverna kan börja arbeta med problemet, läraren ska också under denna fas ge stöd 
och uppmuntran och anvisa samarbete mellan kamrater. I tredje och sista fasen ska 
läraren se till att eleverna delar med sig av sina olika resultat. Läraren ska också lyfta 
fram viktiga resultat och visa på alla tänkbara generaliseringar. Slutligen ska läraren 
även hjälpa eleverna att värdera arbetet, att se vad som fungerade och varför.

Lärarens funktion i förhållande till elevens problemlösande har beskrivits av 
Haapasalo som refereras av Björkqvist (2001). Haapasalo beskriver fyra nivåer 
för lärarens funktion i relation till elevens lärande under problemlösningstillfäl-
len. På nivå 1 fungerar läraren som modell, då eleven inte alls vet hur man kan 
bete sig i samband med problemlösning. På nivå 2 är läraren ett stöd för eleven 
som förstått problemlösandets innebörd och är bekant med problemet i något 
avseende, eleven är då ofta medlem i en grupp. På nivå 3 är läraren leverantör 
av problem eftersom eleven har en god föreställning om vad problemlösande är 
och även vågar prova nya strategier. På högsta nivån, nivå 4, uppmuntrar läraren 
det kreativa elevarbetet eftersom eleven själv kan välja lämpliga strategier och 
producera nya lösningssätt, se möjligheter till variation och generalisering och 
presentera dem för andra. 

Winsløw (2004)) har i en studie analyserat lärares och elevers arbetsuppgifter 
under två problemlösningslektioner i skolår 9 i Japan. Särskilt har kan beskrivit 
bakomliggande principer för hur undervisningen är upplagd i östra Asien. Lärarens 
huvuduppgift är enligt honom att se till att eleverna får upptäcka den matematiska 
strukturen. Detta sker genom att läraren fungerar i två olika roller. I den ena rollen 
är läraren aktiv tillsammans med alla elever. Det kan vara under en samlad klass-
undervisning då läraren står framför eleverna vid tavlan och undervisar alla elever 
samtidigt eller det kan vara när elever går fram till tavlan och redovisar för klassen 
och läraren kommenterar inför alla elever. Den andra rollen som läraren har är att 
hjälpa eleverna enskilt eller i mindre grupper. Detta sker när läraren cirkulerar i klas-
sen medan eleverna arbetar. Dessa båda roller leder enligt Winsløw till att eleverna 
lär sig den matematiska strukturen.

Hur elevers förmodade tänkande kring och lösningar av ett problem kan tas som 
utgångspunkt för lärares planering av undervisningen tas upp av Hiebert (2002). 
Hur tänker eleverna kring en idé när lektionen börjar? Vilka metoder är det troligt 
att de kommer att använda för att lösa problemet? Hur kommer metoderna att 
förändras under lektionens gång? Hiebert menar att lärare sällan ställer sig sådana 
frågor. Men denna typ av förutseende kan ge viktiga insikter som hjälper läraren 
att mer effektivt nå sitt mål. Hur skulle planeringen av undervisningen se ut om 
det centrala var förutseende kopplat till att förbättra elevernas tänkande, frågar 
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Hiebert sig. Han uppmuntrar även lärare att försöka ta del av andras erfarenheter, 
till exempel kollegers eller vad man kan finna i litteraturen. Hieberts tankegångar 
stöds av den studie Ma (1999) gjort. De mer framgångsrika kinesiska lärarna vi-
sade sig där vara betydligt bättre än de amerikanska lärarna på att tolka, använda 
och jämföra olika typer av lösningar och de var även bättre på att använda sig av 
alternativa uttrycksformer.

Lärares kommunikation med eleverna i klassrummet kan beskrivas med två 
begrepp, lotsning och stöttning (scaffolding). Löving (2004) beskriver hur lärares 
samtal anpassas till elevernas förväntningar genom att läraren ger enkla och korta 
förklaringar och på en algoritmisk nivå förklarar hur eleverna ska komma fram till 
resultatet. Lotsning sker utan att eleverna får förklaring på viktiga samband och 
läraren styr eleven till det korrekta svaret utan att eleven får någon förståelse för det 
som behandlas, läraren löser på detta sätt problemet åt eleven. Stöttning (engelska 
scaffolding som betyder byggnadsställning) innebär enligt Mason (2000) att läraren 
bygger upp en struktur som eleven succesivt kan ta över för att slutligen klara sig 
själv. Begreppet stöttning hör samman med Vygotsky (1978) och den proximala 
utvecklingszonen dvs. då eleven får den hjälp, utifrån av lärare eller kamrat, som 
behövs i ett givet ögonblick för att skapa sig ny kunskap.

4.4.4 	Elevernas lärande vid problemlösning

Ett sätt att beskriva elevens lärande är att betrakta lärandeprocessen som en inre och 
en yttre process. Björkqvist (2001) har uttryckt det så att lösningsstrategier dels kan 
ses som medveten kontroll av mentala processer och dels som en följd av matema-
tiska operationer som man avser att utföra. Detta kan jämföras med Silver, Leung 
& Cai (1995) där skillnaden mellan fysiska (yttre) representationer och mentala 
(inre) representationer beskrivs. 

Vygotsky (1978) menar att eleven bygger upp sin egen kunskap genom att på 
ett medvetet sätt bearbeta de sinnesintryck som kommer från omgivningen. Vid 
konstruktion av denna kunskap spelar tidigare erfarenheter och kunskaper stor 
roll. Den nya kunskapen anpassas till den erfarenhets- och kunskapssfär som redan 
finns. Det betyder också att varje elev i en grupp, som utsätts för identiska stimuli, 
bygger upp sin unika, personliga och subjektiva kunskap. Skillnaden mellan vad 
en elev kan lära sig på egen hand och med någon annans, lärarens eller en kamrats, 
hjälp kallar Vygotsky den ”närmaste (proximala) utvecklingszonen” (zpd = zone of 
proximal development). I denna zon anses eleven vara särskilt öppen för lärande. 
En tolkning av Vygotskys tankar är därför att eleven ska utsätta sig för utmaningar 
på gränsen till sin förmåga för att uppnå maximalt lärande.
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Lester (1985) menar att eleven själv bör ställa frågor till läraren för att förstå 
problemet eller för att få ledtrådar som innebär att hon eller han på egen hand kan 
lösa problemet. Vid elevens konstruktion av kunskap spelar också studiekamrater en 
stor roll, menar Lester. Man kan uttrycka det så att eleverna förhandlar om insikter 
och vetande med varandra. Detta resulterar då i matematiska operationer som eleven 
utför. Detta synsätt stämmer väl överens med vad Winsløw (2004) tar upp om elevens 
lärande i ett socialt sammanhang i sin analys av två problemlösningslektioner, att 
eleven själv tillsammans med kamrater konstruerar kunskap med hjälp av språket i 
en kommunikation med kamraterna och läraren Det viktigaste med undervisningen 
i östra Asien är enligt Winsløw att eleverna får upptäcka matematikens struktur. 
Även Pólya (1962) anser att det gäller för eleven att upptäcka så mycket matematik 
som möjligt. Han anser också att eleven genom att lösa problem och särskilt träna 
på många problem som inte är av traditionell typ, kan utveckla både sin kreativitet 
och sin matematiska förmåga. I sin bok ”Mathematical Discovery” (Pólya 1962) har 
han ett särskilt inledande kapitel som heter ”Ledtrådar till läsaren” där han själv ger 
ledtrådar men även behandlar ledtrådar som ett generellt hjälpmedel till eleverna. 

4.5 	 Syfte och frågeställningar
I denna studie beskrivs några av de specifika matematiska idéer som fyra lärare och deras 
elever arbetade med då de löste ett rikt problem. I en inledande teoretisk genomgång 
ges exempel på några specifika matematiska idéer som problemet kan generera.

Det är omöjligt att exakt tala om när och hur lärande sker och vad som lärs. 
Avsikten är emellertid att kunna finna tecken på olika specifika matematiska idéer 
som lärare och elever arbetade med under lektionen med det rika problemet. Syftet 
är också att ta reda på om och hur lärarens egna specifika idéer påverkade eleverna 
och hur dessa specifika idéer användes då eleverna löste problemet. Följande frågor 
formuleras för att besvaras:

Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, när de arbetar 
med ett matematiskt rikt problem?

Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som uppkommer?

4.6 	 Metod
Denna studie ingår i ett mer omfattande longitudinellt forskningsprojekt, RIMA, 
Rika problem i matematikundervisningen. Fyra klasser från två skolor och deras 
lärare har följts under skolåren 7, 8 och 9. Under dessa tre år fick eleverna tillfälle 
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att arbeta med totalt tio rika problem. Problemet Stenplattor som behandlas i 
denna artikel genomfördes under vårterminen i skolår 8. Lärarna hade informe-
rats om begreppet rika problem och kände till att kriterier för dessa fortlöpande 
formulerades. Man träffades före och efter varje nytt val av problem för att utbyta 
erfarenheter av det genomförda problemet och diskutera nästa. Lärarna utformade 
självständigt sin undervisning med de rika problemen och fick inga anvisningar för 
hur de skulle planera sin lektion. De var endast överens om vilket problem de skulle 
arbeta med och de fick ett förslag på hur problemet kunde formuleras. Eleverna i 
de fyra klasserna fick olika instruktioner av sina lärare. Lärarna hade vid samtliga 
tillfällen valt att använda minst en normal lektion (45 min) till problemet. Alla 
problemen har valts ut i samråd med de deltagande lärarna som också i vissa fall 
hade önskemål om att uppgifterna skulle anknyta till de moment som för tillfället 
var aktuella i klasserna. Studien omfattar inte vad eleverna hade arbetat med på 
matematiklektionerna före eller efter problemlösningstillfällena De problem som 
användes i RIMA-studien är alla valda så att de ska täcka så stor del som möjligt 
av de matematiska områden som förekommer i den svenska kursplanen för grund-
skolan. Varje problem ska kunna lösas med flera olika matematiska idéer (se vidare 
de 7 kriterierna ovan).

4.6.1 	Metoder för att samla data

De lärare som deltog i RIMA-projektet var valda så att de representerade så olika 
lärarbakgrund som möjligt. Tre av de fem lärarna hade erfarenhet som handledare 
för studenter. Alla fem deltog frivilligt och hade visat intresse för utveckling av ma-
tematikundervisning. En lärare var 60 år och tre i 40-årsåldern och en lärare var 30 
år. Det var tre män och två kvinnor med olika utbildningar och skolerfarenheter. De 
två skolorna var en tätortsskola och en landsortsskola. Datainsamlingen gick till så att 
lärarna intervjuades före och efter lektionen. Under hela lektionen videoinspelades 
lärarna. De bar dessutom en ljudbandspelare med en liten mikrofon, s.k. mygga. 
Eleverna intervjuades på skolorna. Problemlösningstillfället både videoinspelades 
och ljudbandsinspelades i samtliga klassrum. På den ena skolan intervjuades eleverna 
enskilt, tre flickor från en klass och två pojkar från den andra, både före och efter 
lektionen. Dessa intervjuer spelades in på ljudband. Vid den andra skolan gjordes 
videoinspelningar under lektionen och vid efterföljande intervjuer med fyra grupper 
av elever. Vid intervjuerna var eleverna indelade i en flick- och en pojkgrupp från 
vardera klassen, med 2-3 elever i varje intervjugrupp. Allt ljudmaterial från såväl 
lärarintervjuer som elevintervjuer transkriberades. Från de båda skolorna samlades 
även elevernas skriftliga lösningar in.
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Det hade varit möjligt att i stället sitta och anteckna under lektionerna och vid 
intervjuerna. Eftersom data samlades in för att besvara flera olika frågeställningar 
(det material som är insamlat ska användas för andra frågeställningar än de två 
som är aktuella i denna artikel) valdes videoinspelade lektioner och elevsamtal 
och lärarsamtal med ljudbandspelare. På detta sätt fanns det också möjlighet att 
återkomma till insamlade data och möjlighet att senare göra individtriangulering 
(analysen sker då av två personer oberoende av varandra) för att få en högre grad 
av tillförlitlighet i analyserna. Genom att samla in elevlösningar har vi fått ökad 
förståelse för samtalen mellan lärare och elever och en bättre förklaring på hur 
eleverna har löst problemet.

Före datainsamlingen hade vi kontakt med de båda skolornas rektorer för att 
informera och få möjlighet att genomföra studien. Vi informerade föräldrarna vid ett 
föräldramöte och såg till att de föräldrar som saknades fick information om studien 
av de lärare som medverkade. Vi skickade också hem en skriftlig information och 
förfrågan om elevernas deltagande till alla föräldrar. I de rapporter och redovisningar 
som görs av projektet kommer inga elever eller lärare att kunna identifieras. Under 
studien har varje lärare fått läsa de utskrivna intervjuerna med henne/honom. Lärarna 
har fått de rapporter som skrivits och även fått se de videofilmer som använts vid 
presentationer av studien. Eleverna har efter avslutat projekt fått se en sammanklippt 
video av de inspelningar som gjorts under de tre åren som studien pågick. 

4.6.2 	Metoder för att analysera data

I denna studie undersöks vilka matematiska idéer som elever och lärare arbetar med 
när de löser det rika problemet Stenplattor. Två typer av matematiska idéer definieras: 
Generella och specifika idéer. För att finna de specifika idéerna har samma principer 
följts som gäller för att skapa kategorier enligt forskningsmetoden grundad teori (Glaser 
& Strauss 1967, Alcock & Simpson 2004). All datainsamling har följt de rekommen-
dationer som vetenskapsrådet (2007) ger när det gäller forskningsetiska frågor. 

1.	Följande data har samlats in:
a)	Lärarnas samtal med eleverna under lektionen inspelade med audiotape och 

yttre mikrofon (”mygga”), enskilt eller med grupp eller klass. Samtal finns 
också inspelade mellan elever då läraren står invid eftersom mikrofonen är 
fästad på läraren.

b)	Elevintervjuer före och efter lektionen inspelade med audiotape. 
c)	Lärarintervjuer före lektionen och efter lektion (som stimulerad återblick och/

eller öppen intervju) inspelade med audiotape.
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d)	Videoinspelade lektioner med lärarens arbete i fokus.
e)	Videoinspelade lektioner med elevgruppers arbete i fokus.
f )	Videoinspelade efterintervjuer med elevgrupper.
g)	Elevlösningar.

Allt audioinspelat material och videoinspelade efterintervjuer med elevgrupper 
skrevs ut

2.	Via litteraturstudien hade generella matematiska idéer definierats som: be-
grepp, procedurer, formler, konventioner och strategier. 

3.	En teoretisk genomgång gjordes av problemet som byggde på litteratur-
genomgångens generella matematiska idéer. Den teoretiska genomgången 
syftade till att finna vilka olika specifika matematiska idéer som kunde tänkas 
komma till användning vid just detta problem, specifika idéer som var särskilt 
framträdande och hade avgörande betydelse för problemet. Ett exempel på en 
sådan specifik idé är rekursion. Rekursion är såväl ett begrepp, en procedur, 
en formel som en strategi. Sammanhanget där den specifika idén rekursion 
förekommer och används blir avgörande för vilken typ av generell matematisk 
idé som är aktuell. Rekursion kan inte direkt hjälpa problemlösaren att finna 
ett generellt uttryck (eller en formel) för lösningen på det ursprungliga pro-
blemet, men den kan via en annan för problemet specifik idé, ofta en tabell, 
leda lösaren vidare mot målet.

4.	De utskrivna lektionssamtalen (audioinspelat ”myggan”-material från läraren) 
och videointervjuerna med eleverna bearbetades av mig självständigt för att 
de generella idéer begrepp, procedurer, konventioner, formler och strategier 
som hade använts skulle upptäckas. Först markerades alla exempel på begrepp, 
sedan alla exempel där procedurer använts, alla exempel på konventioner, alla 
exempel där lärare och elev arbetat med formler och slutligen alla de olika 
strategier som lärare och elever använt sig av för att lösa problemet. Vissa av 
de markerade generella idéerna stämde överens med de specifika idéer jag 
funnit i den teoretiska genomgången. De generella idéer som inte stämde 
med de specifika idéer som jag funnit i den teoretiska genomgången gav 
upphov till nya specifika idéer. På detta sätt utvidgades de specifika mate-
matiska idéernas antal och flera varianter på specifika idéer som kunde leda 
till en lösning av problemet kom fram. En del av de specifika idéer som jag 
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fann vid genomgången av utskrivna data, och som jag inte hade förutsett att 
elever och lärare skulle ha, visade sig leda till återvändsgränder eller felaktiga 
lösningar, det ansågs ändå vara viktigt att ta med dessa specifika matematiska 
idéer i redogörelsen. 

5.	Efter det att de specifika idéerna identifierats i de utskrivna audioinspelade 
lektionerna (”myggan” material) och videoinspelade elevintervjuerna be-
arbetades samma material igen. Detta kompletterades nu med insamlade 
elevlösningar, audioinspelade elevintervjuer, videoinspelade lektioner med 
självständigt arbetande elevgrupper och videoinspelning med lärarens 
agerande, detta för att eventuellt finna fler specifika idéer eller justera de 
gamla. 

6.	Övriga två forskare granskade allt material självständigt för att pröva de 
specifika idéerna. De specifika idéerna sammanställdes efter att full enighet 
uppnåtts.

7.	För att besvara forskningsfråga 2 gick jag åter igenom allt material dvs. ut-
skrivna audioinspelade lektioner, videoinspelade elevintervjuer, insamlade 
elevlösningar, audioinspelade elevintervjuer, videoinspelade lektioner med 
elevgrupper och videoinspelade lektioner med läraren. Varje specifik idé följdes 
upp genom att söka efter hur den specifika idén hade uppstått och hur den 
hade behandlats. Jag undersökte hur läraren behandlade en specifik idé som 
kom från eleven och hur eleven behandlade en specifik idé från läraren men 
också hur en elev följde upp en specifik idé från en kamrat. Följde läraren 
upp den specifika idén på tavlan eller muntligt inför hela klassen, som en 
hemläxa, i enskilt samtal med eleven eller på annat sätt? Särskilt beaktades 
om den specifika idén hjälpte eleverna vidare i lösningsprocessen eller om de 
fastnade i en egen specifik idé som inte ledde vidare eller valde specifika idéer 
som gjorde att de hamnade i återvändsgränder.

8.	Slutligen undersökte vi om det fanns några samband mellan de olika speci-
fika idéerna för att finna om och hur en specifik idé gick vidare till en annan 
specifik idé eller om en specifik idé inte ledde vidare eller ledde till en felaktig 
lösning. Här utgick vi från samtliga specifika idéer och såg vad som skedde 
med dem dvs. hur de behandlades. 
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9.	Som ett sista steg i analysen beskrevs sambanden mellan de funna specifika 
idéerna och hur en specifik idé ledde över till en annan. Sambanden mellan 
de specifika idéerna visade sig kunna beskrivas längs en tidsaxel från det att 
en specifik idé uppstod för första gången och sedan behandlades på olika 
sätt under problemlösningsprocessen. Även de specifika idéer som ledde till 
återvändsgränder och till felaktiga lösningar beskrevs och behandlades. 

I denna studie har vi sökt och tagit med alla specifika matematiska idéer som upp-
täckts under genomgången av insamlat datamaterial, vi har diskuterat tolkningar av 
data tillsammans. Ambitionen har varit att nå tillförlitlighet i tolkningarna genom 
att strikt följa det ovan beskrivna teoretiska ramverket samt den beskrivna analysme-
toden. Även om denna studie endast gäller fyra klasser så är dessa enligt vår (lärare 
och forskare med lång erfarenhet från många olika lärandemiljöer) bedömning 
vanliga klasser när det gäller elever och lärare, om man med vanliga klasser menar 
kommunal skola utan nivågrupperade elever. Vid urvalet av skolor och lärare var 
vi angelägna om att få så stor mångfald av lärare och elever som möjligt. De båda 
skolornas sociala upptagningsområde är blandat. Skolan på landsbygden har många 
pendlande föräldrar och elever som åker skolskjuts. Eleverna bor i hyresbostäder i 
brukssamhället eller i staden eller i friliggande egna hus. Lärarna är beskrivna ovan 
och kan nog uppfattas som representativa för yrkeskåren. 
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4.7 	 Problemet Stenplattor

Stenplattor

Ett mönster läggs med hjälp av kvadratiska stenplattor, mörka och ljusa. 

Så här ser mönstret ut:

	 figur 1	 figur 2	 figur 3

a) Hur många plattor går det åt till figur 5?
 Hur många av dem är ljusa och hur många är mörka?
b) Hur många mörka respektive ljusa plattor går det åt till figur 15?
c) Hur många mörka respektive ljusa plattor går det åt till figur 100?
d) Hur många mörka respektive ljusa plattor går det åt till figur n?
e) Skapa ett liknande problem. Lös det.

(Problemet är här något förkortat) 

4.7.1 	 Presentation av problemet

Problemet är ett exempel på en problemtyp som leder till ett induktivt resonemang. 
Detta är en metod för att finna en generalisering (ofta uttryckt som en formel där 
n ingår). Metoden baserar sig på observationer och därigenom funna matematiska 
mönster. Ett alternativt resonemang kallas deduktivt och bygger på satser, bevis 
och motbevis. (Billstein m.fl.2001) Problemet leder också till algebraiska samband 
som t.ex. kvadreringsregeln och matematiska konventioner som t.ex. användning 
av parentesuttryck. 

•
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Problemet är formulerat i flera delproblem för att alla elever i en klass ska kunna 
arbeta samtidigt och kunna lösa delar av problemet. Genom att formulera delproblem 
finns det en större möjlighet att alla elever får en utmaning för sitt eget arbete men 
också att alla har möjlighet att förstå resonemang och redovisning av problemet. 
Delproblemen ger också en anvisning till eleven och läraren så att de sedan ska 
kunna komma fram till den matematiska generaliseringen.

4.7.2 	 Specifika matematiska idéer, teoretisk genomgång av  
Stenplattor

I denna genomgång visas exempel på specifika matematiska idéer i problemet men 
också exempel på den terminologi som används. Denna genomgång har också gjorts 
för att tolka elevernas specifika idéer och lösningar i det empiriska materialet. De 
generella matematiska idéerna gör det möjligt att finna de specifika idéer som löser 
problemet Stenplattor. 

De lösningsexempel som presenteras här har samlats in under många år av 
undervisning då jag arbetat med liknande problem. Erfarenhet av undervisning 
omfattar grundskola, gymnasieskola, lärarutbildning samt lärare i fortbildning. 
Om erfarenheten hade omfattat andra studerande på andra utbildningar så hade 
möjligen andra lösningar varit aktuella. De här presenterade lösningarna kan man 
förvänta sig av elever i skolår 7-9. 

Använda strategin att rita en bild eller strategin att använda  
konkret material

Delproblem a) kan lösas med konkreta metoder. Här handlar det om att beräkna 
antalet plattor. Detta kan ske genom att räkna rutor och med hjälp av procedurerna 
uppräkning, addition och/eller multiplikation. 

	figur 1	 figur 2	 figur 3	 figur 4	 figur 5
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Använda begreppet rekursion

Rekursion innebär att ett följande element kan beräknas ur föregående element. 
T.ex. 1, 4, 9, 16, 25…(där ökningen av differensen är lika stor 3, 5, 7, 9,…) För 
denna talföljd är rekursionsformeln 

an
= a

n-1
 + 2n - 1. Eleverna måste då känna till antalet plattor på figuren före för 

att veta antalet på den aktuella figuren. 
Delproblem b) kan lösas med begreppet area och procedurerna addition och 

multiplikation som i deluppgift a). Det gäller för eleverna att finna en metod för 
att slippa rita alla figurer fram till och med figur nr 15 och istället försöka hitta 
matematiska mönster som underlättar att lösa delproblemet. 

Använda begreppet yta och proceduren att beräkna areor 

Yta definieras som en sammanhängande tvådimensionell punktmängd i rummet. 
Den kan vara begränsad eller obegränsad och saknar tjocklek. Area är ett mått på 
en begränsad yta, t.ex. en stenplattas area. Area kan beräknas som ett antal av en 
bestämd areaenhet.

Alternativ 1: Två kvadratiska areor

Totala antalet stenplattor i figur 5 är 7· 7 st = 49 st (mörk kvadrat i figuren ovan). 
Av dessa är 5· 5 st = 25 st ljusa (ljus kvadrat i figuren ovan) och resten är 

(49 - 25) st = 24 st mörka (mörk kvadrat - ljus kvadrat).

Alternativ 2: Inre kvadratisk area med omgivande area i ramform
Antalet ljusa plattorna beräknas fortfarande som en area, 5· 5 st = 25 st ljusa (ljus 
kvadrat i figuren nedan, sidan 5). De mörka plattorna ses däremot som en ram och 
kan beräknas på flera olika sätt, t.ex. så här:

a)	 b)

 
4· (5 + 1) st = 24 st 4 · 5 st + 4 ·1 st = 24 st 

•
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Använda strategin att göra en tabell

Här är tre exempel på mönster, när det gäller de mörka plattorna. Det finns fler 
mönster.

Figur 
nr

Samtl. 
plattor

Mönster Ljusa 
plattor

Mönster Mörka 
plattor

Mönster 
alt 1

Mönster 
alt 2

Mönster 
alt 3

1 9 3 · 3 1 1 · 1 8 4 · 2 9 – 1 2 · 3 + 2 · 1
2 16 4 · 4 4 2 · 2 12 4 · 3 16 – 4 2 · 4 + 2 · 2
3 25 5 · 5 9 3 · 3 16 4 · 4 25 – 9 2 · 5 + 2 · 3
4 36 6 · 6 16 4 · 4 20 4 · 5 36 - 16 2 · 6 + 2 · 4
5 49 7 · 7 25 5 · 5 24 4 · 6 49 - 25 2 · 7 + 2 · 5
6 64 8 · 8 36 6 · 6 28 4 · 7 64 - 36 2 · 8 + 2 · 6
7 81 9 · 9 49 7 · 7 32 4 · 8 81 - 49 2 · 9 + 2 · 7
8 100 10 · 10 64 8 · 8 36 4 · 9 100 - 64 2 · 10 + 2 · 8
9 121 11 · 11 81 9 · 9 40 4 · 10 121- 81 2 · 11 + 2 · 9

10 144 12 · 12 100 10 · 10 44 4 · 11 144 - 100 2 · 12 + 2 · 10
11 169 13 · 13 121 11 · 11 48 4 · 12 169 - 121 2 · 13 + 2 · 11
12 196 14 · 14 144 12 · 12 52 4 · 13 196 - 144 2 · 14 + 2 · 12
13 225 15 · 15 169 13 · 13 56 4 · 14 225 - 169 2 · 15 + 2 · 13
14 256 16 · 16 196 14 · 14 60 4 · 15 256 - 196 2 · 16 + 2 · 14
15 289 17 · 17 225 15 · 15 64 4 · 16 289 - 225 2 · 17 + 2 · 15

(nr + 2) ·  
· (nr + 2)

Nr · nr 4· (nr 
 +1)

alla - ljusa 2· (nr + 2) + 
+ 2· nr

Det går alltså åt 225 st ljusa och 64 st mörka stenplattor till figur nr 15.

Delproblem c kan lösas med samma lösningsstrategier som a och b men här är 
antalet satt så stort att det ska leda till att eleverna söker generella uttryck. Om de 
inte gjort det redan i delproblem b så gör de det förhoppningsvis här.

Kanske kan de med egna ord uttrycka de matematiska mönstren generellt och 
som regler och tillämpa dessa regler på figur 100:

Exempel: 
”För att få fram hur många ljusa plattor det är tar man figurens nr gånger sig 
självt, 
100 · 100 st = 10 000 st.”
”För att få fram hur många mörka plattor det är tar man figurens nr plus 1 fyra 
gånger, 
4· (100 + 1) st = 404 st.”
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Använda konventionen n som symbol

Delproblem d) innebär att finna ett generellt uttryck oberoende av figurens num-
mer och antal plattor på sidan i kvadraten. Här ska det enskilda fallet övergå i det 
allmänna. För att översätta sina regler formulerade med egna ord till matematiskt 
språk (en matematisk formel) gäller det att vara införstådd med den vanligt förekom-
mande matematiska användningen av bokstaven n. Om man har hittat mönstren 
i b gäller det att sätta in n istället för ”nr” i tabellen ovan, där n då alltså betecknar 
ett godtyckligt positivt heltal, dvs. i detta fall kan n stå för vilket figurnummer som 
helst. Formlerna gäller alla figurer.

Alt 1: Antalet mörka plattor (ramen): 4 (n + 1) = 4n + 4. Antalet ljusa plattor 
(inre kvadraten): n2.

Alt 2: Totala antalet plattor (yttre kvadraten) - antalet ljusa plattor (inre kvadraten) 
= antalet mörka plattor (ramen): (n+2)2 - n2 = 4n + 4 

Delproblem e) innebär att eleverna kan visa att de insett vilka specifika mate-
matiska idéer som ingick i problemet genom att de själva skapar ett matematiskt 
liknande problem. 

4.8 	 Resultat och lokal analys
I resultatredovisningen prövas först om det valda problemet är ett rikt problem. 
Sedan tas de för problemet specifika matematiska idéerna upp och exempel visas på 
hur de behandlades. Alla operationer (räknesätt) som eleverna utförde tas inte upp. 
Den specifika matematiska idén beskrivs också som en av fyra möjliga representa-
tionsformer (konkret, logisk/språklig, aritmetisk/algebraisk, grafisk/geometrisk), (se 
Taflin 2003). Termerna uttrycksform och representationsform används synonymt. 
Allt transkriberat material redovisas som de samtal som lärare och elever hade un-
der lektionen, lärarintervjuer före och efter lektionen, efterintervjuer då eleverna 
återberättade hur de tillsammans med kamrater och lärare arbetade med problemet 
samt elevernas skriftliga lösningar. 

4.8.1 	Prövning av kriterier för rika problem 

Som tidigare nämnts så kan man inte veta om ett problem är rikt innan man testat 
det på lärare och elever i klassrummet. Innan empiriska data analyseras testas därför, 
via en kortfattad argumentation, om det varit ett rikt problem för dessa elever el-
ler inte. För att tydligare visa huruvida kriterierna uppfylls ges några exempel från 
den efterföljande resultatredovisningen. I denna artikel är det kriterium 1 som ska 
behandlas dvs. vilka matematiska idéer som lärare och elever arbetar med och hur 
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de gör det. Resultatredovisningen med analys och efterföljande diskussion, visar att 
problemet väl uppfyller kriterium 1. 

Vad gäller kriterium 2 så observerades att alla elever uppfattade vad de skulle göra 
och att eleverna arbetade med problemet under hela lektionen (minst 45 minuter). I 
minst ett fall arbetade eleverna koncentrerat med att klippa och resonera hela tiden. 
Bara ett fåtal av eleverna hann dock arbeta med deluppgift e) vilket innebär att de 
varit upptagna med problemet under hela lektionen.

Ingen elev hade en given lösningsstrategi och elevernas engagemang och diskus-
sioner under problemlösningen uppfattades som att de också upplevde en utmaning 
och fick anstränga sig. I skolsammanhang är det ovanligt att ett matematiskt problem 
tar en lektion eller mer men lärarna lät eleverna arbeta så länge det var rimligt för 
att de skulle kunna presentera dellösningar på problemet, dvs. problemet tilläts ta 
tid. Lärarna berättade också efter lektionen att de tyckte att det var svårt att avbryta 
elever som arbetar bra, för att göra en gemensam genomgång. I två av klasserna 
användes trots detta slutet av lektionen för en gemensam genomgång, även om det 
innebar att inte alla elever var färdiga med alla deluppgifter. Problemet uppfyller 
därför kriterium 3.

Redovisningen nedan med elevernas specifika matematiska idéer visade att pro-
blemet kunde lösas på flera olika sätt och det uppfyllde därför kriterium 4. 

Det förekom matematiska diskussioner i samtliga klasser, då läraren vandrade runt 
bland eleverna och samtalade med dem om deras olika lösningar. Problemet kan 
alltså initiera matematiska diskussioner och uppfyller därför kriterium 5. Exempel 
på detta finns bland annat i exempel 12, 13, 14.

Här redovisas flera specifika matematiska idéer som eleverna växlade mellan och 
byggde broar mellan, då de löste problemet. Exempel på bro är bland annat då 
eleverna gick från tabell till generellt uttryck eller från areaberäkning till generellt 
uttryck. En annan bro var från aritmetik med tal till att använda de algebraiska 
symbolerna n och x. Broar förekom bl.a. i exempel 4, 11 och 16. Problemet kan 
därför fungera som brobyggare och uppfyller då kriterium 6. 

Som deluppgift e) skulle eleverna formulera egna problem, vilket några elever 
också gjorde och redovisade som skriftliga lösningar som samlades in. Även krite-
rium 7 är därför uppfyllt. (I denna studie redovisas inget empiriskt material som 
hör till detta kriterium).

I och med detta har jag visat att jag valt ett rikt problem för eleverna att arbeta 
med. 
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4.8.2 	Elevers och lärares matematiska idéer och hur de behandlas

För att lösa problemet Stenplattor har lärare och elever använt en mängd olika 
specifika och generella matematiska idéer. De specifika idéerna kan relateras till en 
eller flera generella idéer. Nedan presenteras de specifika idéerna och vilken eller 
vilka typer av generella idéer som de representerar.

Vilka specifika idéer som kommit till användning beror av vilka lärare, elever 
och problem som studeras. Det är alltså inte helt säkert att det går att generalisera 
resultaten men det är högst troligt att lärare för motsvarande stadium och studenter 
med samma matematiska bakgrund skulle kunna lösa problemet med de specifika 
idéer som redovisas här. 

De specifika idéerna nedan är svar på forskningsfråga 1. De specifika idéerna 
beskrivs också beroende på vilka representationsformer de är uttryck för.

Fråga 2 besvaras genom att jag undersöker vid vilka tillfällen de specifika mate-
matiska idéerna uppstår och på vilket sätt de behandlas. 

Specifika idén: Att klippa, måla, rita

Denna specifika idé är en konkret representationsform eftersom lösningen beskrivs 
med en ritad bild.

Presentation av problemet:

Ex. 1

1. Elev: Ni har hållit på med algebra nu och det kan man ha lite nytta 
av när man löser det här problemet! Om det är någon som 
vill klippa ut bitar, om ni skulle vilja så har jag sax med mig 
och så finns det papper som ni kan ta av om ni skulle vilja 
måla mörka och ljusa plattor[…] jag tänkte inte ett ögon-
blick på att ni behövde rutade papper!

Under lektion:

Ex.2

2. Elev: Klipper ut såna där rutor som vi ska räkna med sedan[…] 
Dom här är jättebra!

3. Lärare: Ja, då kan ni räkna sen då. Hur har ni gjort då? […]Vilken är 
ni på?

Ex.3

4. Elev: Vi behöver ett större papper om vi ska kunna måla figur 100.

5. Lärare: Ska ni måla den?

•



129

6. Elev: Ja, vi målade ju figur 15.

7. Lärare: Jaha, men tror ni inte att ni kan lösa den utan att måla[…]
Om ni bara håller er till siffror kanske?

Intervju med elever efter lektion:

Ex. 4

8. Intervjuare: Gav hon dig någon ledtråd?

9. Elev: Ja, att man skulle använda liksom och rita och göra en sådan 
där tabell.

Ex. 5

10. Intervjuare: Jag ser att du har ritat bilder

11. Elev: Ja, det blir lättare att fatta då[…]Så man slipper ha allting i 
huvudet och räkna.

Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, 
när de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Procedurer: Eleverna räknade antalet rutor (2, 11) efter att de ritat (10) eller klippt 
(3). 
Strategier: Här använde eleverna sax för att klippa och räkna rutor (2). Eleverna 
använde också rita (9) och måla (5) som strategi. Rita användes här som strategi 
för att sedan sätta upp en tabell (9). Tabell bildar en egen specifik matematisk idé.

 När det gäller begrepp, formler och konventioner fanns inga tecken på att elev-
erna använt sig av dessa generella idéer annat än marginellt. Det är möjligt att tolka 
in talbegreppet (2, 11) i denna specifika idé men eleverna visade inte att de kunde 
mer än ”ett till ett korrelationen” och talramsan som i sig endast är en ramsa som 
eleven lärt sig utantill. Det förekom inga formler i samband med denna specifika 
idé. Vad gäller konventioner så sysslade eleverna med dessa då de skulle hålla sig 
till siffror (7) eller sätta upp en tabell (9). Både siffror och tabell är exempel på hur 
matematik uttrycks med symboler och illustrationer. Eftersom dessa tre generella 
idéer inte har spelat en framträdande roll vid detta problem har de heller inte blivit 
en del av den specifika idén klippa, måla och rita.

Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén 
klippa, måla, rita: Klipper ut såna där rutor som vi ska räkna med sedan…

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna 
procedur och strategi.
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Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som  
uppkommer?

Redan när läraren presenterar problemet visade det sig att läraren ledde in eleverna 
på ett val av strategi (1). Det är oklart om läraren följde upp de elever som ritade 
och klippte eller om de sysslade med detta hela lektionen. Under lektionen fick 
eleverna förklara vilken strategi de var inne på för att lösa problemet (3, 7). Det 
är inte säkert att eleverna hade klart för sig vad problemet gick ut på. Genom att 
föreslå dem att arbeta med siffror (7) ville läraren att de skulle komma vidare. Rita 
kunde också vara ett stöd för att komma vidare t.ex. genom att sedan sätta upp en 
tabell (9) eller för att inte behöva ha alla siffror i minnet (11). Vid efterintervjun 
berättade eleverna att de hade fått förslag från läraren att de skulle kunna rita och 
fortsätta med tabell (9). 

Specifika idén: Rekursion

Denna specifika idé kan beskrivas med många olika representationer. Om rekursio-
nen visas i en tabell är det en grafisk representation, visas den med en formel är det 
en algebraisk representation och i löpande text visar den sig som en logiskt-språklig 
representation.

Presentation av problemet:

Ex. 6

12. Lärare: Den första figuren till den andra figuren till den tredje…
sen ska ni räkna ut hur många plattor det finns i den femte 
figuren i den hundrade…ni ska alltså försöka lista ut mönst-
ret och hur man räknar ut framöver.

Under lektion:

Ex.7

13. Elev: Då ökar det i alla fall på dom vita och sen dom svarta lägger 
man på fyra varje gång.

14. Lärare: Från det som var innan?

15. Elev: Ja.

16. Lärare: Så för att lösa figur femton så måste man känna till figur 
fjorton?

17. Elev: Jag vet inte vi satt ju och räkna!

18. Lärare: Men om ni lägger på hela tiden fyra på varje så betyder det 
för att kunna räkna ut femton så måste ni veta fjorton för ni 
måste veta vad ni ska lägga till fyra till, eller hur? Så för att 
räkna ut figur hundra så då måste ni veta vad det är på nitti-
nio. Då måste ni räkna er fram hela tiden fram till nittinio.

•
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19. Elev: Jag kan inga andra.

20. Lärare: Men alltså jag menar inte så men jag menar har ni tänkt på 
att ni måste gå den vägen. Nu är ni inne i ett system där ni 
måste räkna ut alla för att komma fram till den sista.

Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, 
när de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Läraren hänvisade till begreppet rekursion (även om inte läraren använder ter-
men rekursion) för att eleverna skulle få klart för sig att de var inne i ett system (20). 
Procedurer: Eleverna använde uppräkning som bygger på figuren med lägre num-
mer (13, 18) för att komma till nästa figur. Detta innebar att eleverna hade använt 
rekursion som procedur. För att få veta antalet för den nya figuren hade eleverna 
adderat med 4 (13) och använde då proceduren addition. 
Strategier: Läraren anvisade redan vid presentationen av problemet strategin rekur-
sion (12). Denna strategi, att beräkna nästa figur genom att räkna på figuren innan, 
stämmer överens med definitionen på rekursion.

Det fanns inga tecken på att rekursionsformel eller någon konvention före-
kom.

Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén 
rekursion: Så för att lösa figur femton så måste man känna till figur fjorton?

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna 
begrepp, procedur och strategi. 

Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som 
uppkommer?

Vid presentation av problemet gjorde läraren klart för eleverna att de skulle utgå från 
figuren före för att finna nästa (12). Denna presentation innehöll de båda specifika 
idéerna rekursion och mönster (ex.6 och ex.19). Under lektionen följde sedan läraren 
upp och ifrågasatte elevernas specifika idé genom att göra dem medvetna om att de 
hade många uträkningar att göra, om de fortsatte med samma specifika idé (18). 
Läraren påpekade svårigheterna med att ta reda på antalet plattor om de hela tiden 
måste utgå från den tidigare figuren. Här finns förutsättningar för ny kunskap som 
kan initieras av läraren, eftersom eleverna är motiverade till att byta strategi. 
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Specifika idén: Area

Denna specifika idé kan uttryckas med en geometrisk representation, en ritad 
area.

Under lektion:

Ex.8

21. Elev 1: Det är 25 stycken, jag tänker så här att man plussa ihop dom 
vita med dom där. Som skulle bli själva det där. 

22. Elev 2: Hur många var det i den här sa du?
16 och 16 minus 9 om jag inte har räknat fel på någon platta 
då får man fram det och så plussar man ihop dom två och då 
får man nästa.

23. Elev 1:

24. Elev 2: Här är ju figur 5! 16 +25 och så vidare. Hur ska man göra 
med dom mörka plattorna?

25 Lärare: Vad får du då om du räknar 7 gånger 7?[…] Vad är det som 
är 49?[…]Jo jo i den här figuren!… Vad var det andra du sa, 
area? Vad är det man mäter arean i då?

26. Elev 2: Höjden gånger basen?

27. Lärare: Men vad är det man räknar här? Vad har ni räknat för någon-
ting?

28. Elev 2: Rutor!

29. Lärare: Det är alltså hur många rutor är det i hela figuren?

30. Elev 2: Över hela det här svarta och[…]

31. Lärare: Ja, jag bara tänkte du räknade 1, 2, 3, 4 till 49 och det är ju 
faktiskt 7 på varje rad och det är ju 7 gånger 7 plattor.

32. Elev 2: 49 stycken.

Vid redovisning framför tavlan:

Ex.9

33. Lärare: Vi har ju faktiskt två metoder här för att räkna ut areorna. 

34. Elev: Dom ljusa i varje figur att vara, alla kommer att vara basen 
gånger höjden på den figuren. Figur 100 kommer att vara 
100 gånger 100.

•
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Intervju med elever efter lektion:

Ex.10

35. Intervjuare: Kan du säga allmänt hur man bär sig åt för att räkna ut anta-
let ljusa plattor i någon, i någon figur?

36. Elev: Ja, då tar man ju den här sidan gånger sidan.

37. Intervjuare: Precis. Och hur vet man då hur många plattor det ligger i 
den här sidan?

38. Elev: Det är lika många som numret på figuren…

39. Intervjuare: Hur bär man sej åt för att, hur bär man sej åt för att räkna ut 
totala antalet plattor då? 

40. Elev: Då tar man den sidan, fast då lägger man till två på den här 
sidan, tar man den [gånger den] sidan.

Intervju med lärare efter lektion:

Ex.11 

41. Lärare: Med area var det en hel del som kom på att det var samma 
tankesätt, samma metod och räkna summan av antalet plat-
tor. Sen såg dom att det här med omkrets att det blev lite 
konstigt därför att dom tog till på en gång dom såg att ja 102 
på en ledd ja, 4 gånger 102 att dom inte, faktiskt blev hörnen 
som dom räknade 2 gånger.

Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, 
när de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Lärare och elever arbetade med begreppet yta/area för att kunna använda 
rätt formel (26). Här handlade det om en rektangulär yta, specifikt en kvadrat som 
skulle beräknas med en procedur (addition eller multiplikation). 
Procedurer: Eleverna hade gjort sina första beräkningar med addition (21) och 
fortsatt med subtraktion (23) och en ny addition (23) och arbetat vidare med hjälp 
av lärarens lotsning och gjort en multiplikation (31). Procedurer hade använts för 
att bearbeta begrepp, som en tillämpning av en konvention, som tillämpning av en 
strategi och vid tillämpningen av en formel. 
Formler: Läraren hade frågat eleven hur en area beräknas (25). Eleven hade svarat 
att arean är höjden gånger basen (26) (eleven vet troligen att arean kan beskrivas 
som en formel). Detta ledde vidare till proceduren multiplikation (31). 
Konventioner: Elev och lärare var överens om att sidorna i en rektangel benämns 
höjd och bas (26). 
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Strategier: Det visade sig att eleverna hade använt areaberäkning (25) som bygger 
på definition av yta som begrepp. Areaberäkning blev här en strategi som eleven 
utgick ifrån för att sedan ta reda på antalet plattor genom att utföra proceduren 
multiplikation.

Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén area: 
Vad var det andra du sa, area? Vad är det man mäter arean i då? 

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till alla generella 
idéer.

Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som upp-
kommer?

Under lektionen följde läraren upp elevernas förslag på hur de skulle beräkna antalet 
plattor genom att beräkna arean (25). Vid redovisningen på tavlan (33) presenterade 
eleverna två olika areaberäkningar. Efter lektionen kunde eleverna beskriva hur de 
löst problemet genom att beräkna den ljusa kvadraten (36) och totala antalet plat-
tor (40). Läraren var medveten om att eleverna använde areaberäkning (41) för att 
lösa problemet. 

Specifika idén: Tabell

Denna specifika idé är ett exempel på en grafisk representation med rader och 
kolumner. 

Intervju med lärare före lektion:

Ex.12

42. Lärare: Utan jag säger att kanske du kan rita en tabell om du skriver 
upp dom så här i rad ser du liksom något mönster nu?! Just 
det där att leta efter mönster och skriva upp i tabell och 
ordna systematisera det har vi pratat om

Under lektionen:

Ex.13

43. Elev: Du […] kan man inte använda siffror?

44. Lärare: Jo det kan man om du gör upp en tabell hur det ökar figur 
till figur så kanske du kommer på, om du gör upp en tabell 
med figur ett, hur många plattor, hur många som är ljusa och 
hur många som är mörka.

•
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Ex.14

45. Lärare: Och den måste i så fall vara 8 gånger 8.

46. Elev: Och den 9 gånger 9, 10 gånger 10 och 11 gånger 11.

47. Lärare: Om ni fortsätter med den tabellen och nu kan ni ju räkna ut 
det utan att liksom sitta med hur många det är mellan varje 
gång.

Intervju med elever efter lektion:

Ex.15

48. Elev 1: Sedan gjorde hon ju en sådan där tabell på tavlan som vi 
skulle rita och fylla i och fortsätta på

49. Intervjuare: På vilket sätt hjälpte den er?

50. Elev 3: Hur man skulle kunna göra.

51. Elev 2: Att se hur mönstret såg ut och så.

52. Elev 3: Hur man skulle kunna fortsätta och bygga på mönstret och 
så där.

53. Intervjuare: Det såg ni i tabellen?

54. Alla tre: Ja. Mm.

Intervju med lärare efter lektion:

Ex.16

55. Lärare: Man kommer in på mycket, det var ljusa och mörka plattor, 
du kom in på area.
Dom fick beräkna antalet plattor totalt, vi kom ju inte in så 
mycket på kvadrater det som var fyrans tabell. Hade jag haft 
mer tid så hade jag tagit figuren, tabellen bättre.

56. Intervjuare: Du hade kunnat gå ett steg till, den innehåller många delar.

57. Lärare: Där får du fram hela svaret där verkar ju en del väldigt oför-
stående med hur dom skulle göra. Därför var jag förvånad 
att när dom inte hade fyllt i tabellen kom dom fram till en 
lösning i alla fall 

Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, 
när de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Tabell förefaller vara ett bekant begrepp för eleverna (42, 44). Eleverna 
förstod innebörden av termen tabell och möjligen såg de också en illustration i form 
av rader och kolumner framför sig. 
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Procedurer: Eleverna hade använt multiplikation och addition när de multiplicerade 
och adderade tal i tabell (44,47). 
Formler: Det fanns inga formler i samband med den specifika idén tabell.
Konventioner: Läraren föreslog att eleverna skulle göra anteckningar för att se varje 
förändring (44), (i de anteckningar som samlades in hade eleven gjort rader och 
kolumner).
Strategier: Eleverna hade använt tabell för att söka mönster (51). 
Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén tabell: 
Sedan gjorde hon ju en sådan där tabell på tavlan som vi skulle rita och fylla i och 
fortsätta på	

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till alla generella 
idéer utom formel. 

Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som 
uppkommer?

Vid intervju med läraren före lektion påpekade läraren att eleverna tidigare använt 
tabell för att finna mönster (42). Läraren gav förslag på att de skulle sätta upp en 
tabell (44, 47, 48). Denna information fick hela klassen eftersom läraren hade 
skrivit på tavlan (48). Läraren gav förslag på en strategi som gjorde att eleverna 
kunde lämna det rekursiva tänkandet och komma vidare till ett generellt uttryck 
(47). Eleverna hade här först uttryckt ett muntligt samband som de överförde till 
tabell. Läraren var förvånad över att några elever fann det generella uttrycket trots 
att de inte hade satt upp en tabell (57). Läraren uttryckte också ett önskemål om 
att senare följa upp elevernas arbeten (55). 

Specifika idén: Mönster

Den specifika idén mönster kan beskrivas med flera representationer: Språklig 
representation när något skrivs eller berättas så att man kan se sambandet, konkret 
representation då det är ritade figurer med inbördes ordning, aritmetiskt som en 
talföljd eller en formel som uttrycker samband. Ett mönster kan också bli tydligt 
med en grafisk representation i t.ex. en tabell. 

Intervju med lärare före lektion:

Ex.17

58. Intervjuare: Vilka tankar och vilka matematiska och vilka andra mål 
räknar du med att eleverna ska nå?

•
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59. Lärare: Att kunna generalisera mönster, föra dom vidare och lite 
större perspektiv.

Ex.18

60. Intervjuare: Vad tror du att eleverna får ut av den här lektionen?

61. Lärare: Det står ingenting i uppnåendemålen om just mönster  
däremot i strävansmålen.

Vid presentation av problemet:

Ex.19

62. Lärare: Den första figuren till den andra figuren till den tredje…sen 
ska ni räkna ut hur många plattor det finns i den femte figu-
ren i den hundrade…ni ska alltså försöka lista ut mönstret 
och hur man räknar ut framöver.

Under lektion:

Ex.20

63. Lärare: Men fyll i så kanske du ser ett mönster då kan man skriva 
hur det ser ut för n.

64. Elev: Så det är det som är n, mönstret.

Intervju med lärare efter lektion:

Ex.21

65. Intervjuare: Vad är det viktigaste innehållet...?

66. Lärare: Att dom försöker få fram det här med mönster.

Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, 
när de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Lärarna hade använt termen mönster som ett centralt begrepp för detta 
problem (59, 61, 62). 
Procedurer: Läraren hade uppmanat eleverna att räkna ut antalet plattor figur för 
figur (62) för att finna mönstret, alltså en upprepad procedur.
Formler: Det förekom inga i samband med denna specifika idé.
Konventioner: Saknades i samband med den specifika idén mönster. 
Strategier: Läraren hade använt mönster som strategi för att eleverna skulle kunna 
beskriva ”hur det ser ut för n” (63).
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Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén 
mönster: Men fyll i så kanske du ser ett mönster då kan man skriva hur det ser ut 
för n.

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna 
begrepp, procedur och strategi. 

Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som upp-
kommer?

Uppgiften uppfattades av lärarna som ett problem där det gällde att finna ett mönster 
(58, 61, 62, 66). Både vid förintervjun (59, 61), vid presentation av problemet 
(62) och under själva problemlösningsprocessen (63) uppmanade läraren eleverna 
att tänka på att de skulle finna ett mönster. Vid efterintervjun (66) beskrev en lärare 
att det var det viktigaste innehållet i problemet. 

Specifika idén: Regel

En regel är ett samband som kan gälla i ett enskilt sammanhang, ett mönster som 
kan uttryckas språkligt, med en logisk-språklig representation. En regel kan leda 
vidare till en formel som är en algebraisk uttrycksform. Ett generellt uttryck är en 
regel som gäller i alla sammanhang och som kan uttryckas som en formel. 

Under lektion:

Ex.22

67. Elev: Kolla här 100 då är det bara att lägga till 2 längst ut så

Ex.23a

68. Elev: Men figur ett hade tre, figur två hade fyra så då plussar man 
på två plattor då figur femton måste ha sjutton på varje sida 
så här.

Ex 23 b Övergången mellan mönster, tabell och regel. (Detta exempel diskuteras 
i kap 7)

•
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(Text i figuren: *Mörka plattor ökar med 4 per figur. *Antalet plattor. Eftersom det 
är 9 plattor i figur 1 så lägger man på 7 för att det ska bli lika många som i figur 
2.)

Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, 
när de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Inga begrepp förekom i samband med den specifika idén regel.
Procedurer: Eleverna hade arbetat med proceduren addition med två (67, 68). 
Formler: Eleverna kunde formulera en regel (67, 68). Detta upprepades flera gånger 
vilket visade att eleverna hade upptäckt en regel (67) som gällde även för figur 100. 
Denna regel (67) kunde sedan leda till en formel, en formel som på detta sätt blir 
underförstådd. Regler kan beskrivas som en logiskt-språklig representationsform 
och formel som en algebraisk representation.
Konventioner: Det förekom inga i samband med regler.
Strategier: Det fanns inga exempel på att eleverna använt regel som strategi. 

Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén 
regel: …då är det bara att lägga till 2 längst ut så…

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna 
procedur och formel. 

Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som 
uppkommer?

Regel uppkom då eleverna under lektionen sökte ett samband mellan antalet plattor 
och figurens nummer och som de muntligen förklarade med att man adderar med 
två (67). I den specifika idén ”bokstav som symbol” finns fler exempel där eleverna 
funnit en regel (73, 85). I de exemplen uttrycks regeln generellt med n. 
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Specifika idén: Bokstav som symbol

Den specifika idén bokstav som symbol är en algebraisk representation. Tal kan ut-
tryckas som aritmetik och bokstäver står som symboler för flera tal. Olika bokstäver 
används för att beskriva olika tal i olika matematiska områden. 

Presentation av problemet:

Ex.24

69. Lärare: Figur n vad tror ni n vad står det i era böcker istället för 
n[…]ja då står det x då kan man tänka på samma sätt som ni 
tänker på när det står x i böckerna.

Under lektion:

Ex.25

70. Elev: Vad då n?

71. Lärare: Vilken som helst, vilken figur som helst.

72. Elev: Då tar vi den då tar vi 0!

Ex.26

73. Elev: n det är figurnummer, n kan vara vad som helst då tar jag n 
+ 2 om man vill få fram hur många dom vita är då tar man n 
· n. Om man vill få fram hur många mörka det är då tar man 
alla minus dom där.

Ex.27

74. Elev: Du n vad kan det vara, a, b, c, d, e; e är då 5, n är 14? 

75. Lärare: Nej (skrattar) n är det matematiska tecknet för vilken som 
helst.

76. Elev: Jaha!

Ex.28

77. Elev: Jag vet ju hur[…]ska jag räkna ut n · x?

78. Lärare: Nej inte n · x! Utan ni har ju ett bestämt sätt, hur ni räknar 
ut dom bruna…

79. Elev: n· n.

80. Lärare: Ja, n· n. Vad har du räknat ut då?

81. Elev: Dom vita plattorna!

82. Lärare: Dom vita plattorna. Vad då av dom vita plattorna?

83. Elev: Hur många det är!

•
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84. Lärare: Hur många det är, ja! 

85. Elev: Sen tar man n + 2!

86. Lärare: Ja, gånger?

87. Elev: Gånger det det blev! Och så tar man det minus hur många…

Ex.29

88. Elev: n + 2 är lika med en bokstav.

89. Lärare: Nej. Då måste du förklara vad det är var att n + 2 det är hur 
många bruna, gråa, eller vad dom är, plattor du har i den n:te 
figuren […] jättebra […]ja […] yes 

Elever redovisar missuppfattningar om vad n är:

Ex.30

90. Elev: Äh, ääh, ja, men alltså vi börjar med att, att liksom räkna 
så här, dom ljusa först och kalla den, dom för x, och dom 
mörka var liksom bara så många som dom var. Sen räknar så 
på alla dom tre första figurerna och sen så, ja x:et står för att 
dom ljusa plattorna, eller hur många dom ljusa plattorna är.

Figur till exempel 30 
(de ljusa plattorna betecknas som x och är 4 stycken dvs. 4x, de mörka plattorna 
är 12 . Detta ger uttrycket 4x+12)

Intervju med elever efter lektion:

Ex.31

91. Elev: Ja, och sedan så […] man klarar av lite algebra också.

92. Intervjuare: Ja, vad ska du ha algebran till då?

93. Elev: Till den där d där, n.
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94. Intervjuare: Ja, precis, du såg det, ja, och då vet du också vad algebra är 
för nånting.

95. Elev: Mm, man räknar med bokstäver i stället för siffror.

Ex.32

96. Intervjuare: Var ska det vara parenteser? Kan du förklara för mig för jag 
vet inte, om jag fattar vad du menar.

97. Elev: Ja, men det vet inte jag, för det ska han gå igenom senare.

98. Intervjuare: Jaha. Så det blev inte rätt därför att det fanns … du visste inte 
hur man skulle sätta

99. Elev: Nej, det är ett tal gånger ett likadant tal.

Samma elev omtalas av sin lärare i efterintervjun:

Ex.33

100. Lärare: Men sen spänner det från allt att man förstår numret på figu-
ren är n till […]som hon började multiplicera med parenteser.

Intervu med lärare efter lektion:

Ex.34 

101. Intervjuare: Dom visste inte riktigt vad n betyder.

102. Lärare: I kemin håller vi på med cellulosa och stärkelse och då har jag 
ju formler med n. Då för stärkelse och cellulosa är ju samma 
kemiskt men det är olika långa kedjor.

Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, 
när de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Läraren presenterade problemet på ett sätt så att eleverna skulle förstå att 
de skulle kunna använda x och lösa ekvationer (69). Det visade sig också att eleverna 
visste att algebra innebär att man räknar med bokstäver (95). 
Procedurer: Det fanns t.ex. multiplikation (70) addition (78) och parentesuttryck 
(103). 
Formler: Det visade sig att eleverna kunde formulera flera formler för de olika 
kvadraterna (73).
Konventioner: Det visade sig i flera exempel hur svårt eleverna hade att förstå sym-
bolen n. Det var oklart för många hur man skilde på och använde x och n (70). 

•
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Strategier: Det fanns ingen som använde bokstav som symbol som strategi. 
Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén 

bokstav som symbol: … n det är figurnummer, n kan vara vad som helst…
I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till alla generella idéer 

utom strategi.

Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som 
uppkommer?

Vid presentationen av problemet (69) gav läraren eleverna förslag som ledde mot 
algebra och hur man arbetar med x. Läraren föreslog att eleverna skulle betrakta x 
och n som synonymer (69). 
Bokstaven n uppfattades på många olika sätt:
a) bokstav som obekant konstant 
Eleven uppfattade inte läraren korrekt utan låter n betyda 0 då n får betyda vad 
som helst (26).
b) bokstav som variabel 
En elev hade uppfattat att man kan använda n som beteckning för något obekant, 
i detta fall som figurens nummer (71, 73). 
c) x som beteckning för kod, hemligt språk
Att uppfatta n som ett bestämt värde beroende på positionsnummer i alfabetet. 
En elev hade räknat ut att n har plats nummer 14 i alfabetet (74) och trodde att 
n måste betyda 14. En liknande tolkning kan det vara då n+2 uppfattades som en 
dold bokstav och inte som ett tal (88).
d) x som beteckning för objekt/enhet
Eleverna angav antalet plattor som 4x+12 (90) där x skulle innebära att det är just 
de ljusa plattorna som anges, dvs. x som en enhet. 

Kommentar till parentesuttryck:
I de exempel då eleverna arbetade med area (sidan· sidan) hade de fått uttryck 

med parenteser. Eleven förklarade (99) att det är ett tal gånger sig självt. Eleven ville 
veta när parentes ska användas och berättade att läraren hade lovat att gå igenom 
detta senare (97). 

Specifika idén: Generellt uttryck

Den specifika idén generellt uttryck kan beskrivas som en språklig representation 
eller en algebraisk. Ett generellt uttryck kan fungera som mellanled från regel till 
formel. 
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Under lektion:

Ex.35

103. Lärare: Nej, ni har en formel som ni kan räkna ut i stort sett vilken figur 
ni vill. Då byter ni ut siffran mot n. I stället för att räkna ut den 
58:e figuren så räknar ni ut den n:te figuren.

104. Elev: Den n:te?

105. Lärare: Den n:te figuren, den n:te figuren är matematiska och det betyder 
vilken figur som helst.

106. Elev: Då ska vi bara ta den?

107. Lärare: Nej, ni skriver n. Då vet matematiker att då kan man använda den 
här formeln till vilken figur man vill. 

108. Elev: Då måste man ju veta liksom lite.

Vid analys av inspelad video då elev skriver och redovisar på tavlan:

Ex.36

109. Lärare: Hade ni n-te termen? Vill ni höra för figur n?

110. Elev: n gånger n vita (n+2)(n+2) är alla. (En elev går fram till tavlan och 
ritar och skriver. Kamraterna är uppmärksamma.) Vill man få fram 
hur många mörka det är då tar man alla minus n gånger n

Intervju med elever efter lektion då eleven berättar vad han lärt sig när kamraten har 
redovisat på tavlan:

Ex.37

111. Elev: n gånger n, det var ju dom ljusa…

112. Intervjuare: […]varför ska det vara parenteser där?

113. Elev: Först räknar man ut det här, n plus två, n plus två, sen tar man det 
gånger det.

Ex 38 Samtal under lektion med övergången från tal till regel och vidare till generellt 
uttryck: 

114. Elev: Om det är 15 st sådana där vita, kolla då är det en svart på varje 
sida så där eller hur? 

115. Lärare: Hittar ni något mönster

116. Elev: 102 gånger 102[…]10204.

117. Lärare: Så ni utgår från det här ordningstalet?

118. Elev: Och figur 15 då är det 15 vita och så slänger man på 2 stycken till.

•
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119. Lärare: Listigt! Det låter bra, formulera det ordentligt så att ni kan redo-
visa det på tavlan. Sen ångar ni på med nästa

(Vid efterföljande redovisning då eleverna varit framme vid tavlan): 

120. Lärare: […]är det någon som har något att tillägga, för vi har ju två 
metoder här för att räkna ut areorna. (Eleverna ritar och skriver ett 
generellt uttryck på tavlan, kamraterna svarar ”vi fattar”)

Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, när de 
arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Inga begrepp förekom i samband med generella uttryck. Det går att kalla 
ett generellt uttryck för begrepp men det är en formel.
Procedurer: Här fanns inga procedurer. Det hade förekommit en mängd procedurer 
innan uttrycket är formulerat. 
Formler: Läraren förklarade vad man skulle ha formeln till (103, 107). 
Konventioner: Läraren ville få eleven att förstå hur n skulle användas (107).
Strategier: Inga strategier framträdde i samband med generellt uttryck. 

Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén ge-
nerellt uttryck: … då kan man använda den här formeln till vilken figur man vill.

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna 
formel och konvention. 

Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som upp-
kommer?

Läraren ville att eleverna skulle förstå att de skulle finna ett uttryck för att kunna 
räkna ut antalet plattor för valfri figur (105). Genom att förklara för eleverna att en 
formel kan användas för att beräkna valfri figur ville läraren att eleverna skulle söka 
detta generella uttryck (103). En lärare förklarade att bokstaven n ingår i språket 
matematiska (105) som används av matematiker och att det innebär valfri figur 
(107). Vid redovisningen visade en elev hur det generella uttrycket skulle skrivas 
(ex.36). Detta följdes upp vid efterintervjun då en elev förklarade hur han hade 
förstått och då även kunde beskriva det som skrevs på tavlan (ex.37). 

Specifika idén: Proportionalitet
Den specifika idén proportionalitet kan uttryckas med en språklig eller algebraisk 
representation. Proportionalitet och reguladetri kan behandlas på samma sätt.
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Under lektion:

Ex. 39

121. Elev: Ja alltså för figur femton är ju tre gånger så stor som figur fem.

122. Lärare: Och det innebär att ni har kommit fram till? Hur kan du veta 
att den är tre gånger så stor?

123. Elev: Men det måste den ju vara?!

124. Lärare: Måste den? Hur mycket större är den än den?

125. Elev: Inte dubbelt så stor!

126. Lärare: Nej, men det borde den vara enligt ditt sätt att räkna!

127. Elev: (skrattar) Ja just det! Då blir det fel! Ja just!

128. Lärare: Då blir det fel ja. Där kom ni på något! Då får ni börja tänka 
lite till här då. Då får ni börja om med figur femton tror jag.

Intervju med elev efter lektion:

Ex.40

129. Elev: Jo, det vart, äh, tre gånger mer, femton än fem. Tog vi 
fyrtinie gånger tre och tjugofem gånger tre.

Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, 
när de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Eleverna hade använt proportionalitet. (Det hade varit möjligt att använda 
detta begrepp korrekt men här gjorde eleverna det på ett felaktigt sätt). Här uppfat-
tade de först att proportionalitet gällde (114). 
Procedurer: Multiplikation (114, 118) hade använts. 
Formler: Ingen formel hade använts för att uttrycka proportionalitet.
Konventioner: Proportionalitet uttrycks här med en proportionalitetskonstant som 
var 3 (114, 122).
Strategi: Eleverna använde proportionalitet som strategi (ex 38).

Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén 
proportionalitet: Tog vi fyrtinie gånger tre och tjugofem gånger tre.

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till alla generella 
idéer utom formel. 

Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som  
uppkommer?

Den felaktiga uppfattning om proportionalitet som eleverna i ex.39 hade följdes inte 
upp av läraren under lektionen. Vid efterföljande intervju med eleverna framkom 

•
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det att de trodde att de löst problemet korrekt. Resonemanget mellan andra elever 
och lärare (ex 38) visade att eleverna med lite handledning kunde förstå att de tänkt 
fel. Läraren utgick från elevernas lösning (114) och ställde frågor som ledde till att 
eleverna själva upptäckte sitt misstag. 

Specifika idén: Felaktig formel 

Den specifika matematiska idén formel är en algebraisk uttrycksform som används 
för att visa samband och som kan användas för att göra beräkningar.

Intervju med lärare efter lektion:

Ex.41

130. Lärare: Han hade ju blandat in pi vet du. Men du hur ser figuren ut 
då? Visst är det radien gånger radien? Har du radie här då? Så 
det var ju bra vet du. Så det här är fel? Ja man lär sig mycket 
på felen också. (Läraren återger samtalet med eleven)

131. Intervjuare: Det var ju väldigt bra att han gjorde det.

132. Lärare: Ja, för nu tror jag att han vet.

133. Intervjuare: Han vet att den hör ihop med cirkeln.

Figur till exempel 41.
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Fråga 1: Vilka matematiska idéer använder sig lärare och elever av, 
när de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: I detta exempel har eleven blandat ihop en mängd begrepp såsom cirkel, 
kvadrat, radie, sida, formel etc. Termer, definitioner och illustrationer samman-
blandas.
Procedurer: Eleven hade ställt upp flera multiplikationer.
Formler: Eleven kunde teckna formeln för cirkelns area (ex. 41). 
Konventioner: Eleven visste hur en formel ska skrivas med både A, π, r och d som 
symboler. 
Strategier: Eleven hade använt formeln som strategi. 

Ur ovanstående data är följande stycke en representant för den specifika idén 
felaktig formel: Han hade ju blandat in pi vet du

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till samtliga generella 
idéer. 

Fråga 2: Hur behandlar lärare och elever de matematiska idéer som upp-
kommer?

En elev använde sig felaktigt av en areaformel, formeln för cirkelns area (ex. 41), 
när han löste delproblem c. Denna elev hade ritat en cirkel i en kvadrat. Cirkeln 
hade fått radien 5000. Eleven hade inte klart för sig skillnaden mellan cirkelns area 
och kvadratens area. Eleven hade ritat en figur för både delproblem b och c. (Man 
kan anta att eleven tidigare fått formler för att beräkna areor, sätta in värden och få 
ett svar, egen tolkning). Läraren berättade i efterintervjun (130) hur samtalet med 
eleven redde ut sambandet mellan cirkelns area och π. Läraren trodde att eleven 
efter detta hade klart för sig att π hör till cirkeln. 

Sammanfattning 

Slutligen kan de viktigaste specifika idéerna och deras samband med generella idéer 
sammanfattas i följande figur. 

Spec. idé

Gen.idé

Klippa, måla rita Rekursion Area Tabell Mönster Regel

Begrepp x x x x

Procedur x x x x x x

Formel x x

Konvention x x

Strategi x x x x x

•
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Spec. idé

Gen. idé

Bokstav som 
symbol

Generellt uttryck Proportionalitet Felaktig formel

Begrepp x x x

Procedur x x x

Formel x x x

Konvention x x x x

Strategi x x

4.9 Lokal analys, samband mellan specifika idéer
I denna analys fokuseras på de samband som förekommer mellan de olika specifika 
idéerna och huruvida det är elever eller lärare som presenterat idén eller om idén 
finns hos såväl elev som lärare. Den specifika idén granskas också med avseende på 
hur den leder vidare till andra specifika idéer och om idén kan leda till en lösning 
av problemet. Pilarna illustrerar vilka samband lärare och elev skapar mellan idéerna 
genom samtal. I mittsträngen av bilden visas hur lösningsprocessen leder vidare till 
ett generellt uttryck. En elev eller lärare som arbetar med problemet behöver inte 
behandla alla idéer och inte heller behandla idéer i en bestämd ordning. De idéer 
som inte redovisats separat är skrivna inom parentes. Siffrorna hänvisar till den 
efterföljande analysen.
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Problemet Stenplattor

2. Klippa, måla,  
rita rutor

Elevens  
idéer

Gemensamma 
idéer Lärarens 

idéer

12. Proportionalitet

11. Felaktig formel

4. (Felaktigt  
algebraiskt uttryck)

3. (Räkna rutor)

9. Area

5. Rekursion

6. Tabell

7. Mönster

8. Regel

10. Bokstav  
som symbol

13. Generellt 
uttryck

1. Klippa, måla rita

1, 5, 7. Mönster

1, 2, 6. Tabell

1, 4. (Algebra)

4. Bokstav  
som symbol

•
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1.	 Vid presentationen av problemet berättade lärarna vilken specifik matematisk idé 
de ansåg att eleverna skulle arbeta med. Här kom förslag på att eleverna skulle 
arbeta med algebra och klippa ut bitar (ex. 1), eller komma på ett mönstret (ex. 
6) eller behandla problemet som då de möter x i läroböckerna och betrakta n 
som x (ex. 24). Av dessa anvisningar kunde ”klippa” uppfattas som en indirekt 
strategi. Om läraren tydligt hade anvisat en strategi i detta skede hade troligen en 
mängd specifika idéer aldrig kommit fram. Det är viktigt att eleverna själva får 
tolka problemet och fundera ut egna specifika idéer då de löser ett problem.

2.	 Den lärare som tog med sax och papper till lektionen anvisade en specifik idé som 
även är en konkret strategi, att klippa. Läraren hade inte tänkt sig att eleverna 
skulle behöva rutade papper men läraren bekräftade att eleverna arbetade rätt 
när de klippte och räknade rutor. För att strategin klippa och räkna rutor ska 
kunna leda vidare till en generell lösning måste eleverna få hjälp med att byta 
specifik idé. Alla lärare gav någon gång som förslag att eleverna skulle göra en 
tabell. För dessa klippande elever hade det varit en möjlig idé, de skulle kunna 
räkna sina rutor och ställa upp sina tal i tabellen. Men de skulle även kunna få 
hjälp att se de utklippta bitarna som areaenheter för att upptäcka sambandet 
mellan de olika stora areorna och föra upp dessa tal i tabellen. Elevernas och 
här även lärarens idé med att klippa och räkna utan att se samband och söka 
mönster kan inte leda vidare. (ex. 1)

3. 	 Eleverna som målade ville ha ett större papper eftersom de uppfattade uppgiften 
så att de skulle använda måla som specifik idé för att ta reda på antalet plattor. 
Eleverna hade när de målade större figurer begreppet rekursion som specifik idé 
dvs. de utgick från den senaste figuren för att få veta antalet plattor för nästa 
figur. Eftersom denna specifika idé är otymplig när man söker ett större antal 
eller ska uttrycka ett generellt samband föreslog läraren att de skulle uttrycka 
rekursionen i siffror istället för att måla. Läraren utgick här från elevernas egna 
specifika idéer och gav anvisningar så att eleverna förstod att de kunde arbeta 
med siffror istället för att måla. Kanske väntade läraren med att ge flera tips 
så att eleverna själva gavs en chans att komma på hur de kunde arbeta vidare. 
Kanske kunde de själva komma på att sätta upp en tabell? (ex. 2)

		  Under lektionen ställde lärarna frågor till eleverna beroende på vilka specifika 
idéer som eleverna för tillfället arbetade med. Eleverna som klippte rutor fick 
fortsätta med det, läraren kom under lektionen tillbaka till dem flera gånger 
men de fortsatte med sin specifika idé hela lektionen. Eleverna som ville måla 
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större figurer rekommenderades däremot att börja med siffror. En orsak till att 
läraren gav eleverna olika stöd kan vara att läraren har kunskap om elevernas 
skilda kapacitet, det som är en möjlig specifik idé för en elev kan vara en sämre 
specifik idé för en annan elev. Trots detta skulle eleverna troligen ha vunnit på 
att utmanas och få tänka över vad problemet gick ut på, vad det var de sökte 
svar på. För att lösa problem behöver eleverna kunna använda flera olika speci-
fika idéer och skifta mellan dem, de måste därför också kunna granska sitt eget 
arbete för att kunna välja lämpliga specifika idéer. 

		  Både att klippa och att måla är tidskrävande (här fungerar idéerna som kon-
kreta strategier) som inte behandlar matematiska begrepp och som inte heller 
leder till generella uttryck. Dessa konkreta metoder kan dock vara viktiga för 
att förstå uppgiften och även som en första undersökning att arbeta vidare 
utifrån. Klippa, måla och räkna rutor ger också eleven möjlighet att träna på 
enklare procedurer som huvudräkning t.ex. att ramsräkna, addera, subtrahera 
och multiplicera.

4. 	 En lärare presenterade problemet som att eleverna skulle arbeta med x så som 
det presenteras i läroboken och som om n och x är samma sak att arbeta med. 
En annan lärare ansåg att eleverna skulle arbeta med algebra. De matematiska 
specifika idéer som lärarna här gav kunde leda eleverna in på felaktiga lösningar. 
Senare under lektionen började eleverna att arbeta med algebra då de uttryckte 
antalet vita plattor med x. En orsak till att detta uttryck kom från eleverna 
kunde vara den information som läraren gav i början av lektionen. Dessa elever 
använde bokstaven x för att ange en enhet. De kallade de ljusa plattorna för 
x vilket ledde till uttrycket 4x+12, 4 ljusa plattor och 12 mörka plattor. Här 
gällde det för läraren att uppmärksamma denna missuppfattning om eleverna 
skulle förstå att bokstäverna står för tal och inte enhet (ex. 25-31). 

		  Att använda x som både konstant och variabel för valfritt tal och n som 
symbol för variabla hela positiva tal är exempel på matematiska konventioner. 

		  I läroböckerna introduceras x som symbol i ett ekvationsuttryck vilket innebär 
att x står för ett bestämt tal (i början alltid ett heltal). Det kan inte vara lyckat 
för eleverna att associera till x när de möter symbolen n för första gången. Ef-
tersom x också används som variabel kräver dessa symboler att lärare förklarar 
och visar olika exempel på hur dessa matematiska symboler används och vilka 
konventioner som gäller. Med problemet Stenplattor kan lärare få tillfälle att 
introducera dessa konventioner när det gäller att beteckna tal och se skillnaden 
mellan begreppen variabel och konstant. 

•
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5. 	 Rekursion är en specifik matematisk idé som kan användas som strategi men 
rekursion är också ett begrepp som kan behandlas med en aritmetisk procedur. 
Det förekom flera exempel på att eleverna ville utgå från en figur och ta nästa 
och nästa utifrån den tidigare dvs. arbeta rekursivt. Det kan vara en bra specifik 
idé för att finna mönster och samband på ett tidigt stadium men det kan också 
vara viktigt att läraren uppmärksammar eleven på att inte fastna i den rekursiva 
specifika idén då det handlar om stora tal. Här gäller det att komma vidare för 
att finna mönstret och det generella uttrycket.

		  Elever som utgår från den specifika idén rekursion som strategi kan t.ex. gå 
vidare genom att notera antalet plattor i en tabell dvs. komplettera sin specifika 
idé. Via tabellen kan de finna ett mönster som leder till ett generellt uttryck. 
För att eleverna ska byta specifik idé måste de få veta att det val av specifik idé 
som de gjort inte fungerar för att lösa hela problemet utan att de måste byta 
specifik idé för att finna det generella uttrycket. Läraren frågade i ex. 4 om 
eleverna kunde hitta ett mönster och tipsade dem om att de skulle kunna finna 
detta mönster genom att föra in sina tal i en tabell. Det är mycket liten skillnad 
mellan att lotsa eleverna till en lösning och som i detta exempel stötta eleverna 
genom att ge dem en ledtråd och visa hur de kan göra sin tabell. 

6. 	 Eleverna hade undersökt figurerna och beräknat antalet plattor med procedu-
rerna addition eller multiplikation. De elever som använt den specifika idén 
att rita tabell (ex. 14-16) hade både funnit ett samband mellan talen och en 
regel som de beskrev med ord (ex. 23-24). Det är möjligt att de arbetat med 
beräkning av area och/eller ram för att komma fram till sina tal men de kan 
också enbart ha ramsräknat rutorna. Dessa elever har kommit en bit på väg och 
kan med lite hjälp från läraren själva komma fram till ett algebraiskt uttryck.

		  Specifika idén att sätta upp en tabell var en strategi som lärarna anvisade elev-
erna. När eleverna körde fast med rekursion som specifik idé föreslog lärarna att 
de skulle göra en tabell för att komma till ett resultat. Även i de fall då eleverna 
gick via den specifika idén area och gjorde en areaberäkning satte de upp sina 
tal i en tabell för att finna mönster och söka samband (ex. 5, 12). En lärare insåg 
också att det öppnade för många möjligheter att arbeta med tabellen (ex. 13). 
Tabell är en specifik idé som eleverna tidigt skulle kunna lära sig och använda 
som strategi. Med tabellens rader och kolumner struktureras resultaten och det 
är möjligt att finna ett mönster och se ett samband. Det är anmärkningsvärt att 
dessa elever i årskurs åtta inte använder tabellen spontant och på eget initiativ.
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7. 	 Mönster är ett matematiskt begrepp som eleverna här beskriver med sina egna 
ord (64). Eleverna sökte efter ett mönster och de olika representationsformerna, 
att sätta upp tabell och beskriva med ord, kompletterade varandra (ex. 23b). 
Eleverna kunde skifta mellan tabell och ord och förstod att de uttryckte samma 
sak på olika sätt. I tabellens kolumner hade de beräknat och noterat kvadrattal 
och även uppmärksammat att det fanns ett annat mönster, ett samband för 
differensen mellan talen. 

8. 	 Eleverna fann det totala antalet plattor genom att addera arean av ramen med 
den inre kvadratens area eller genom att betrakta hela figuren som arean av 
en större kvadrat. Båda dessa specifika idéer är möjliga vägar för att finna ett 
generellt uttryck. Det intressanta var att ingen lärare anvisade denna specifika 
idé från början utan lärarna fick den från eleverna. I exempel 38 förstår läraren 
elevernas specifika idé och uppmuntrar dem att formulera sig för att kunna 
redovisa sina resultat på tavlan.

9. 	 Genom att använda procedurer för att beräkna arean fann flera elever antalet 
ljusa och mörka plattor. De använde sig av fem olika sätt då de beräknade an-
talet plattor i ramen och tog fram det generella uttrycket. Ramen fann de också 
genom att ange differensen mellan det totala antalet plattor och antalet plattor 
i den ljusa inre kvadraten. Denna idé kom från eleverna och lärarna tog idén 
till sig och förde den vidare till flera elever.

10.	Problemet Stenplattor är formulerat för att leda till ett generellt uttryck som kan 
skrivas med algebraiska symboler. För flertalet elever var detta något helt okänt. 
Kanske var det första gången de skulle använda bokstaven n för att beteckna ett 
godtyckligt positivt heltal. I vissa fall var det eleverna själva som hade förslag på 
vad n stod för, i andra fall var läraren tvungen att tala om vad det var och hur 
det skulle användas. Om eleverna uppfattade n korrekt fick de bekräftelse på 
att de kunde annars fick de av läraren veta hur n används. Tillfälle gavs här för 
läraren att komma in på konventioner, det gemensamma språk som används 
för att uttrycka matematik. 

11.	Problemet ledde in några elever på felaktiga specifika idéer. I de skriftliga redo-
visningarna hade en elev utgått från formeln för cirkelns area (ex. 41). Läraren 
uppmärksammade detta och fick möjlighet att förklara för eleven och rätta till 
missuppfattningen samt förklara vilka samband som gäller.

•
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12.	Ett annat exempel på hur elever kommer in på specifika idéer som inte fungerar 
på problemet Stenplattor är då eleverna använder proportionalitet. Det är möjligt 
att utgå från proportionalitet men det kräver förståelse för sambandet mellan 
dimensioner och proportionalitet som t.ex. i detta fall att använda areaskala och 
inte längdskala. En grupp elever trodde även efter lektionen att de hade löst 
problemet korrekt med proportionalitet. I en annan klass följde läraren upp 
elevernas felaktiga proportionalitetslösning och fick dem genom sina frågor att 
inse att de gjort fel och välja en annan metod för att lösa problemet (ex. 39, 
40).

13.	Vid den avslutande redovisningen uppmärksammade en lärare sina elever på 
att de kommit fram till det generella uttrycket med två olika metoder för att 
beräkna areor. Denna gemensamma sammanfattning uppfattade flera elever 
som värdefull och det tillfälle då de ”fattat”. I denna studie var de avslutande 
sammanfattningarna mycket olika i klasserna. I två klasser var det överhuvud-
taget inget gemensamt avslut. De elever som hade missuppfattat något under 
lektionen hade samma missuppfattning kvar även efter lektionen. I ett annat 
exempel följde läraren vid ett senare tillfälle upp elevens missuppfattning (ex. 
41).

		  Sammanfattningsvis förekom i denna studie många exempel på samtal 
mellan elever och mellan elever och lärare. Samtalen handlade mest om speci-
fika idéer och mindre om sambanden mellan dem. Det visade sig att vissa av 
idéerna inte kunde leda till en lösning av problemet medan andra ledde vidare 
till en lösning. Vissa av de samtal som förekom innehöll logiska slutsatser om 
matematiska idéer och samband eller ledde till generella uttryck och slutsatser. 
Dessa resonemang skedde huvudsakligen vid de redovisningar som förekom vid 
lektionens slut, vilket också är naturligt eftersom det är först då som helheten 
kan betraktas och det generella uttrycket formuleras. 

4.10 	Global analys, generell behandling av  
matematiska idéer 
Här diskuteras resultaten av studien i ett större sammanhang d.v.s. de matematiska 
idéernas betydelse och hur de behandlas på en mer övergripande och generell 
nivå. 

 Eftersom den matematiska idén betraktas som en väsentlig faktor vid problemlös-
ning har de generella och specifika matematiska idéerna definierats. Indelningen av 
idéer i generella och specifika var nödvändig för att komma åt de idéer som använts 
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på ett bestämt problem. De generella idéerna är allmänna och tillämpas oberoende 
av uppgift, denna egenskap gör det möjligt att utgå från de generella idéerna för 
att finna de specifika, de för problemet unika idéerna. Här redovisas varifrån de 
specifika idéerna kommer, om det är från eleverna eller läraren. 

Lärarens matematiska idéer

Vid inledningen av lektionen, då läraren presenterade problemet, valde flera lärare 
att nämna vilken specifik matematisk idé eleverna skulle arbeta med. Man kan inte 
med säkerhet veta hur detta påverkade eleverna när de löste problemet. Eleverna tog 
troligen till sig förslag beroende på om de behövde en ledtråd eller befann sig vid 
rätt tillfälle i problemlösningsprocessen. De introduktioner som lärarna gjorde gav 
dock ingen direkt information om vilken specifik matematisk idé eleverna skulle välja 
som strategi. Läraren kunde påverka eleverna indirekt genom att ha hjälpmedel med 
sig så som den lärare gjorde som hade sax med sig (ex. 1). Det kan också vara så att 
eleverna inte kunde ta till sig informationen eftersom de ännu inte hade satt sig in i 
problemet. De förslag på specifik matematisk idé som lärarna sedan gav då de hjälpte 
eleverna under problemlösningsprocessen återkom i elevernas lösningar. Vissa lärare 
hänvisade till den matematik som eleverna tidigare arbetat med så som den lärare 
gjorde som nämnde algebra (ex. 24). Algebra är ett vitt begrepp, det kunde ha givit 
en ledtråd men det kunde också ha varit vilseledande om algebrauppgifterna i boken 
endast handlat om att arbeta med bokstäver som bestämda heltal (ekvationer) eller 
med förenkling av uttryck (förenklingsalgebra). En lärare ledde in eleverna på att 
tänka i mönster och finna samband (ex. 19) utan att ge tips. Alla lärare föreslog att 
eleverna skulle sätta upp en tabell för att finna mönster. Resultatet visar att eleverna 
fann mönster på en mängd olika sätt. Resultatet visar också att lärarna tog till sig 
elevernas idéer om att utgå från area (ex. 9) för att finna det generella uttrycket, 
denna idé användes sedan för att hjälpa andra elever.

Elevens matematiska idéer

I detta problem arbetade eleverna i första hand med mönster som är ett exempel på 
den generella matematiska idén begrepp. Detta sökande efter ett mönster kan ses 
som ett matematiskt resonemang där det gäller att finna ett generellt uttryck. Under 
detta sökande efter samband mellan antalet plattor och numret på figuren använde 
sig eleverna av flera olika specifika matematiska idéer. De använde den generella 
matematiska idén strategi för att sedan finna specifika matematiska idéer som att 
klippa, måla och räkna rutor, rekursion, tabell etc. Eleverna utgick också från den 
generella matematiska idén begrepp då de använde den specifika idén area för att 
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beräknade arean av en kvadrat, med en platta som areaenhet. Eleverna använde 
den generella matematiska idén procedur då de gjorde sina beräkningar med ad-
dition och multiplikation för att beräkna kvadraternas areor. Elever kan fastna i ett 
konkret arbete och inte ha klart för sig vilket målet med uppgiften är, att frigöra sig 
det konkreta för att komma in på det abstrakta. Detta gäller exempelvis den grupp 
elever som valde att klippa (ex. 1). I detta problem, med flera deluppgifter, kom-
mer den specifika idén klippa att vara tidskrävande och vägen mot en generalisering 
kommer att vara lång. Detta rika problem kunde här ha fungerat som en diagnos 
för läraren då de elever som på detta sätt gjorde det svårt för sig genom sitt val av 
specifika matematiska idéer kunde ha uppmärksammats av läraren och fått rätt stöd 
och utmaning. Eleverna fick ofta idéer av varandra. En elev berättade hur hon av 
kamraterna fått den specifika idén att göra en tabell vilket ledde till att hon då kom 
fram till ett mönster och förstod hur det fungerade. Eleverna kom under samtal 
med varandra och med läraren fram till sina egna specifika matematiska idéer. I 
problemlösningsprocessen föreslår Lester (1985) att eleverna delar specifika idéer 
med varandra eftersom det, enligt Lester, resulterar i att eleverna utför matematiska 
operationer. 

Att tänka geometriskt för att finna ett samband var en framgångsrik idé för elev-
erna. Vissa elever använde den specifika idén area och såg sambandet mellan totala 
antalet plattor och ljusa plattor som areor och kunde sedan finna sambandet med 
figurnumret. Genom att tänka geometriskt kom dessa elever in på area både som 
begrepp och procedur. Matematiken är full av konventioner för hur man betecknar 
tal och utför beräkningar. I denna studie var symbolen n obekant för flera elever. 
Det finns flera exempel på hur eleverna försökte tolka hur n skulle användas. För 
dessa elever väcktes ett intresse för hur man använder symboler. En elev funderade 
exempelvis över de konventioner som gäller för parentesuttryck. Dessa funderingar 
från eleverna kunde ha givit läraren ett utmärkt tillfälle att introducera en matematisk 
idé, här den generella matematiska idén konvention.

I den studie som Ma (1999) gjorde, då hon jämförde kinesiska och amerikanska 
lärare, konstaterade hon att de amerikanska lärarna hade mindre kunskaper om 
elevernas missuppfattningar än de kinesiska hade. I den här studien kan samma 
förklaring gälla. Att lärarna inte styrde eleverna kan bero på att de inte uppfattade att 
elevernas strategier var mindre utvecklingsbara. Lärarna hade kunnat hjälpa eleverna 
att kritiskt värdera sina specifika matematiska idéer och se vilka alternativ som skulle 
kunna ha varit bättre, de kunde ha fått eleverna att göra klokare val efter att de fått 
pröva sina egna. Att se till att eleverna får matematiska utmaningar är en viktig del 
av Jaworskis triad (Jaworski 1994) och hänger nära samman med hur mycket läraren 
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vet om elevernas förförståelse. Läraren bör utgå från elevernas frågor och intressen för 
att eleverna själva ska få möjlighet att bygga upp den matematiska strukturen. Detta 
är enligt bl.a. Lester, Hiebert och Winsløw (Lester 1985, Hiebert 2002, Winsløw 
2004) lärarens viktigaste uppgift under problemlösningsprocessen. 

Specifika idéer som inte kan tillämpas på problemet 

Eleverna kan ha matematiska idéer som inte passar på problemet. Deras tidigare 
erfarenheter spelar en stor roll för hur eleverna möter ett nytt problem. I denna studie 
utgick en elevgrupp från proportionalitet och en elev försökte tillämpa formeln för 
cirkelns area på stenplattorna trots att stenplattorna hade formen av en kvadrat. 
En lösning på missuppfattningen, att eleven tror att uppgiften handlar om cirkelns 
area, skulle kunna vara att variera innehållet i undervisningen så att eleverna löser 
blandade uppgifter. Läroboken har oftast uppgifterna indelade efter matematiska 
områden, vilket innebär att man beräknar cirkelns area med formel upprepade gånger 
i ett avsnitt och vid ett annat tillfälle är det rektanglars areor som beräknas. Även då 
eleverna använder ”fel” idéer på problemet kan detta ge läraren möjlighet att följa 
upp elevernas förslag på specifika idéer. Proportionalitet kan t.ex. leda vidare mot 
skala och introducera till en diskussion om skillnad mellan längdskala, areaskala och 
volymskala.. Elevernas lösningar diskuterades inte utan flera elever var kvar i sina 
egna felaktiga lösningar av problemet (ex. 41). Det är dock möjligt att lärarna följde 
upp de felaktiga föreställningarna som eleverna hade eftersom de hade möjlighet 
att läsa igenom datautskrifter från sina lektioner. Andra lärare har ingen möjlighet 
att följa upp sina lektioner men med denna studie kan vi uppmärksamma lärare på 
att elever har felaktiga föreställningar som bör följas upp.

4.11 	Hur behandlades de idéer som uppkommit?
De matematiska idéerna bearbetades i många olika situationer under hela lektionen, 
här redovisas några exempel. 

Redan vid introduktionen av problemet visade lärarna hur de uppfattat mate-
matiken i problemet och vad de avsåg att eleverna skulle behandla. Eleverna visade 
under problemlösningen vilken specifik matematisk idé de kunde använda sig av 
men också vad de saknade för att kunna arbeta vidare med problemet.

4.11.1	Lärares och elevers arbete med specifika matematiska idéer

Idéerna presenteras i den ordning som de kommer fram, en kronologisk lektion.
I det inledande skedet av lektionen informerade tre lärare eleverna om vad de skulle 

tänka på och associera till när de skulle lösa problemet. Redan här skulle problemet 
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kunna ha blivit förstört så att eleverna begränsades i sin kreativitet. Eleverna tog 
dock inte till sig av denna extra information, utan det förblev ett verkligt problem 
för eleverna. Informationen till eleverna i inledningen öppnade för en dialog, en 
kommunikation där eleverna kunde ställa frågor till läraren för att få veta mer om 
problemet. Det gällde för läraren att se situationen på det sättet och inte som ett 
tillfälle till ren information till eleverna. Här hade eleverna chans att fråga för att 
förstå problemet och uppfatta vad som skulle göras utan att läraren hade bidragit 
till att lösa problemet.

Under lektionen då läraren vandrade runt i klassrummet och hjälpte enskilda elever 
eller grupper av elever hade eleverna ytterligare möjligheter att ställa frågor. Här kunde 
det matematiska resonemanget utvecklas som det gjorde i bland annat exempel 4. 
När eleverna arbetade tillsammans i grupper, som vissa elever gjorde i denna studie, 
gavs de möjlighet att resonera med sina kamrater om de olika sätt de angripit och 
löst problemet på. I exempel 8 och 28 ser man hur eleverna har samarbetat när de 
berättade för läraren hur de löste problemet. I en klass gick läraren under pågående 
problemlösningsprocess fram och gjorde en tabell på tavlan (ex. 15). Denna situation 
framhölls av eleverna som ett bra tillfälle för att komma vidare och finna mönstret. 
Det är antagligen viktigt att förslag på strategier kommer i ett skede när eleverna visar 
behov av sådana. Endast i en klass förekom en gemensam redovisning på tavlan där 
läraren fördjupade resonemangen runt de olika lösningsstrategierna (ex. 9).

4.11.2	Situationer som gav specifika idéer och situationer då idén 
följdes upp 

Här presenteras tillfällen som lärarna skapade och som ledde till 
Redan vid introduktionen av problemet gav lärarna ledtrådar till eleverna. De 

skulle arbeta med mönster eller tänka på n och x. Denna information tog inte alla 
elever till sig utan många startade med sina egna idéer. Silver (1985) har påpekat 
att läraren själv föredrar en metod och på det sättet blir problemet och tillfället inte 
problemlösning för eleverna, eleverna får inte själva vara kreativa och leta metoder. 
I denna studie gav lärarna under problemlösningsprocessen förslag på strategi, de 
fyra lärarna ansåg att problemet skulle lösas med tabell. Det gäller här att finna en 
balans, att ge rätt ledtrådar vid rätt tillfällen, så att eleverna får så mycket hjälp att 
de kan och vill fortsätta att lösa problemet. När lärarna vandrade runt och hjälpte 
eleverna genom att säga åt dem att sätta upp en tabell gav de anvisningar som inte 
utgick från elevernas egna specifika idéer. 

Lärarna visade flera exempel på lotsning (se 2.3.3) för att eleven skulle lösa proble-
met med lärarens specifika idé (t.ex. tabell) men också stöttning (läraren lyssnar på 
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elevens förslag och ger ledtrådar utifrån elevens idé) utifrån elevernas egna specifika 
idéer (t.ex. area). Lärarna lät eleverna arbeta med egna idéer (eleverna som klipper) 
och med idéer som läraren själv från början inte förstod (eleverna som finner ett 
generellt uttryck). Under problemlösningsprocessen är det viktigt att eleverna får 
göra egna upptäckter och dra egna slutsatser för att komma fram till det generella 
uttrycket, här måste läraren ha stor tilltro till elevernas egna förmågor. Eleverna 
berättade om läraren som ritade en tabell på tavlan för att de skulle göra likadant. 
Detta kan vara ett bra stöd för en elev men en lotsning för en annan. I detta exempel 
skedde dock hjälpen en bit in på lektionen då vissa elever kört fast, dessa elever fick 
då stöd för att gå vidare. 

En mängd matematiska idéer kom fram när eleverna arbetade på egen hand eller 
tillsammans med kamrater. Lärarnas tillåtande attityd gjorde det möjligt för eleverna 
att upptäcka samband via egna idéer. Läraren tänkte i rekursion och uppmuntrade 
eleverna att fortsätta för att finna lösning på nästa deluppgift med samma specifika 
matematiska idéer, att finna ett mönster, ett generellt uttryck med hjälp av tabellen. 
En orsak till att idén levde vidare kunde vara att problemet i sig är formulerat så att 
rekursion blir naturlig. I detta problem handlar det också om att släppa rekursion 
som specifik matematisk idé för att finna det generella uttrycket. Rekursion kan 
vara en idé att utgå från för att nå ett annat mål, att finna ett generellt uttryck. De 
elever som går över till att göra en tabell har en möjlighet att finna regeln och släppa 
rekursionstanken. Det var också det förslag som lärarna gav eleverna. En möjlighet 
att lösa problemet Stenplattor är att utgå från en bild, övergå till tal (talföljd), vidare 
till tabell och slutligen finna en formel. 

I deluppgift d mötte eleverna den obekanta symbolen n. Genom att redan vid 
formulering av problemet ha med flera steg och föra in ny matematik kan läraren 
skapa tillfällen för att ta upp nya specifika idéer. Här ställde eleverna frågor om 
vad symbolen betydde och läraren gavs tillfälle att förklara nya matematiska idéer. 
I exempel 31, 32, 33 mötte eleven symbolen n och fick dessutom (vid ett senare 
tillfälle) veta hur man arbetade med parentesuttryck. Då läraren hade en gemensam 
klassredovisning som i exempel 36 skapades ytterligare ett tillfälle för elever att 
förstå de specifika idéerna och med ett logiskt resonemang formulera ett generellt 
uttryck.

4.11.3 	Missade idéer och situationer

Här presenteras de specifika idéer som inte behandlades av läraren.
 Elever och lärare måste vara överens om målet med problemlösningen. Eleverna 

tog inte in all information vid presentationen av uppgiften. De instruktioner som 
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lärarna gav uppfattades inte alltid av eleverna, t.ex. de elever som klippte och målade 
hade inte klart för sig att de skulle finna ett generellt uttryck. Informationen vid 
presentationen ska enligt Lester (1985) enbart bekräfta att eleverna har förstått upp-
giften och inte ge anvisningar om hur problemet ska lösas. De sista deluppgifterna 
i problemet då eleverna möter ett n, som de inte tidigare vet vad det står för, gav 
läraren ett utmärkt tillfälle att komma in på symboler. Flera elever hade idéer som 
läraren inte utvecklade utan eleven lämnades med obesvarade frågor som i exempel 
32 eller med felaktiga föreställningar som i exempel 41. 

4.12 	Reflektioner
Här sätts studien in i ett större sammanhang och behandlar frågor som är viktiga 
när det gäller matematiklärande via problemlösning. 

4.12.1	Problem med problem, en filosofisk betraktelse

Under arbetet med rapporten och i arbetet med lärare, studenter och elever har det 
framkommit den dubbla betydelsen av ordet problem. För de flesta icke-matematiker 
är problem något som ska undvikas och om ett problem uppstått ska det lösas så 
fort och enkelt som möjligt. Problem är alltid något negativt. För en matematiker 
är det inte på samma sätt. Pólya (1945) har beskrivit detta:

en stor upptäckt löser ett stort problem men det finns ett korn av upptäckt 
i varje lösning. Ditt problem kanske är blygsamt, men om det utmanar din 
nyfikenhet sätter igång din uppfinningsrikedom och duglighet, och om du 
löser det på ditt eget vis så kanske du upplever spänningen och tycker om 
triumfen i upptäckten.(Egen översättning från George Pólyas förord till den 
första utgåvan 1945.)

Vissa matematiker och matematiklärare söker aktivt efter bra problem som kan 
ge en positiv känsla, en känsla av eufori och ”flow” under arbetet med lösningen. Ett 
bra problem räcker länge och uppfyller tanken på det sätt som många matematiker 
beskrivit, exempelvis då de arbetat med Fermats stora sats (Singh, 1998). Ordet 
problem kan alltså innebära en konflikt som det är nödvändigt att utgå ifrån och 
förklara för den som ska arbeta med matematiska problem i skolan. 

4.12.2 	Matematiska resonemang 

Problemet Stenplattor är formulerat så att det genom matematiska resonemang 
ska leda till ett generellt uttryck. Analysen av empiriska data visar hur lärarens egen 
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specifika idé att t.ex. använda tabell styrde arbetet. Eleverna tillämpade även egna 
specifika matematiska idéer och man kunde därigenom i högre grad upptäcka vad de 
saknade för att kunna uttrycka det matematiska mönstret med generella symboler. 
Matematiska samtal förekom i flera sammanhang men det fanns få exempel som 
ledde vidare till den generella nivån. Det fanns exempel på att eleverna berättade för 
läraren att de kommit fram till ett generellt uttryck som de även prövat. Genom att 
de även formulerat egna nya problem visade de att de hade förstått vad det innebar 
att generalisera. 

Sammanfattningsvis kan man se att den typ av problem som använts och det 
sätt på vilket klasserna arbetade handlade mer om att föra samtal i matematik och 
göra undersökningar än att tillämpa någon viss matematisk idé. Det vore möjligt 
att föra matematiska resonemang i flera situationer om lärarna t.ex. hade gemensam 
redovisning i slutet av lektionen, på det sätt som Winsløw (2004) beskriver uppläg-
get på en lektion och lärarens uppgift. 

4.12.3 Problemlösning som läroproces 

Denna studie redovisar de matematiska idéer elever och lärare arbetade med då de 
löste ett matematiskt rikt problem. Studien behandlar till viss del de frågor som 
Silver (Silver 1985) anser behöver utvecklas. Flera elever fick stöd vid rätt tillfälle, 
stöd som ledde till ny kunskap, vilket stämmer med Vygotskys (1978) teorier om 
den proximala utvecklingszonens (zpd) betydelse för lärandet. En viktig del av stu-
dien var att se vilka specifika idéer eleverna använde sig av men också att se vad de 
var i tillfälle att lära sig. Om en matematisk idé lyfts fram av läraren ger det eleven 
en möjlighet att bilda ny matematisk kunskap. I exemplet med elever som klipper 
och räknar rutor framkom det att eleverna inte hade rätt fokus, att leta efter ett 
generellt samband. Här fanns ett utmärkt tillfälle för läraren att samtala och ifrå-
gasätta vad eleverna gjorde och också förvissa sig om att eleverna hade förstått vad 
det hela skulle gå ut på. Problemlösning kan vara en process med en mängd olika 
matematiska idéer men det är också viktigt att läraren formulerar mål för eleverna 
som innehåller och tydliggör olika matematiska idéer. Resonemangen mellan lärare 
och elever måste utgå från elevernas egna idéer, oberoende av om idéerna verkar 
utvecklingsbara eller inte. Detta har bland annat Winsløw (2004) beskrivit. Vidare 
måste läraren hjälpa eleverna att formulera egna matematiska mål. 

4.12.4 Lärares och elevers insatser under matematiklektionen 

I denna studie arbetade man med ett problem som var formulerat i flera steg där 
det även ingick att eleverna själva skulle formulera ett likvärdigt problem. Särskilt 
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Silver (1997) framhåller detta moment som väsentligt för att eleverna ska utveckla 
sin kreativitet. Inga exempel förekom på att lärarna under dessa lektioner följde upp 
denna deluppgift, men av det insamlade materialet och vid en lärares lektionsavslut-
ning framkom det att eleverna hade producerat egna likartade problem. 

I denna studie finns det flera exempel på att eleverna upptäckt en mängd olika 
matematiska idéer. Eleverna arbetade med samma problem men den matematiska 
upptäckten blev personlig. Detta är något som även Pólya vid flera tillfällen påpekat 
(Pólya, 1945, 1954, 1962), att kunskapen är personlig. Flera forskare bland annat 
Lester, Silver och Winsløw (Lester, 1985; Silver 1985; Winsløw, 2004) har betonat 
att läraren ska svara på elevers frågor och förvissa sig om att eleverna har uppfattat 
vad de ska göra. Eleverna ställer ofta sina frågor till lärarna då de har kört fast eller 
behöver förstå mer vad de ska göra. Vissa av eleverna i studien hade troligen inte 
själva kommit på att göra en tabell om de inte fått det rådet av lärarna. Detta är 
ett tydligt exempel på vilken betydelse lärarnas egna matematiska idéer har när de 
besvarar elevernas frågor. Eleverna som formulerar frågor till lärare och kamrater får 
hjälp i det skede som Lester (1985) föreslår dvs. i ett skede då eleverna är beredda 
på att lära sig. Den egna kunskapen konstrueras av eleverna själva med språkets och 
kamraternas hjälp. Detta är beskrivet av såväl Jaworski som Winsløw (Jaworski, 
1994, Winsløw 2004).

I den sammanfattande diskussionen hade läraren en utmärkt möjlighet att följa 
upp de olika specifika idéerna och de resultat eleverna kommit fram till. Denna fas, 
detta moment, som så många forskare bl. a. Lester, Hiebert och Winsløw (Lester, 
1985; Hiebert, 2002; Winsløw, 2004) framhållit som ett viktigt moment i undervis-
ningen, har i denna studie i stort sett saknats. På något sätt måste läraren ha beredskap 
för att möta elevernas specifika matematiska idéer och veta hur de fungerar för att 
lösa problemet så att de kommer fram i samband med redovisningen. Som lärare 
måste man få en chans att reflektera över elevernas idéer innan man kan arrangera 
en genomgång eller uppföljning. Detta kan ske genom att läraren tar en paus eller 
genom att läraren tidigare har sett vilka alternativa specifika idéer som är möjliga 
på det aktuella problemet. Elevlösningarna kan även skrivas på OH-blad eller bläd-
derblock, vilket gör det möjligt för läraren att senare återkomma till elevernas idéer. 
För att genomgången ska innebära en matematisk analys som slutar i en formel, ett 
uttryck eller ett samband ställs det stora krav på lärarnas matematiska kunskaper, på 
samma sätt som då lärare och elever arbetar med öppna uppgifter (uppgifter som 
saknar data och/eller som har flera svar).

I samband med problemet Stenplattor upptäcktes specifika matematiska idéer 
som lärare och elever arbetade med. Den vanliga kommunikationen och det ma-
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tematiska resonemanget mellan elever och lärare och mellan elever är en viktig del 
av kunskapsprocessen men ställer stora krav på lärarens kunskaper i matematik och 
förståelse för elevernas tankar. För att problemlösningsprocessen ska leda till ett 
framgångsrikt matematiklärande ställs det också stora krav på lärarens kunskaper 
om planering av lektionen. Lektionen, undervisningen i problemlösning ska enligt 
Schoenfeld (1991) leda till att eleverna får en känsla för matematik, kan tänka 
matematiskt och kan tillämpa matematiska idéer. Det är därför viktigt att lärare 
arbetar medvetet med problemlösning med sina elever. 

Ska kursplanens mål nås, såsom Wyndhamn m.fl. (2000) tolkat den ”att lära 
matematik genom att lösa problem” så ställer det nya och stora krav på läraren. 
Om inte problemlösningen uppfattas positivt av eleverna, ses som en utmaning, 
stimulerar kreativiteten och behandlar matematiska idéer som eleverna blir medvetna 
om, kanske det trots allt är mer givande för eleverna att träna på de uppgifter som 
förekommer i boken, där kapitlet tydligt anger vilken idé som behandlas. 

Denna studie kan uppmärksamma lärare på specifika matematiska idéer som 
förekommer i ett visst rikt problem och som behandlas då elever och lärare löser 
problemet. Det är också möjligt att bli medveten om vad matematiska idéer är 
på en generell nivå och betrakta dem som ett sätt att beskriva vissa kunskaper i 
matematik, kunskaper som kan utvecklas i kommunikation. Kanske kan denna 
studie göra lärare ännu mer nyfikna på hur de egna eleverna tänker och hjälpa dem 
att få syn på den förmåga de har att lösa problem och i undervisningen utgå ifrån 
elevernas egna matematiska idéer. 

•
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5 	 Tillfällen till matematiklärande 
Exemplet Högstadiet – en studie om tillfällen att lära  
matematik under lösandet av ett rikt problem och om  
elevers och lärares roller.

Läraren ska upptäcka sina elevers kunskaper, hur de gör och vilka 
möjligheter de har att dra slutsatser, läraren ska observera och upp-
muntra kreativt tänkande 

Pólya, 1962 sid. xii 
 

Denna artikel är en redovisning av en delstudie i en mer omfattande undersökning, 
Rika problem i matematikundervisningen (RIMA). Artikeln baseras på de tidigare 
studierna Problemlösning och analys av rika problem (Taflin 2003) och Stenplattor 
(Taflin 2007). Syftet med denna delstudie var att undersöka hur tillfällen till ma-
tematiklärande uppkom, tillfällen då matematiska idéer behandlades under olika 
faser av en lektion kring ett matematiskt rikt problem, vad som var typiskt för dessa 
tillfällen och vilka roller lärare och elever hade under de olika faserna.

 En teoretisk genomgång av lektionens utvalda problem gjordes för att finna 
vilka olika specifika matematiska idéer som kunde tänkas dyka upp under lösan-
det. Den tänkta lektionen indelades i fyra faser som definierades och de tillfällen 
till matematiklärande som då förväntades skulle kunna uppstå definierades också. 
En stor mängd data samlades in så som intervjuer med fyra lärare och deras elever 
före och efter deras lektioner kring problemet, video- och audioinspelningar från 
lektionerna och elevernas skriftliga anteckningar. Allt material analyserades med 
avseende på generella matematiska idéer: begrepp, procedurer, konventioner, formler 
och strategier. De tillfällen under de olika lektionsfaserna när specifika matematiska 
idéer bearbetades och tillfälle gavs till matematiklärande noterades, liksom elevers 
och lärares roller under problemlösningsprocessen.

  Resultatet visar att tillfälle till matematiklärande uppkom under lektionens 
alla faser. Att läraren presenterade problemet på ett genomtänkt sätt samt höll en 
gemensam genomgång i slutet av lektionen är exempel på sådant som visade sig 
vara betydelsefullt för att skapa tillfällen till matematiklärande. I de klasser där det 
förekom färre faser saknades bland annat tid för redovisning och dessa lektioner 
kunde då avslutas utan att alla elever hade löst problemet korrekt. Lärarens olika 
roller var bland annat att informera, stötta, ställa frågor, besvara frågor, leta efter 
intressanta lösningar samt leda diskussioner. Elevens olika roller innebar exempelvis 
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att fråga, tjuvlyssna, jämföra lösningar, fungera som lärare för sina kamrater och 
formulera egna problem. Under de olika faserna som lärarna hade planerat fick 
eleverna bland annat tid att tänka enskilt, samtala med läraren och med kamraterna 
samt lyssna och vara aktiva i såväl liten grupp som helklass. Lärarna skapade på detta 
sätt möjligheter till variation av matematiska idéer hos eleverna och många tillfällen 
till matematiklärande. Eleverna fick dock mindre tid till tyst enskilt räknande.

5.1 	 Inledning 
Denna artikel redovisar en delstudie i ett forskningsprojekt benämnt Rika problem 
i matematikundervisningen (RIMA) som behandlar matematisk problemlösning i 
skolan.

 I den senaste svenska kursplanen i matematik för grundskolan (Skolverket 2000) 
står bland annat följande: För att framgångsrikt kunna utöva matematik krävs en 
balans mellan kreativa, problemlösande aktiviteter och kunskaper om matematikens 
begrepp, metoder och uttrycksformer. (a.a. sid. 1). Problemlösande aktiviteter innebär, 
enligt Lester (1983), att eleverna ska lösa en speciell sorts matematiska uppgifter, 
nedan kallade problem. Lester menar att en uppgift är ett problem för en individ 
om personen vill och behöver lösa den och det inte finns en given procedur och 
om det krävs ansträngning (a.a.).

 Tidigare forskning har lyft fram att det kan vara svårt att planera undervisning 
med problemlösning, att veta hur den ska organiseras, så att klassrummet blir en 
miljö för lärande och samtal (Jaworski, 1996). Och enligt Lesh, Landau & Hamilton 
(1983) kommer problemlösning inte att användas i skolan om inte lärare övertygas 
om att den spelar en viktig roll när det gäller elevernas förvärvande av grundläg-
gande matematiska idéer. Under senare år har mycket forskning haft formen av 
lektionsstudier där man i detalj beskrivit vad elever och lärare arbetat med under 
matematiklektioner (TIMSS, 1997; Stiegler & Hiebert, 1999; Hiebert, 2002). Man 
har till exempel försökt ta reda på om det fanns något gemensamt i hur de bästa 
matematiklärarna runt om i världen lagt upp sina lektioner men man kom fram till 
att lektionernas faser i hög grad var kulturellt styrda. Lektionerna såg helt olika ut 
i exempelvis Tyskland, USA och Japan. Ett speciellt intresse har ägnats de japanska 
matematiklärarnas lektioner, eftersom japanska elever rönt stora framgångar vid 
internationell jämförelse. Stiegler & Hiebert (1999) har lyft fram att de japanska 
lärarna ägnade sig åt en speciell sorts lektionsstudier (lesson study), där de noga 
studerade och utvecklade sina lektioner tillsammans med kolleger. I dessa studier 
har det framkommit hur svårt men viktigt det är att lärare kan förutse hur elever 
kommer att tänka för att med detta som utgångspunkt kunna maximera nyttan av 
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sin lektionsplanering och nå de mål man satt upp (Hiebert, 2002, se även under 
avsnitt 2.2.4). Även i Sverige finns det exempel på nutida forskning som har beskri-
vit matematiklärares undervisning (Löwing, 2004). En av Löwings iakttagelser var 
att lärare och elever ofta pratade förbi varandra. En av orsakerna till detta, menade 
hon, var att läraren inte hade kontroll över elevernas förkunskaper. Genom att ställa 
ledande frågor lyckades läraren oftast leda eleven fram till ett korrekt svar utan att 
eleven hade förstått (a.a.).

  Även om den nämnda forskningen ibland berört matematikundervisning i 
allmänhet och inte enbart problemlösande aktiviteter är dessa tankegångar utgångs-
punkt för den nedan redovisade studie, där en särskild typ av problem som benämns 
rika använts. De rika matematiska problemen är tänkta att uppfylla följande sju 
kriterier som formulerats för att tydliggöra vad arbete med problemlösning ska 
fokusera (Taflin, 2003, här något förändrade från artikel 1 och 2): 

1.	Problemet ska introducera till matematiska idéer. 
2.	Problemet ska vara lätt att förstå och alla ska ha en möjlighet att arbeta med 

det. 
3.	Problemet ska upplevas som en utmaning, kräva ansträngning och tillåtas ta 

tid. 
4.	Problemet ska kunna lösas på flera olika sätt, med olika strategier och repre-

sentationer. 
5.	Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrån elevernas skilda 

lösningar, en diskussion som visar på olika strategier, representationer samt 
andra matematiska idéer. 

6.	Problemet ska kunna fungera som brobyggare mellan olika matematiska 
områden.

7.	Problemet ska kunna leda till att elever och lärare formulerar nya intressanta 
problem.

 
Om problemet är ett rikt problem eller inte för en viss elevgrupp går endast att be-
svara genom att pröva det i elevgruppen. Först efter att lärare och elever har arbetat 
med problemet kan man se om det var ett rikt problem i just den situationen för 
den gruppen. Under Skolverkets granskning av matematikundervisningen i Sverige 
2003 (Skolverket 2003) framkom det att undervisningen överlag är alltför ensidig 
och läroboksstyrd och att matematik ofta uppfattas som synonymt med att lösa 
uppgifter i läroböcker. De rika problemen har tagits fram för att utgöra ett kom-
plement till sådan ensidig undervisning. Avsikten har varit att formulera problem 
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som kan hjälpa läraren att variera arbetssättet. Med hjälp av de rika problemen är 
det även meningen att läraren ska kunna fokusera på elevernas egna matematiska 
idéer. Eleverna kan också erbjudas att arbeta tillsammans med andra i form av 
pararbete eller grupparbete, detta kan vara ytterligare ett sätt att variera undervis-
ningen. Problemen ska helst vara formulerade så att alla elever i en elevgrupp ska 
kunna arbeta samtidigt och under minst en lektion med samma problem. Läraren 
ansvarar för att skapa situationer där eleverna lär sig matematik och ansvarar även 
för att eleverna efter problemlösningstillfället inser vad de har lärt sig. Problemen 
ska också ge läraren möjlighet att föra matematiska resonemang med eleverna. 

5.2 	 Bakgrund 
Huvudsyftet med detta avsnitt är att presentera en teori som grund för behandling 
av empiriska data. Teorin ska ge en förutsättning för granskning av undervisningens 
innehåll, det vill säga då matematiska idéer behandlas. I detta avsnitt definieras 
särskilt faser, matematiska idéer och tillfällen till matematiklärande. Definitionen av 
matematiska idéer utgör ett underlag för att finna exempel på tillfällen till matema-
tiklärande. Uppdelningen av lektionen i faser gör det möjligt att ge exempel på när 
under lektionen dessa tillfällen till matematiklärande kan uppkomma.

 Inledningsvis behandlas några studier som beskriver problemlösningsprocessen 
och lärarens och elevens roller under denna process. Termen problem används i 
denna artikel på det sätt som Lester (1983) definierat den, det vill säga en uppgift 
blir ett problem för en individ om personen vill eller behöver lösa uppgiften och om 
det inte finns en given procedur att lösa uppgiften och om det krävs ansträngning. 
Med problemlösning menas i denna artikel den aktivitet som lärare planerar och 
låter elever arbeta med och som innebär att elever löser problem. 

5.2.1	 Faser

Studier som rör faser

Man kan dela in både en individuell problemlösningsprocess och en problemlös-
ningslektion i flera faser och sedan beskriva viktiga skeenden under de olika faserna. 
Nedan visas exempel på olika sätt att se på problemlösningsprocessen samt de roller 
lärare och elever kan ha under processens gång. Genomgången är tänkt som en grund 
för att kunna presentera en definition av faser som ska gälla för den här studien.

 De problemlösningsprocesser som har beskrivits av Pólya (1945) och Schoenfeld 
(1985) fokuserar båda på hur eleverna bör planera och genomföra proceduren ”att 
lösa ett problem”. Båda dessa beskrivningar är på individnivå, de beskriver ett inre 
skeende i individen som löser problemet. Pólya (1945) presenterade en modell för 
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problemlösning där den som löser problemet ska arbeta enligt ett visst givet schema, 
som kan ses som fyra olika faser i problemlösningsprocessen: 

1.	förstå problemet 
2.	tänka ut en plan
3.	genomföra planen
4.	se tillbaka och kontrollera

 
Schoenfeld (1985) vidareutvecklade sedan Pólyas faser. Han analyserade problem-
lösningslektioner genom att föra noggranna protokoll som utgick från följande sex 
faser:

 
1.	läsa och förstå problemet (read)
2.	analysera (analyze)
3.	utforska (explore)
4.	planera (plan) 
5.	genomföra (implement)
6.	verifiera (verify)

 
Enligt Schoenfeld (1985) sammanfattar dessa faser de väsentligaste delarna av pro-
blemlösningsprocessen. Förmågan att genomföra dem är avgörande för framgångsrik 
problemlösning, menade han. Han visade också att mindre framgångsrika problem-
lösare ofta brukade bortse från planeringsfasen samt att framgångsrika problemlö-
sare betydligt oftare än andra växlade mellan de olika faserna. I ett senare arbete av 
Schoenfeld (1992) beskriver han hur lärare bör agera under elevernas individuella 
problemlösningsprocess. Tabellen nedan kan ses som en metodisk anvisning till 
läraren, den visar olika lämpliga undervisningsaktiviteter och syftet med dem. 
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Undervisningsaktivitet Syfte

Före Före

1. Läs problemet, diskutera termer så 
att alla uppfattar problemet.

Visa på nödvändigheten av att läsa nog-
grant, fokusera på speciella ord.

2. Använd helklassdiskussion för att 
fokusera på nödvändigheten av att 
förstå problemet. 

Fokusera på viktiga data, tydliggör 
processen.

3. (frivilligt) Helklassdiskussion om 
möjliga strategier för att lösa proble-
met. 

Få fram idéer om hur man möjligen kan 
lösa problemet. 

Under Under

4. Observera och ställ frågor till de 
studerande för att få reda på var de 
är. 

Diagnostisera styrkor och svagheter.

5. Ge ledtrådar om så behövs. Hjälp de studerande att passera hindren.

6. Utveckla problemet om det är 
nödvändigt.

Utmana de studerande som blir färdiga 
att finna generaliseringar.

7. Kräv av de studerande som funnit 
en lösning att besvara frågan.

Förmå den studerande att se över sitt 
arbete för att vara säker på att det stäm-
mer.

Efter Efter

8. Visa och diskutera lösningar. Visa och benämn olika strategier.

9. Visa samband med tidigare lös-
ningar eller påvisa det som har 
utvecklats.

Demonstrera generella tillämpningar av 
problemlösningsstrategierna.

10. Diskutera särskilda kännetecken. Visa vad som är typiskt hos den sär-
skilda metod som använts för att angripa 
problemet.

Tabell 1. (Schoenfeld 1992 s.358)

 
Även Lester (1985) har delat in problemlösningsprocessen i tre faser när han beskriver 
de olika roller som lärare och elever bör ha under problemlösningsprocessen:
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Fas 1. Problemet presenteras. 

I denna fas förväntas eleverna agera så att de uppfattar problemet och förstår vill-
koren. De ska läsa eller lyssna på problemet, de ska ställa frågor för att förstå det 
och de ska anteckna den information de kan behöva för att lösa problemet. Läraren 
ska presentera problemet och besvara elevers relevanta frågor. Läraren ska även ge 
anvisningar om hur arbetet ska organiseras. 

Fas 2. Ansträngning, försök att lösa problemet. 

I denna fas ska eleverna arbeta enskilt eller i par. De ska nu göra upp en plan för 
att lösa problemet och genomföra den. Lärarens roll ska under detta arbete vara 
stödjande. Som stöd kan läraren 1) uppmuntra eleverna att dela idéer med varandra, 
2) ställa frågor för att eleverna ska få fokus på rätt saker och då även göra eleverna 
uppmärksamma på vilka frågor som kan vara relevanta för problemet, 3) ge ledtrådar 
för att eleverna ska lyckas med problemlösningen. Ledtrådar ska betraktas som en 
sista åtgärd som läraren bara tar till om inget av de tidigare stöden har hjälpt. 

Fas 3. Problemet och lösningen av problemet diskuteras. 

I denna fas är det meningen att eleverna ska få nya insikter och en positiv känsla 
för problemlösning. Eleverna ska få chansen att diskutera igenom sina lösningar 
och lyssna på och diskutera kamraters lösningar. Vidare ska eleverna uppmuntras 
att försöka sig på en generalisering. De ska också få möjlighet att analysera vad 
som fungerade och varför det fungerade. Läraren ska i denna fas låta 3-5 elever 
demonstrera sina lösningar för hela klassen. Under kontrollen av deras arbete ska 
läraren lyfta fram det viktigaste. Som en tredje punkt ska läraren visa på en möjlig 
generalisering av problemet. 
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Så här sammanfattar Lester det hela i en tabell:

Fas Planerat  
innehåll

Lärarens roll Elevens roll

Problemet 
presenteras

Eleven upptäcker 
och tillägnar sig 
problemet

Presenterar problemet 
för klassen

Besvarar frågor

Organiserar så att 
eleverna kan arbeta med 
problemet

Läser eller lyssnar på 
problemet och förstår 
villkoren

Ställer klargörande frågor

Antecknar relevant infor-
mation

Lösning av 
problemet

Försök och 
ansträng-
ning

Eleven upptäcker 
och använder sig av 
en plan för att lösa 
problemet

Uppmanar eleverna att 
dela idéer med varandra

Ställer frågor för att upp-
märksamma eleverna på 
relevant information

Ger ledtrådar för att 
hjälpa eleverna att lyckas 
(som en sista utväg)

Arbetar själv eller med 
kamrater för att lösa 
problemet

Problem och 
lösning

Diskussion

Eleven får nya in-
sikter via problemet 
och bra förhållande 
till problemlösning

Tillåter eleverna (3-5) 
att demonstrera sina 
lösningar

Påtalar nödvändigheten 
av att kontrollera arbetet

Hjälper till att visa på 
alla tänkbara generalise-
ringar

Inbjuds till att diskutera 
sina lösningar

Lyssnar på och diskuterar 
andras lösningar

Försöker att göra genera-
liseringar

Försöker att analysera 
vad som fungerar och 
varför

Tabell 2. Lester 1985 (sid. 48)
 

Man kan se anvisningarna hos Schoenfeldt (1992) och Lester (1985) som beskriv-
ningar av problemlösningsprocessen på en mer övergripande, kollektiv nivå, där 
lärare och elever tänks interagera med varandra under olika faser.
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5.2.2	 Definition av fas 

Sammanfattningsvis beskrivs problemlösningsprocessen dels som individuell, något 
som sker i elevens tänkande, dels som kollektiv, som faser under en lektion med 
problemlösning, där lärarens och elevernas olika roller under lektionen lyfts fram. 
Enligt Svensk ordbok (1986) är fas detsamma som ”delperiod inom ett förlopp som 
är naturligt avgränsad genom sitt innehåll”. I denna artikel är en fas ett steg i den 
mer övergripande, kollektiva problemlösningsprocessen så som läraren organiserar 
lektionen och så som eleverna agerar (enskilt eller i samverkan) under de förut-
sättningar som organiserats av läraren. Eleverna kan därför befinna sig i olika faser 
och lärarens agerande måste därför anpassas så långt det är möjligt till de enskilda 
eleverna. Elevernas och lärarnas agerande avgör när övergången från en fas till 
nästa sker. Fyra faser bestäms, de beskrivs närmare nedan. De faser som redovisas 
här är endast de som sker under lektionen. Det kan även förekomma förberedelse 
och efterarbete utanför den egentliga lektionstiden. Utgående från ovanstående 
genomgång definieras följande fyra faser: 

1 Introduktionsfas

Läraren introducerar problemet. Fas 1 är slut när eleverna har uppfattat problemet, 
dvs. har uppnått problemförståelse.

 Denna fas överensstämmer helt med Schoenfelds (1992) beskrivning av vad 
elev och lärare ska göra före själva problemlösningen. Även Lesters (1985) fas 1 är 
densamma. 

2 Idéfas med lösningsutkast

Eleverna försöker under denna fas lösa problemet, enskilt eller tillsammans med 
kamrater, ibland med viss hjälp av läraren. I denna fas famlar eleverna och provar 
olika matematiska idéer. Läraren vandrar runt bland eleverna och stimulerar till 
problemlösning. Fas 2 är slut när eleverna har funnit (minst) en specifik matematisk 
idé som de kan arbeta vidare med. Det kan vara av intresse att separera denna fas 
från nästa eftersom det här skapas utkast till lösningar som eleverna presenterar utan 
att de har löst problemet fullständigt. 

 Denna fas förekom inte som en separat fas vare sig hos Schoenfeld (1992) eller 
Lester (1985). Däremot kan Schoenfelds (1985) fas 2 och 3 på individnivå, analy-
sera, undersöka (analyze) respektive utforska, utveckla (explore), anses överenstämma 
med denna fas. 
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3 Lösningsfas

Eleverna löser nu en del av eller hela problemet och diskuterar sin lösning med 
en eller flera kamrater eller med läraren. I denna fas prövas rimlighet och hypotes. 
Eleverna jämför lösningar med varandra och försöker komma överens om en ge-
mensam lösning eller flera alternativa lösningar. Fas 3 är slut när eleverna anser sig 
ha löst problemet.

 Denna fas har såväl Schoenfeld (1992) som Lester (1985) med som fas två bland 
sina tre faser. 

4 Redovisningsfas

Eleverna eller läraren redovisar olika sätt att lösa problemet, detta sker ofta inför 
hela klassen. Lösningarna jämförs och olika matematiska idéer diskuteras, mönster 
och samband upptäcks och generaliseringar görs. 

 Denna fas förekommer hos både Schoenfeld (1992) och Lester (1985). 

5.2.3	 Definition av matematiska idéer

Termen matematiska idéer används i detta arbete om såväl generella som specifika 
idéer. Att dela in de matematiska idéerna i generella respektive specifika idéer har sin 
grund i att man i undersökningen kan behöva se varje matematisk idé dels allmän-
giltigt, det vill säga övergripande för alla typer av problem, dels situationsbundet, det 
vill säga knutet till lösningen av det specifika problemet. För att hitta matematiska 
idéer i empiriska data behövs de generella matematiska idéerna. Efter den sorteringen 
är det naturligt att man beskriver de specifika matematiska idéer som uppenbarar sig 
under lösandet av problemet. Nedan följer de generella matematiska idéerna med 
exempel på specifika matematiska idéer. De generella matematiska idéerna som lig-
ger till grund för den analys av data som gjorts i denna studie är följande: begrepp, 
procedurer, konventioner, strategier och formler såsom de beskrivs nedan.
 
Begrepp är ett statiskt objekt och består av en term, en definition och kan beskrivas 
av en referent. Exempel på ett begrepp är yta där yta (term) är en sammanhängande 
2-dimensionell punktmängd i rummet (definition) och kan ses som ett område 
(referent). Ett annat exempel är begreppet rationellt tal (term) som kan skrivas som 
a/b där a och b är heltal och b ej är 0 (definition) och där 4/5 är ett uttryck (referent) 
och 80 % ett annat uttryck (referent). 
 
Procedurer är dynamiska, det sätt på vilket man konkret utför en uppgift, en verk-
samhet som består av ett antal relaterade händelser som tjänar visst ändamål eller 
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leder till visst resultat, en form av handling. Exempel på procedurer är att utföra 
beräkningar med de fyra räknesätten och att fylla i en tabell. 

Matematiska konventioner är gemensamma överenskommelser då matematik 
kommuniceras muntligt, i bild eller i skrift. Dessa innefattar språk och symboler 
som är specifika för matematik och kan beskrivas med följande exempel: 

a)	hur symboler används (t.ex. +, % , =.)
b)	överenskommen terminologi, t.ex. rektangel, heltal, rationellt tal, procent, 

division.
c) 	beskrivning av system, t.ex. koordinatsystem med origo, axlar, punkter, 

sträckor och plan.
d)	prioriteringsregler.

 
Strategier är speciella metoder för att lösa problem, t.ex. välja en eller flera opera-
tioner, rita bilder, söka mönster, göra en tabell, teckna en ekvation, gissa och pröva, 
arbeta baklänges, lösa ett liknande enklare problem. Denna studie begränsas till 
strategier som är möjliga att upptäcka för en observatör. 

 
Formler är generella matematiska samband uttryckta med siffror, bokstäver eller 
andra symboler. Exempel på formler:

a)	konjugatregeln: 
b)	formel för beräkning av rektangelns omkrets: 2(a + b) där a och b är sidorna 

i rektangeln.

5.2.4	 Definition av tillfällen till matematiklärande 

Under de olika faserna behandlar såväl lärare som elever olika specifika matematiska 
idéer. Eftersom lektionens faser förhoppningsvis innehåller tillfällen när elever har 
möjlighet att lära sig matematik kan det vara på sin plats att definiera vad begreppet 
tillfälle till matematiklärande står för i denna artikel. Enligt Svensk ordbok (1986) 
kan tillfälle ha två betydelser. Dels ”bestämd tidpunkt el. kortare tidsperiod […] 
spec. för att ange situationen e.d. i nuläget, med antydan om väntad förändring”. 
Den andra betydelsen är ”möjlighet (att göra ngt) spec. om att kunna göra ngt vid 
viss tidpunkt […]”. I denna studie kan inte elevers lärande i matematik otvetydigt 
observeras utan det går endast att beskriva de möjligheter som uppenbarar sig 
för elever att utöka sina kunskaper i matematik. I denna artikel är ett tillfälle till 
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matematiklärande ett tidsintervall då en viss specifik matematisk idé behandlas av 
lärare eller elever. 

5.2.5 	Angränsande studier

Undervisning med problemlösning 

Två forskare som har beskrivit undervisning med matematisk problemlösning är 
Schoenfeld och Jaworski vars resultat här presenteras lite närmare. I deras studier 
har icke standardmässiga uppgifter, som kan betecknas som problem, behandlats.

 Schoenfeld (1994) har redogjort för hur hans egen undervisning på collegenivå 
förändrats från 1970-talet och framåt. Från att tidigare ha fokuserat på problem 
som passat för bestämda strategier som de studerande skulle lära sig, flyttade han 
fokus från strategierna till exempelvis matematiska resonemang, bevis och under-
sökningar, där problemen snarare utgjorde startpunkter för viktiga utforskningar än 
var uppgifter som skulle slutföras. Han hade som mål att de studerande i matematik 
skulle lära sig att tänka. Schoenfeld utgick ifrån att matematik är vetenskapen om 
mönster och detta ledde honom vidare till att skapa aktiviteter som handlade om 
att söka strukturer, se samband, uttrycka mönster med symboler, gissa och pröva, 
abstrahera och generalisera etc.

 Jaworski (1994) har studerat undervisning kring problem ur ett socialkonstruk-
tivistiskt perspektiv. Som ett resultat av sin forskning har hon presenterat det hon 
kallar sin triad (se figur nedan). Denna innehåller tre faktorer som hon anser att 
lärare har att ta hänsyn till och som är avgörande för om det ska bli en bra undervis-
ning. Först ska läraren ha känsla för eleven, känna till elevens styrkor och svagheter 
för att utifrån det kunna välja en uppgift som innebär en matematisk utmaning för 
eleven. För att läraren ska lyckas få eleven att lära sig måste han eller hon också 
kunna organisera undervisningen och den miljö där lärandet ska ske, det vill säga 
ha organisatorisk förmåga. I rollen som organisatör nämns som exempel att läraren 
ska vara ordförande, utmanare, lyssnare och lärande men inte domare.
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Hiebert (2002) har beskrivit vad lärare bör tänka på vid planering av en lektion med 
problemlösning samt hur lektionsstudier kan fungera som en metod för lärare att 
utveckla sina lektioner med problemlösning.

Lektionsplanering innehåller enligt Hiebert (2002) två viktiga processer. Den ena 
processen handlar om planering, där det gäller för läraren att både åstadkomma 
en övergripande långsiktig planering och en kortsiktig detaljerad planering för 
den enskilda lektionen. Läraren ska i samband med planeringen göra klart för sig 
vilka inlärningsmålen är och även vid lämpligt tillfälle tydliggöra inlärningsmålen 
för eleverna. Den andra processen utgår från elevernas tänkande och förmodade 
lösningar. Dessa ska ligga till grund för planeringen av lektionerna. Alla mål bör 
fokusera på förändringar i elevernas begreppsförståelse och utveckling av problem-
lösningsförmågan, menar Hiebert (a.a.). 

 
Lektionsstudier ska enligt Hiebert (a.a.), inte förväxlas med lektionsplaneringar. 
Genom noggranna lektionsstudier kan läraren vara bättre förberedd på hur elever 
inledningsvis kan tänka. Detta tänkande kan sedan mötas av läraren så att eleven 
utvecklar sina kunskaper under lektionen. Enligt Hiebert ökar elevernas förståelse 
när de löser utmanande problem. För att eleverna ska få ut så mycket som möjligt av 
problemlösningen gäller det att läraren kan förutse vilka metoder eleverna använder 
och vilken styrka de olika metoderna har. Denna förmåga till förutseende ger sedan 
läraren möjligheter att välja vilka metoder som ska redovisas och vilka diskussioner 
som ska föras under lektionen så att viktiga aspekter av problemets inneboende 
matematik uppmärksammas (a.a.). 

5.2.5.1	Problemlösning på kollektiv nivå 

I en delstudie i den omfattande undersökningen Third International Mathematics 
and Science Study (TIMSS, 1997; Stiegler & Hiebert, 1999) studerades tre länders 
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matematikundervisning för 13-åringar (Tyskland, USA och Japan). Lektionerna 
ansågs vara representativa för respektive land. De var alltså inte specifikt inriktade 
på problemlösning men den japanska lektionen innehåller problemlösning. Ned-
anstående tabell visar hur forskarna sammanfattade innehållet i typiska lektioner i 
respektive land.

 

USA Japan Tyskland

Uppvärmning/Hemarbete 
Klassarbete med övningar 
på tavlan, enskilt arbete el-
ler kontroll av hemarbete
10-15 min

Huvudaktivitet 
Klassarbete som ansluter till 
tidigare aktivitet, uppstarts-
aktivitet, introduktion, 
formulera en fråga eller ett 
problem som ska lösas
10-15 min

Huvudräkning eller kort 
övning i par
5 min

Huvudaktivitet
Definitioner och terminolo-
gi, helklassövningar, lösning 
av uppgifter, praktisering av 
lösningsmodeller
10 min

Enskilt arbete 
Lösa problem med egen 
metod
10-15 min

Huvudaktivitet
Klassarbete 
Läraren tar eleverna steg 
för steg genom processen 
(lotsning)
30-35 min

Enskilt arbete
Tillämpa terminologi och 
definitioner eller praktise-
ring av lösningsmodeller
20 min

Klassarbete
Dela lösningar kollektivt 
och dra slutsatser som är 
genomarbetade utifrån en 
särskild metod, formulera 
nya problem likartade det 
ursprungliga 
10 min

Enskilt arbete
Arbeta med nya problem
10 min

Hemläxa som görs i klass-
rummet
(ibland enskilt arbete)
5-10 min

Klassarbete
Slå fast slutsatser, (genera-
liseringar), dela lösningar, 
sammanfattning vid starten 
av nästa lektion, underskrift 
av läxa
10 min

Enskilt arbete (ibland)
5-10 min

Tabell 3. (TIMSS 1997 sid. 57 och video)
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Tre tydliga faser kan skönjas; inledning, huvudaktivitet och avslutning. Innehållet i 
dessa lektioners tre olika faser skilde sig markant åt mellan USA och Tyskland å ena 
sidan och Japan å andra sidan. I USA inleddes lektionen med en kontroll av hem-
läxan, därefter gavs snabba, korta frågor och svar samt demonstrationer av metoder 
och lösningar av många likadana uppgifter, innan lektionen avslutades med en ny 
hemläxa, som kunde påbörjas direkt. I Tyskland startade lektionen med en övning i 
huvudräkning. Därpå lotsade läraren eleverna genom uppgifterna med korta frågor, 
innan eleverna (ibland) fick arbeta enskilt. I Japan däremot inleddes lektionen med 
en kort återblick på lektionen innan. Därefter fick eleverna enskilt försöka lösa (två) 
anknytande utmanande uppgifter (problem), sedan diskutera sina lösningar i par, 
innan några utvalda elevlösningar presenterades på tavlan och diskuterades i helklass. 
Lektionen avslutades med att läraren summerade lektionens huvudsakliga matema-
tiska innehåll och gav ett anknytande problem som eleverna skulle försöka lösa. I 
jämförelse mellan de tre länderna framkom det att lärarna hade skilda roller. De få 
problem som den japanska klassen behandlade var av icke-standardtyp, medan de 
två övriga klassernas många uppgifter var mer traditionella demonstrationsuppgifter. 
I den japanska klassen förväntades eleverna komma med egna förslag på lösningar 
och de fick även presentera och diskutera lösningar som ledde till ett felaktigt svar. 
Eleverna i USA och Tyskland undervisades på så sätt att de övade sig på att kopiera 
lärarens korrekta lösningssätt. Den japanska lektionen ingick i en serie lektioner. I 
den japanska lektionen ingick både en återblick på lektionen innan och en förbe-
redelse för den kommande lektionen (TIMSS 1997 video).

 Winsløw (2004) presenterade en studie där han analyserat matematikunder-
visning i Japan. Han delade in undervisningen i gemensamt klassarbete och övrigt 
klassarbete. Han delade inte in lektionen i tidsfaser och angav heller inte elevers 
olika strategier eller lösningsmetoder. Hans indelning handlade snarast om hur 
kommunikationen skedde under lektionen. I det gemensamma klassarbetet ledde 
läraren all kommunikation och det förekom tre olika typer av samtal. Läraren styrde 
också det övriga klassarbetet då elevernas frågor låg till grund för kommunikationen 
mellan lärare och elever. Winsløw presenterade de olika typerna av klassarbete på 
följande sätt:

 
1. Gemensamt klassarbete. Läraren kontrollerar all kommunikation och denna 
sker med hela klassen. Det förekommer tre olika typer av sådan kommunikation, 
läraren styr alltid och ansvarar för innehållet:

–	 Presentation av läraren. Läraren pratar och skriver på tavlan, eleverna gör 
anteckningar.
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–	 Presentation av eleverna. Eleverna skriver av läraren utvalda lösningar på 
tavlan, ofta flera samtidigt. Eleverna ger på lärarens uppmaning muntliga 
kompletteringar till de skriftliga lösningarna eller muntliga förklaringar utan 
skriftliga redovisningar. 

–	 Helklassdiskussion. Eleverna diskuterar med läraren som diskussionsledare 
och gör muntliga inlägg som en reaktion på kamraternas redovisningar. De 
elever som inte deltar i diskussionen lyssnar på kamraterna.

 
2. Övrigt klassarbete. Läraren överlåter då initiativet till samtal åt eleverna. Detta 
arbete förekommer i mitten av lektionen efter den gemensamma introduktionen 
och före den gemensamma avslutande diskussionen. Arbetet gestaltar sig på två 
olika sätt:

–	 Individuellt arbete. Eleverna löser uppgifter och läraren vandrar runt och 
hjälper dem enskilt. Eleverna tar initiativ till vad som ska diskuteras genom 
att ställa frågor.

–	 Grupparbete (i Winsløws studie inleddes detta spontant och ibland arbetade 
vissa elever vidare enskilt). Eleverna diskuterar och löser uppgifter tillsam-
mans i mindre grupper och ställer under arbetets gång frågor till läraren som 
då hjälper eleverna gruppvis. 

 Uppgifterna som behandlades under lektionen var av standardtyp men behandlades 
mer öppet. Exempel på uppgifter: x2 – 3 = 0, x2 + 6x – 1 = 0, x2 + 2x – 8 = 0. 

5.3 	 Syfte och frågeställningar
I den tidigare studien Matematiska idéer i problemet (Taflin, 2007) beskrevs 
vilka matematiska idéer lärare och elever använde sig av när de arbetade med 
ett matematiskt rikt problem och hur dessa idéer behandlades när de uppkom. 
En viktig del av undersökningen var att definiera och exemplifiera de generella 
och specifika matematiska idéer som elever och lärare arbetade med då de löste 
problemet Stenplattor. Generella matematiska idéer definierades som begrepp, 
procedurer, formler, konventioner och strategier, specifika matematiska idéer 
som de särskilda idéer som uppenbarar sig under lösandet av problemet. 
Dessa definitioner gäller även i denna artikel. Exempel på möjliga generella 
och specifika idéer presenteras och behandlas mer ingående vid den teoretiska 
genomgången av problemet. I studie tre om problemet Stenplattor var det de 
matematiska idéerna som var i fokus och som undersöktes, oberoende av när 
under lektionen de förekom. Vid analys av studien framkom det dock att idéerna 
kunde bero på hur läraren lagt upp sin lektion. Det kan därför vara av intresse 
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att närmare undersöka vilken betydelse lärarens tidsmässiga organisation av 
lektionen kan ha. 

 Syftet med nedanstående studie är att upptäcka och närmare undersöka olika 
tillfällen till matematiklärande som uppkommer medan elever löser ett rikt ma-
tematiskt problem. Tillfällena sorteras efter i vilken fas de uppkommer. Därefter 
diskuteras hur de kan ha uppkommit och vad som verkar vara typiskt för dem i 
övrigt samt lärares och elevers olika roller vid dessa tillfällen. Studien förväntas 
besvara följande frågeställningar:

 
Vilka tillfällen till matematiklärande kunde uppkomma under lektionens 
olika faser?
 
Hur kunde dessa tillfällen uppkomma och vad var typiskt för dem? 
 
Vilka roller kunde lärare och elever ha under dessa tillfällen och hur 
kunde tillfällena utnyttjas?

5.4 	 Metod
Denna studie ingår i ett mer omfattande longitudinellt forskningsprojekt, RIMA, 
Rika problem i matematikundervisningen. Fyra klasser från två skolor och deras fem 
lärare har följts under skolåren 7, 8 och 9 (en klass bytte lärare under studien, vilket 
innebar att fem lärare deltog, en manlig lärare slutade och ersattes av en nyutbildad 
manlig lärare i samma ålder). Under dessa tre år fick eleverna tillfälle att arbeta med 
totalt tio rika problem, där problemet Högstadiet, som behandlas i denna artikel, 
genomfördes under vårterminen i skolår 7. Lärarna hade informerats om begreppet 
rika problem och kände till de kriterier som är formulerade för dessa. Lärarna och 
forskarna träffades före och efter lektionerna med varje nytt problem för att utbyta 
erfarenheter av det genomförda problemet och diskutera nästa. Lärarna utformade 
självständigt sin undervisning med de rika problemen. De valde vid samtliga tillfällen 
att använda minst en normal lektion (45 min) till varje problem. Alla problemen 
valdes ut i samråd mellan forskarna och de deltagande lärarna. Lärarna hade också i 
vissa fall önskemål om att uppgifterna skulle anknyta till de moment som för tillfäl-
let var aktuella i klasserna. Studien omfattar inte vad eleverna hade arbetat med på 
matematiklektionerna före eller efter problemlösningstillfällena. De problem som 
användes i RIMA-studien är alla valda så att de ska täcka så stor del som möjligt av 
de matematiska områden som förekommer i den svenska kursplanen för grundskolan 
(se vidare de sju kriterierna ovan).
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5.4.1 	Metoder för att samla in data

De lärare som deltog i det treåriga RIMA-projektet var valda så att de represen-
terade så olika lärarbakgrund som möjligt. Tre av de fem lärarna hade erfarenhet 
som handledare för studenter. Alla fem deltog frivilligt och hade visat intresse för 
utveckling av matematikundervisning. En lärare var 60 år, tre var i 40-årsåldern 
och en lärare var ca 30 år. Det var tre män och två kvinnor med olika utbildning 
och skolerfarenheter. Av de två skolorna var en tätortsskola och en landsortsskola. 
Datainsamlingen gick till på följande vis: Lärarna intervjuades före och efter lek-
tionen. Under hela lektionen videoinspelades lärarna. De bar dessutom med sig en 
ljudbandspelare med en liten mikrofon, s.k. mygga. Eleverna intervjuades på olika 
sätt. På den ena skolan intervjuades några elever enskilt, tre flickor från en klass och 
två pojkar från den andra, både före och efter lektionen. Dessa intervjuer spelades in 
på ljudband. Problemlösningstillfället både videoinspelades och ljudbandinspelades. 
Vid den andra skolan gjordes videoinspelningar under lektionen och vid efterföljande 
intervjuer med fyra grupper av elever. Vid intervjuerna var eleverna indelade i en 
flick- och en pojkgrupp från vardera klassen, med 2-3 elever i varje intervjugrupp. 
Allt ljudmaterial från såväl lärarintervjuer som elevintervjuer transkriberades. Från 
båda skolorna samlades även elevernas skriftliga lösningar in. I denna delstudie var 
syftet att undersöka hur tillfällen till matematiklärande uppkom, tillfällen då ma-
tematiska idéer behandlades under olika faser av en lektion kring ett matematiskt 
rikt problem, vad som var typiskt för dessa tillfällen och vilka roller lärare och elever 
hade under de olika faserna. Särskilt fokus sattes på lärarens arbete. Relevanta data 
plockades ur den större studien.

Det hade också varit möjligt att sitta och anteckna under lektionerna och vid 
intervjuerna. Eftersom data samlades in för att besvara flera olika frågeställningar 
valdes audio- och videoinspelningar samt insamlade elevlösningar. Det finns på så 
sätt möjlighet att återkomma till insamlade data och även möjlighet att göra andra 
undersökningar. Det blir på detta sätt även möjlighet att senare göra individtriangu-
lering (analysen sker då av tre personer oberoende av varandra) för att få en högre 
grad av tillförlitlighet i analyserna. Genom att komplettera med elevlösningar har 
vi fått ökad förståelse för samtalen mellan lärare och elever och en bättre förklaring 
på hur eleverna har löst problemet.

 Före datainsamlingen hade vi kontakt med de båda skolornas rektorer för att 
informera och få möjlighet att genomföra studien. Vi informerade föräldrarna vid ett 
föräldramöte och såg till att de föräldrar som saknades fick information om studien 
av de lärare som medverkade. Vi skickade också hem en skriftlig information och 
förfrågan om elevernas deltagande till alla föräldrar. I de rapporter och redovisningar 
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som görs av projektet kommer inga elever eller lärare att kunna identifieras. Under 
den pågående studien fick lärarna men inte eleverna möjlighet att läsa de utskrivna 
intervjuerna med henne/honom. Lärarna har fått de första rapporterna som skrivits 
och även fått se de videofilmer som hittills har använts vid presentationer av studien. 
Eleverna har efter avslutat projekt fått se en sammanklippt video av de inspelningar 
som gjorts under de tre åren som studien pågick. 

5.4.2 	Metoder för att analysera data

I denna studie undersöks när och hur elever och lärare arbetar med matematiska 
idéer när de löser det rika problemet Högstadiet. Tillfällen till matematiklärande 
definieras som: ett tidsintervall då en viss specifik matematisk idé diskuteras av lärare 
eller elever. 

Följande insamlade data undersöktes:
•	 Lärares texter på tavlan, på stenciler och på dator, det som presenterades för 

eleverna.
•	 Lärares samtal med elever under lektionerna, inspelade på ljudband 
•	 Elevers samtal under lektionerna, inspelade på ljudband med hjälp av en mik-

rofonen fästad på läraren, som befunnit sig intill de samtalande eleverna.
•	 Elevintervjuer före och efter lektionen, inspelade på ljudband.
•	 Lärarintervjuer före lektionen och efter lektion, inspelade på ljudband.
•	 Lärarintervjuer som stimulerad återblick (stimulated recall), inspelade på 

ljudband. 
•	 Lektioner som visar lärares agerande, inspelade på videoband.
•	 Lektioner som visar elevgruppers arbete, inspelade på videoband.
•	 Efterintervjuer med elevgrupper, inspelade på videoband.
•	 Elevlösningar, redovisade på papper.
•	 Analys av två lärares lektioner, gjorda av respektive lärare, redovisade på pap-

per.

a) Med litteraturstudier som bakgrund definierades först generella och specifika 
matematiska idéer samt lektionens fyra faser. Därefter söktes och noterades 
olika typer av generella matematiska idéer i varje fas; begrepp, procedurer, kon-
ventioner, formler och strategier. Genom att söka generella matematiska idéer 
upptäcktes de specifika matematiska idéer som användes på detta bestämda 
problem. De specifika matematiska idéerna undersöktes sedan med avseende 
på hur detta tillfälle till matematiklärande uppstått och vad som i övrigt var 
karakteristiskt för detta tillfälle. Det skedde på så sätt att det transkriberade 
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materialet (allt ljudmaterial från samtliga ljudband samt från de videoinspelade 
efterintervjuerna med elevgrupper) bearbetades av en forskare självständigt för 
att upptäcka matematiska idéer och tillfällen till matematiklärande. 

 
b)	När matematiska idéer identifierats (och därmed alltså även, enligt defini-

tionen, tillfällen till matematiklärande) bearbetades samma material en gång 
till. Nu kompletterades materialet med övriga insamlade data (se ovan), i 
syfte att om möjligt finna fler exempel på idéer. Här noterades även faktorer 
som föreföll vara centrala för att de matematiska idéerna skulle tas upp och 
behandlas. Övriga två forskare granskade samma material självständigt i syfte 
att om möjligt finna ytterligare exempel på tillfällen till matematiklärande. 
Tillfällena sammanställdes efter att full enighet uppnåtts.

 
c)	För var och en av de fyra lektionsfaserna strukturerades sedan presentationen 

av analysen enligt följande punkter:
	 En beskrivning av vilket tillfället var, enligt definitionen av tillfälle till mate-

matiklärande, dvs. ett tidsintervall då en viss specifik matematisk idé behandlas 
av lärare eller elever.

	 1)	 En beskrivning av hur tillfället uppkommit och vad som var typiskt för 
		 tillfället.

	 2)	 En beskrivning av lärarnas och elevernas roller vid tillfället, vilka möjlig 
		 heter till matematiklärande som bjöds och hur tillfället utnyttjades.

d)	Slutligen gjordes en övergripande sammanfattning av tillfällen till matema-
tiklärande genom att:

	 1)	 Tillfällen till matematiklärande identifierades och de olika matematiska 
	 idéer som gav upphov till dessa tillfällen diskuterades.

	 2)	 Egenskaper som var typiska för att tillfällena till matematiklärande skulle 
	 uppstå diskuterades.

	 3)	 Möjligheter att utnyttja tillfällena till matematiklärande diskuterades 
	 liksom betydelsen av olika elev- och lärarroller i sammanhanget.

•
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5.5 	 Problemet

Högstadiet

• Exakt en tredjedel av eleverna går i 8: an. 
• Exakt 20 % av högstadieeleverna åker buss till skolan.
• Det går fler än 300 elever men färre än 400 elever på högstadiet. 
Hur många elever går det på högstadiet?

 
Lärarna formulerade om problemet så att det förekom flera variationer.

5.5.1 	Presentation av problemet

Problemet är ett exempel på en problemtyp som handlar om delbarhet och om olika 
uttryck för rationella tal. Sambandet mellan minsta gemensamma nämnare (mgn) 
och delbarhet kan diskuteras. I matematik har ordet exakt en bestämd innebörd som 
är viktig och giltig här. Problemet kan fungera som en brygga mellan olika rationella 
uttryck såsom tal i bråkform, tal i procentform och tal i decimalform. Problemet 
består av tre villkor som alla ska uppfyllas. Det är möjligt att utvidga problemet 
genom att diskutera diskreta funktioner i jämförelse med kontinuerliga funktioner, 
analysera funktionsuttrycket, eventuellt med hjälp av grafritande miniräknare. 

5.5.2 	Specifika matematiska idéer i problemet Högstadiet

Termen matematiska idéer används i detta arbete om såväl generella som specifika 
idéer. Här följer exempel på specifika matematiska idéer som är relevanta för pro-
blemet Högstadiet. 

Begrepp 

De sökta talen ska vara delbara med både 3 och 5, det vill säga 15. Lösaren måste inse 
att om det går att ta exakt en tredjedel och exakt en femtedel av eleverna så innebär 
det att antalet elever måste vara delbart med både 3 och 5. Det förenklar antagligen 
om man kan omvandla 20 % till . Den matematiska idén handlar om delbarhet 
inom området talteori som hör till aritmetik/algebra. Problemet kan fungera som en 
brygga mellan olika uttryck för rationella tal i bråkform, tal i procentform och tal i 
decimalform. I detta exempel kan förståelse för begreppet rationellt tal exempelvis 
innebära att man inser att ett procentuttryck kan omvandlas till ett bråkuttryck. 

Procedurer 

Beroende på den lösningsstrategi som väljs kan olika procedurer förekomma. Om 
man väljer att sätta upp en tabell så kan det vara en procedur att fylla i tabellen och 
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att addera 15 till varje nytt tal. För att beräkna 1/3 eller 20 % kan såväl multiplika-
tion som division tillämpas. I detta exempel kan en procedur vara att utföra division 
med 3 och 5 (eller 15) och att fylla i en tabell. Allt som man redan kan och utför 
med viss automatik genomförs som en procedur.

Konventioner 

Ordet exakt som det används i matematik är en matematisk konvention. Matematiska 
symboler såsom siffror, bokstäver, likhetstecken och olikhetstecken kan användas på 
detta problem. Hur man tecknar ett uttryck som ska beräknas är också ett exempel 
på en vedertagen konvention. Hur man formulerar och presenterar ett problem kan 
också det betraktas som en matematisk konvention.

Strategier 

Rita en bild

Eftersom exakt en tredjedel går i 8:an kan man markera var tredje elev.
Eftersom 20 % åker buss kan man markera också dessa:
20 % = 20/100 = , vilket innebär att man kan markera var femte elev.

 
 
 

Om man räknar antalet elever från början till pilarna så är det 15 st respektive 30 
st. Mönstret upprepas. Detta innebär, att det är 15 st elever mellan varje nytt antal 
elever som går att dela både med 3 och med 5.

Gissa och prova

Alternativ 1:
Jag gissar att det kan finnas 301 elever.
Men 301/3 går inte jämnt ut, så det går 
inte med 301.
Antalet måste vara jämnt delbart med 3.
… Upprepade nya gissningar tills det blir 
rätt.
Jag gissar att det kan finnas 315 elever.
315/3 = 105 går jämnt ut.
20 % av 315 = 315/5 = 63
alt. 0,20 multiplicerat med 315.
Går bra! Det kan vara 315 elever på sko-
lan!

Alternativ 2:
Jag gissar att 101 elever går i 8: an.
3 . 101 = 303. 
303/5 = 60,6 alt. 0,20 . 303 = 60,6. Går inte, 
antalet måste vara jämnt delbart med 5.
…Upprepade nya gissningar tills det blir 
rätt. 
Jag gissar att 120 elever går i 8: an.
3 . 120 = 360. 
360/5 = 72 alt. 0,20 . 360 = 72. Går bra, 
antalet går att dela jämnt med 5.
Går bra! Det kan vara 360 elever på sko-
lan.

•
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Göra en tabell

Undersöka vilka antal som ger heltal (hela elever):
Antal 1/3 av antalet 20 % av antalet Kommentar

301 går inte går inte går inte

302 går inte går inte går inte

303 101 går går inte går delvis

304 går inte går inte går inte

305 går inte 61 går går delvis

Insikt: Antalet måste vara delbart med både 
3 och 5, dvs. 15.

315 105 63 går bra

330 110 66 går bra

345 115 69 går bra

360 120 72 går bra

375 125 75 går bra

390 130 78 går bra

osv. eller stopp, om det ska vara färre än 400 
elever

Formler 

Det resultat som beskriver samtliga lösningar kan tecknas som ett generellt ut-
tryck, en formel, (300 + 15n), där n är ett godtyckligt positivt heltal, 0 < 15 n < 
100 alternativt 

0 < n < 7. I det fall där ingen övre gräns för antalet elever sätts gäller givetvis att 
(300 + 15n), där n är ett godtyckligt positivt heltal.
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5.5.3 	Representationsformer i lösningar 

Konkret lösning
Problemet kan lösas genom användning 
av konkret material t.ex. tändstickor. 
Eftersom det ska gå att ta 20 % av måste 
det gå att dela jämnt med 5. Dela nu upp 
stickorna i 3-högar och 5-högar. Sök ett 
minsta antal som går att dela upp i både 
3- och 5-högar utan rest. Man kommer 
fram till antalet 15. Låt nu en tändsticka 
istället symbolisera 15 elever. 20 tänd-
stickor motsvarar då 300 elever. Hur 
många 15-grupper (tändstickor) kan vi nu 
addera till de 300 eleverna innan vi når 
400 elever eller mer? Varje sådan grupp 
eller sticka symboliserar en lösning.

Logisk/språklig lösning
Eftersom det ska gå att ta 20 % av antalet 
måste det gå att dela jämnt med 5. Och 
eftersom det dessutom ska gå att dela med 
3 måste det gå att dela med både 5 och 3 
samtidigt, dvs. det måste gå att dela med 
15. 300 är delbart med 15. Nästa möjlig-
het är 315. Osv.

Algebraisk lösning
Gissa och prova. 
Teckna en ekvation:
Eftersom antalet är delbart med både 5 
och 3 är det delbart med 15. 
Antag att det går att göra x grupper om 15 
elever. Då gäller:
300< 15x < 400 där x tillhör Z+.
x = [21, 22, 23, 24, 25, 26] 

Grafisk lösning
Rita en bild och göra en tabell.

5.6 	 Lokal analys av tillfällen 
Resultaten är ordnade i faser från början till slutet av lektionen. I de fyra faserna 
redovisas först exempel på tillfällen till matematiklärande som uppkom i den aktu-
ella fasen. Tillfällena markeras i texten med T1, T2, osv. efter exemplen. Därefter 
besvaras forskningsfrågorna genom att tillfällena beskrivs och det redogörs för hur 
de har uppkommit och vad som var typiskt för dem. Dessutom beskrivs de roller 
som elever och lärare verkade ha under dessa tillfällen. 

5.6.1 	Introduktionsfasen

Introduktionsfas

Läraren introducerar problemet. Fas 1 är slut när eleverna har uppfattat problemet, 
dvs. har uppnått problemförståelse.

•
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Problemets formulering och presentation

Lärarna formulerade och presenterade problemet lite olika och detta kunde ha haft 
en viss inverkan på elevernas matematiklärande. 

Exempel A

Klassen arbetade i små grupper om två till tre elever vid datorer där problemet 
gick att hitta via skolans hemsida. Eleverna kunde även finna upplysningar och 
övningsuppgifter under länkarna Bråk och Procent. Så här presenterades problemet 
på datorskärmen:

Bråk på skolan och på bussen!

• På en 7-9 skola går exakt en tredjedel av eleverna i åk 7
• Exakt tjugo procent av eleverna åker buss
• Skolan har fler än 300 elever
• Hur många elever går det på skolan? Finns det mer än ett svar?
Var noga med att skriva ned hur ni tänker även om ni inte är säker på att ni har 
rätt! Om ni kör fast kan ni använda er av tipsen i högra spalten!

Detta möttes eleverna av under rubrikerna Bråk respektive Procent:

Sidor under rubriken Bråk respektive under rubriken Bråk, Övning, Svar.
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Sidor under rubriken Procent respektive under rubriken Procent, Övning, Svar.
 
Läraren inledde problemtexten med en vitsig rubrik som kunde ge eleverna en 
vink om vilken matematik problemet handlade om. Orden bråk och procent som 
läraren valt att lyfta fram i samband med problemtexten står för olika matematiska 
begrepp T1. Eleverna utforskade vad som fanns bakom de två länkarna Bråk och 
Procent och i samband med det kunde de få upplysningar om olika matematiska 
begrepp och träna på olika procedurer. De begrepp som behandlades var tal och 
då särskilt rationella tal som presenterades i olika uttrycksformer. De procedurer 
som eleverna hade möjlighet att öva på var multiplikation och division med tal i 
bråkform och tal i procentform, tio uppgifter av typen ”Hur mycket är fyra fem-
tedelar av 45”? och tio uppgifter av typen ”Hur mycket är 50 procent av 50?” En 
elev upptäckte fel i facit till övningsuppgifterna och upplyste läraren om detta T2. 
När det gäller problemtexten valde läraren att inte skriva en tredjedel respektive tjugo 
procent med siffror men däremot uttrycken en 7- 9 skola, åk 7 och 300 elever, där 
de ingående talen representerades av siffror. Genom detta förfarande kunde läraren 
få möjligheter att undersöka elevernas förståelse för begreppet tal och då särskilt 
begreppet rationellt tal. Kanske ville läraren även förmå eleverna att på egen hand 
skriva de nämnda rationella talen som var skrivna med bokstäver som tal uttryckta 
med siffror och andra matematiska symboler som bråkstreck och procenttecken. 
Sättet att skriva rationella tal med matematiska tecken och symboler är exempel på 
konventioner T3 .

•
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Kommentar: I problemtexten hade läraren satt en punkt framför varje villkor och 
dessutom en gemensam punkt framför de två frågorna. Lärarens sätt att använda 
punkterna kunde ha haft betydelse för elevernas tillfälle till matematiklärande. De 
tre första punkterna markerade villkoren. Den fjärde punkten markerade istället 
huvudfrågan och en ledande fråga som läraren lagt till. I och med att läraren hade 
satt en punkt även framför frågorna kunde den sista frågan ha uppfattats som ännu 
ett villkor, att problemet skulle ha flera rätta svar. 

 
Analys: 

T1 
1) De matematiska begrepp som återfanns här var uttrycken bråk och procent. 
2) Tillfället uppstod då läraren presenterade problemet för eleverna. Typiskt för 
tillfället var att läraren genom att använda orden bråk och procent ledde eleverna 
in på dessa två begrepp. 
3) Den roll läraren tog vid detta tillfälle var att formulera problemet på ett sådant 
sätt att eleverna skulle få en vink om vilken matematik som problemet behandlade. 
Elevens roll vid detta tillfälle kunde vara att associera orden bråk och procent med 
motsvarande matematiska begrepp. 
Kommentar: Lärarens roll kunde också vara att svara på frågor om de matematiska 
idéer som förekom. Om eleven inte ansåg sig ha tillräckliga kunskaper om dessa 
kunde hans eller hennes roll även vara att fråga lärare eller kamrater och på så sätt 
skapa möjligheter att utöka sina kunskaper. Eleven kunde också få rollen som re-
surs för sina kamrater i deras matematiklärande. Denna kommentar gäller för alla 
tillfällen til matematiklärande i detta avsnitt. Exempel på sådana samtal återfinns i 
avsnitt 6.1.2 Lektionssamtal.

 
T2 
1) De begrepp som återfanns här var olika rationella tal skrivna i bråkform, pro-
centform och decimalform samt uttryck som bråktal, procent, procenttal, decimalt 
tal, täljare och nämnare. Även konventioner i form av symboler som siffror, deci-
malkomma, bråkstreck, procenttecken och likhetstecken förekom. Procedurer som 
övningarna innehöll var division och multiplikation med tal i bråkform respektive 
med tal i procentform, tio uppgifter av typen ”Hur mycket är fyra femtedelar av 
45”? och tio uppgifter av typen ”Hur mycket är 50 procent av 50?”. 
2) Tillfälle till matematiklärande uppstod genom att läraren skapade länkarna och 
kopplade dem till sidan med problemtexten. Typiskt för tillfället var att eleverna 
gavs möjligheter att sätta sig in i begreppet rationella tal i olika uttrycksformer och 
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uppmanades att öva procedurerna multiplikation och division med rationella tal. 
3) Lärarens roll var att anvisa eleverna länkarna, särskilt de elever som visade bris-
tande kunskaper om rationella tal. Elevernas roll var här att sätta sig in i begreppen, 
procedurerna och konventionerna och att utföra de uppgifter som läraren konstruerat 
och själva kontrollera sina lösningar med hjälp av facit. 
Kommentar: En omvandling från tal i procentform över tal i bråkform till tal i 
decimalform visades. I övningsdelen uttrycktes talen i bråkform alltid i text, alltså 
inte med siffror och bråkstreck, och procenttalen uttrycktes alltid med heltal och 
ordet procent. De rationella talen illustrerades även med hjälp av bild, i form av en 
cirkel uppdelad i sektorer i olika färg. Utmanande frågor utan svar kopplades till 
dessa bilder, som till exempel ”Om hela området är 300, hur många är det röda? 
Det blåa?” respektive ”Om 50% är 20, Hur mycket är det hela”? Procent förklara-
des: ”Procent betyder en hundradel.”. Begreppen täljare och nämnare förklarades: 
”Täljare, talar om hur många delar”, ”Nämnare, talar om hur många delar som är en 
hel.”. Man kan tänka sig att läraren här ville att eleverna skulle få möjligheter att ta 
del av en del faktakunskaper om rationella tal, få en upplevelse av vad ett rationellt 
tal kan stå för och få något att fundera på och kunna testa sina kunskaper om och 
beräkningar med rationella tal. 

 
T3 
1) Problemtexten innehöll såväl begreppen en tredjedel och tjugo procent, där de 
ingående talen skrevs med bokstäver, som uttrycken en 7 - 9 skola, åk 7 och 300 
elever, där de ingående talen skrevs med siffror, matematiska symboler och kon-
ventioner.
2) Tillfälle till matematiklärande uppstod genom att läraren valde att formulera 
problemet så att vissa tal skrevs med bokstäver, medan andra tal skrevs med siffror. 
Typiskt för tillfället var att eleverna gavs möjligheter att tolka och översätta bok-
stavsuttryckta tal till tal skrivna med siffror och andra matematiska symboler som 
bråkstreck och procenttecken. 
3) Lärarens roll var att formulera problemet så att det blev möjligt att undersöka 
elevernas förståelse för begreppet tal och då särskilt begreppet rationella tal i olika 
uttrycksformer. Elevernas roll var att tolka de bokstavsuttryckta rationella talen och 
skriva om dem till tal uttryckta med siffror och andra matematiska symboler som 
bråkstreck och procenttecken. 
Kommentar: Min erfarenhet är att elever ibland söker efter tal uttryckta med siffror 
i matematikuppgifter, okritiskt och så snabbt som möjligt försöker de sedan använda 
sig av dem för att lösa uppgiften. Läraren hade här valt att otraditionellt formulera 

•
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problemet så att vissa viktiga tal skrevs med bokstäver medan andra skrevs med 
siffror. De sistnämnda var med ett enda undantag, talet 300, oviktiga matematiskt 
sett. Detta innebar att eleverna när de läste problemtexten måste ta ställning till 
vilka av alla dessa ingående tal som var betydelsefulla för problemets lösning och i 
detta tankearbete kunna bortse från talens uttrycksform. 

Exempel B

Läraren inledde kort och anknöt då till de ”bråkstakar” som eleverna tillverkat under 
en tidigare lektion. Därefter nämnde hon några ord om problemet och anknöt till 
elevernas egen vardag med bussåkande. Eleverna uppmanades att först tänka på 
egen hand och när de hade kommit en bit på väg kunde de få diskutera i de mindre 
grupper de satt i (data från video). Därefter delades stenciler med problemtexten 
ut till varje elev. 

Du får veta några saker om ett 
högstadium:

1. Exakt en tredjedel av  
eleverna går i årskurs 7.
2. Exakt 20 % av eleverna 
kommer till skolan med buss 
nummer 60.
3. Högstadiet har fler än  
300 elever. 

 Hur många elever kan det  
finnas i högstadiet?
 
OBS! Det är viktigt att du 
skriver ner allt du kommit på, 
fastän du är osäker på om du 
fått fram det riktiga svaret!

Så här såg stencilen ut.



194

Lärarens inledning med ”bråkstakar” kan ha fått eleverna att associera till en 
tidigare lektion, där tal i bråkform behandlats. På så sätt kan de ha fått en vink 
om vilken matematik problemet handlade om. Termen bråk som läraren använde 
i samband med benämningen ”bråkstake” står för ett matematiskt begrepp. [Anm. 
”Bråkstake” är den lite skämtsamma benämningen på en översiktsbild där olika 
stambråk jämförs storleksmässigt.] T4. Ordet ”exakt” inledde de två första mening-
arna och därmed gavs en tydlig anvisning till eleverna att det inte gick an att svara 
med ungefärliga värden. Denna terminologi kan betraktas som en konvention T5. 
Läraren hade här skrivit 20 % med siffror och procentsymbol och skrivit talen 7, 
60 och 300 med siffror. Detta är exempel på konventioner. Däremot var inte en 
tredjedel skrivet med matematiska symboler (siffror och bråkstreck). Läraren kunde 
i och med detta undersöka om eleverna kunde tolka och översätta bokstavsuttrycket 
till ett uttryck med siffror och bråkstreck, det vill säga om eleverna kunde använda 
sig av matematiska konventioner T6.
Kommentar: De tre villkoren fokuserades genom att läraren numrerat dem och 
skrivit dem under varandra. 

 
Analys: 

T4 
1) Bråk som nämndes i samband med uttrycket ”bråkstake” är ett begrepp. 
2) Detta tillfälle uppkom när läraren muntligt beskrev vad eleverna skulle arbeta med. 
Typiskt för tillfället var att läraren genom att påminna eleverna om ”bråkstakarna”, 
ett konkret hjälpmedel som de nyligen använt under en lektion, fick eleverna att 
associera till begreppet rationella tal i bråkform. 
3) Lärarens roll var att presentera problemet muntligt på ett sådant sätt att det skulle 
ge eleverna en vink om vilken matematik som problemet berörde. Elevens roll vid 
detta tillfälle var att associera ordet bråk med motsvarande matematiska begrepp. 
 
T5 
1) Termen ”exakt” användes för att tydliggöra att svaret skulle vara ett heltal. Inne-
börden av termen ”exakt” är en matematisk konvention. 
2) Tillfället uppkom eftersom problemtexten innehöll ordet ”exakt” och läraren 
dessutom hade valt att lyfta fram uttrycket genom att låta det komma först i vill-
korssatserna. 
3) Lärarens roll var att få eleverna att fokusera på ordet ”exakt”. Elevens roll var att 
tolka och förstå innebörden av termen. 

•
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 T6 
1) Problemtexten innehöll uttrycken 20 %, 7, 60 och 300 och en tredjedel, dvs. 
olika tal skrivna med matematiska symboler eller bokstäver. Detta är exempel på 
begreppet rationella tal och det är också exempel på hur dessa tal betecknas dvs. 
konventioner. 
2) Tillfället uppstod då läraren valde att använda just dessa uttryck i problemtexten. 
Typiskt för tillfället var att rationella tal förekom i olika former. 
3) Lärarens roll var att formulera sig så att eleverna fick se olika exempel på ratio-
nella tal och hur de kan betecknas. Elevens roll var att tolka och förstå innebörden 
av de olika uttrycken. 
Kommentar: I problemtexten hade läraren tydligt markerat de tre villkoren genom 
att numrera dem 1, 2 och 3 och skriva dem på var sin indragen rad. Lärarens val 
att på detta sätt lyfta fram och poängtera de tre villkoren kan ha haft betydelse för 
elevernas tillfälle till matematiklärande. Eleverna kunde på detta sätt ha känt sig 
manade att fördjupa sig i vad de tre villkoren innebar matematiskt.

Exempel C och D

Här behandlas exemplen C och D gemensamt, eftersom de påminde så starkt om 
varandra. 

 I exempel C skrev läraren ner problemet på tavlan, läste sedan texten högt och 
ställde frågan Hur många elever går det på högstadiet? Muntligt, innan hon förvis-
sade sig om att alla uppfattat problemet (data från video). Ingen stencil delades ut. 
Följande text återfanns på tavlan:

 
			   Högstadiet
•	 Exakt en tredjedel av eleverna går i 8.an.
•	 Exakt 20 % av eleverna åker buss 704
•	 Det går mer än 300 elever men mindre än 400 på högstadiet.
 

I exempel D fick eleverna var sin stencil med villkor och frågeställning, exakt samma 
text som i exempel C ovan men med frågan Hur många elever går det på högstadiet? 
utskriven. Inget skrevs på tavlan. Läraren läste istället texten högt och förtydligade 
den: ”Ni ska få tre ledtrådar. Vi vet att exakt en tredjedel går i årskurs åtta, exakt 
tjugo procent av eleverna åker buss sjuhundrafyra, vi vet att högstadiet har mer än 
trehundra men mindre än fyrahundra elever. Hur många elever går det på högsta-
diet?” (data från video).
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 Båda dessa lärare lyfte fram villkoren genom att punkta ner dem och skriva dem 
under varandra. Ordet exakt inledde de första meningarna och därmed framhöll 
lärarna den matematiska betydelsen av detta ord T7. De valde att skriva 20% med 
siffror och procenttecken och att skriva talen 8, 704, 300 och 400 med siffror. Talet 
en tredjedel skrevs däremot ut med bokstäver T8. Dessa två lärare lade dessutom in 
en övre gräns för antalet elever. Problemtexten angav intervallet mer än 300 elever 
men mindre än 400 T9 .

Analys:  

T7 och T8 är i stort sett identiska med T5 och T6 ovan.
 

T9 
1) Problemtexten innehöll uttrycket mer än 300 elever men mindre än 400. Detta 
är ett angivande av ett intervall, som är ett begrepp och en konvention. Innebörden 
i uttrycken mer än och mindre än är konventioner. 
2) Tillfället skapades genom att lärarna i problemtexten avgränsade antalet skolelever 
till ett bestämt intervall. Typiskt för tillfället var att angivandet av intervallet angavs 
med uttrycken mer än 300 och mindre än 400. 
3) Lärarnas roll var här att formulera sig så att deras elever fick tolka ett uttryck 
för ett avgränsat intervall. Elevernas roll var att tolka och förstå den matematiska 
innebörden av detta uttryck. 
Kommentar: I problemtexten hade lärarna tydligt markerat de tre villkoren genom 
att sätta tecknet * framför varje villkor i stället för siffror (se kommentar till Exempel 
B ovan). Lärarens val att på detta sätt lyfta fram och poängtera de tre villkoren kan 
ha haft betydelse för elevernas tillfälle till matematiklärande. Eleverna kunde på detta 
sätt ha känt sig manade att fördjupa sig i vad de tre villkoren innebar matematiskt. 
Angivelsen av ett intervall, mer än 300 elever men mindre än 400, förde med sig att 
problemet fick ett begränsat antal korrekt lösningar och att eleverna kunde använda 
sig av strategin ”gissa och prova” på ett begränsat antal värden. 

•
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Lektionssamtal

När eleverna hade fått problemet presenterat för sig var de ibland i behov av att 
få ett och annat utrett innan de kunde lösa problemet. Här följer exempel ur två 
lektionssamtal mellan en lärare och hans elever medan eleverna tolkar problemet: 

 
Lärare: 	 […] Vi får veta lite saker om det här högstadiet. Vi får veta att på det 

här högstadiet så är det exakt en tredjedel av eleverna som går i åttan. 
Elev: 	 Och en tredjedel i sjuan och en i nian.
Lärare: 	 Fast det vet vi inget om. Exakt en tredjedel.
Elev: 	 Om man inte vet om man inte kan det där då?
Lärare: 	 Du har inte försökt än [...] Förstår ni ordet exakt? 
Elev: 	 Ja, Nej!
Lärare: 	 Exakt en tredjedel, precis en tredjedel av eleverna går i åttan. Sen får vi 

veta en sak till, att exakt tjugo procent av eleverna på hela skolan åker 
buss. 

Elev:	 Tjugo procent.
 

Lärare och elev tolkade här betydelsen av en tredjedel gick i åttan lite olika. Läraren 
visade att även om en tredjedel av eleverna gick i skolår 8 behövde inte resten av 
eleverna fördelas lika mellan skolår 7 och 9 T10. Läraren betonade och förklarade 
uttrycket exakt en tredjedel T11.

Analys:

T10 
1) En tredjedel är en referent för ett begrepp. En tredjedel är även en representant 
för det mer omfattande begreppet rationellt tal. 
2) Tillfället uppkom när eleven drog slutsatsen att om en tredjedel går i åttan, så går 
en tredjedel i sjuan och en tredjedel i nian. Genom sitt svar ”Fast det vet vi inget 
om” klargjorde läraren indirekt för eleven att en tredjedel av något inte innebär att 
resten av det hela nödvändigtvis behöver delas in i tredjedelar. Typiskt för tillfället 
var att det var ett samtal som utgick från elevens felaktiga påstående och handlade 
om begreppet en tredjedel. 
3) Lärarens roll var att utifrån elevens påstående säga emot och därmed försöka 
justera elevens felaktiga uppfattning om begreppet en tredjedel. Elevens roll var att 
lite prövande avslöja för läraren sin uppfattning av begreppet en tredjedel och efter 
lärarens respons korrigera sin uppfattning till en mer korrekt.
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T11 
1) Innebörden av termen ”exakt” är en matematisk konvention. 
2) Tillfället uppkom när läraren betonade och förklarade ordet ”exakt”: ”Exakt en 
tredjedel, precis en tredjedel.” Typiskt för tillfället var att läraren på eget initiativ 
lyfte fram och förklarade ordet. 
3) Lärarens roll var att välja ut och förklara den för problemet viktiga termen ”exakt”. 
Elevens roll var att tolka och förstå den matematiska innebörden av termen ”exakt” 
och att inse att detta hade betydelse för problemets lösning. 

5.6.2	 Idéfasen

Idéfas med lösningsutkast

Eleverna försöker under denna fas lösa problemet, enskilt eller tillsammans med 
kamrater, ibland med viss hjälp av läraren. I denna fas famlar eleverna och provar 
olika matematiska idéer. Läraren vandrar runt bland eleverna och stimulerar till 
problemlösning. Fas 2 är slut när eleverna har funnit (minst) en specifik mate-
matisk idé som de kan arbeta vidare med. 

Tillfällen som uppkom på grund av lösningsidéer

Här följer några exempel på hur matematiska idéer behandlades under idéfasen, där 
samtliga data är hämtade från inspelade lektionssamtal mellan lärare och elever:

	
Lärare: 	 Vad har ni gjort?
Elev: 	 […]en tredjedel gick i åttan så vi tog 350 delat på 0,33, det vart 1060.

 
Eleverna arbetade med tolkning av begreppet en tredjedel T1. De utförde proceduren 
division med 0,33, istället för att dividera med 3 T2. 

Analys:

T1 
1) Här behandlades begreppet en tredjedel som eleverna tolkat som att de skulle 
dividera med 0,33. 
2) Det typiska för detta tillfälle var att tolka texten i problemet och förstå vad som 
skulle beräknas. Tillfället uppkom eftersom problemet var formulerat så att eleverna 
var tvungna att tolka vad en tredjedel innebar i detta fall och vilken strategi de skulle 
välja utifrån detta. 
3) Lärarens roll var att ta reda på om och hur eleven uppfattat en tredjedel. Elevens 
roll var att tolka texten för att sedan välja strategi. Det är nödvändigt att eleven 

•
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förstår vad det frågas efter innan det är möjligt att arbeta vidare, i detta fall att förstå 
begreppet en tredjedel och välja en division som strategi och operation.

T2 
1) Eleverna genomförde proceduren att dividera med 0,33. 2) Tillfället uppstod 
som ett resultat av att problemet var formulerat med texten en tredjedel skrivet med 
bokstäver och hur eleverna tolkat detta. Här hade de tolkat det som att de skulle 
dividera med 0,33. 3) Lärarens roll var att ta reda på hur eleverna tolkat en tredjedel 
och vad de sedan avsåg att göra för att lösa problemet. Elevernas roll var att tolka 
problemet och välja strategi, i detta fall proceduren att dividera.

 
Lärare: 	 Jaha. Jag tror ni kommit lite tokigt… ifall ni tänkte en tredjedel. Jag tror 

jag förstår hur ni tänkte, en tredjedel, det är inte säkert att det är åtta 
klasser av varje årskurs på den här skolan, men om vi backar lite så här, 
350 var liksom ett förslag på hur många det gick på den skolan, men 
en tredjedel då utav 350 hur ska man räkna ut det?

Elev: 	 350 delat i 0,33, en tredjedel. 
 

Eleven arbetade med strategin ”gissa och prova” genom att ta reda på vad en tredjedel 
av 350 var T3. Därefter utfördes proceduren division T4. Eleven saknade förståelse 
för begreppet en tredjedel.

Analys:

T3 
1) Strategin ”gissa och prova” behandlades vid detta tillfälle. Läraren eller eleverna 
hade valt ett tal mitt i intervallet mellan 300 och 400 och undersökt en tredjedel 
av 350. 
2) Typiskt för detta tillfälle var att eleverna måste ha förståelse för vad en tredjedel 
är innan de kan välja strategi. Strategin att ”gissa och prova” innefattar både val av 
ett lämpligt tal och val av operation (procedur). Här är det proceduren att dividera 
med 3. 
3) Lärarens roll var att hjälpa eleverna att tolka problemet för att utifrån tolkningen 
välja strategi. Elevernas roll var att tolka problemet och välja strategi. Detta tillfälle 
utnyttjades av läraren för att få veta hur eleverna tolkat problemet genom att låta 
eleverna berätta vilken strategi de valt.
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T4 Samma som T2 ovan.

Lärare: 	 Nej, okej säger så här, vi tar ett enklare exempel. Jag har en jättestor tårta 
och den kostar trehundrafemti spänn, hur mycket kostar en tredjedels 
tårta? Hur ska man räkna då? 

 
Läraren ger eleverna ett liknande problem, en tårta som strategi för att eleverna ska 
kunna associera till en bild av en cirkel eller rektangel att dela i tre delar i stället för 
att enbart dela trehundrafemti kronor i tre delar T5. 

Analys:

T5 
1) Vid detta tillfälle behandlades olika sätt att ta reda på en tredjedel genom att 
välja olika strategier. 
2) Den strategi som eleverna hade använt var att (felaktigt) beräkna en tredjedel 
av 350. Läraren gav dem då ett liknande exempel, att de istället skulle tänka sig en 
tårta som kostade 350 kr och ta en tredjedel av tårtan och räkna ut vad den skulle 
kosta. Genom att föreslå en tårta kunde eleverna få en geometrisk bild, läraren gav 
på detta sätt eleverna en tydligare bild av hur stor en tredjedel är. En cirkel uppdelad 
i cirkelsektorer är ett vanligt sätt att illustrera bråket en tredjedel. Genom att tänka 
sig att ta en tredjedel av kostnaden 350 kr för en hel tårta fick eleverna möjlighet 
att koppla till sina vardagserfarenheter. 
3) Lärarens roll var att ta reda på vilken strategi eleverna valt, syna den i sömmarna 
och eventuellt komma med ett annat förslag om elevernas egen strategi inte visat 
sig hållbar. Elevens roll var att tolka problemet och välja en lämplig strategi. 

 
Elev: 	 Man delar det på tre!
Lärare: 	 Vad gjorde ni här? Ni delade på 0,33, ni delade på en tredjedel?
Elev: 	 350 delat i 3 120 […] 120 gånger 3 är 360 
Lärare: 	 Det verkar ju stämma med det, men nu gick ni till 360 i stället för 350. 

Men om ni tar 350 delat på 3 vad blir det?
Elev: 	 Det var 120 […] 116, 666
Lärare: 	 350 delat i 3, var det ett bra svar, att det går 116,666?
Elev: 	 Nej men det är fel. (Eleven har insett att svaret ska vara ett heltal.)
Lärare: 	 Nu lämnar jag er för nu har ni fått något att tänka på här. Ni har en bra 

start här, tycker jag.
 

•
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Eleven genomför proceduren division av 350 med 3 T6. Eleven har insett att svaret 
ska vara ett heltal och har visat förståelse för begreppet heltal till kan skilja heltal 
från tal som inte är heltal T7. 

Analys:

T6 
1) Här behandlades proceduren division och särskilt division med 3. 
2) Typiskt för detta tillfälle var att läraren skapade tillfället genom att eleverna fick 
beskriva hur de överfört begreppet en tredjedel till proceduren ”delar det på tre”. 
Läraren frågade om de delar med 0,33 eller med en tredjedel. 
3) Lärarens roll var att ställa frågor som innebar att eleven förklarade sitt val av 
procedur. Elevens roll var att kritiskt syna sina tidigare beräkningar och ändra sin 
felaktiga uppfattning till en korrekt.

T7 
1) Här behandlades begreppet heltal i förhållande till tal som inte är heltal. 
2) Typiskt för detta tillfälle var att läraren ställde en utmanande fråga som inte ledde 
fram till en korrekt lösning av problemet. Tillfället uppstod när läraren frågade vad 
350 delat på 3 blir, och eleven fick fram ett svar som inte var ett heltal. 
3) Lärarens roll var att ställa den utmanande frågan. Elevens roll var att besvara 
frågan och genom svaret inse att 350 dividerat med 3 inte ger ett heltal och därför 
inte passar som svar eftersom antalet elever måste vara ett heltal. Elevens roll var även 
att i nästa skede inse att endast tal delbara med 3 ger heltal vid division med 3.

5.6.3	 Lösningsfasen 

Lösningsfas

Eleverna löser nu en del av eller hela problemet och diskuterar sin lösning med 
en eller flera kamrater eller med läraren. I denna fas prövas rimlighet och hypo-
tes. Eleverna jämför lösningar med varandra och försöker komma överens om 
en gemensam lösning eller flera alternativa lösningar. Fas 3 är slut när eleverna 
anser sig ha löst problemet.
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Tillfällen som uppkom på grund av lösningsförslag

Här följer några exempel på matematiska idéer som behandlades i lösningsfasen:
 

	 (Lektionssamtal. Uppgiften var här inte begränsad till mellan 300 och 
400 elever.)

Elev: 	 840 
Lärare: 	 840, går det att dela på 3?
Elev: 	 Det gör det säkert […] 870 går också att dela på 3
Lärare: 	 Vad sa du nu…, 840 gick det att dela med det… 615 har ni kollat dom 

emellan…630, 645 prova med det […] vad tyder det på?
Elev: 	 Det finns ju massor med svar.
Lärare: 	 Vad ser ni för mönster?
Elev: 	 Det ska i alla fall gå att dela på både 3 och 5.

 
En elev i en elevgrupp gav flera exempel på olika möjliga lösningar av problemet. 
Läraren uppmanade eleverna i gruppen att kontrollera om talen ifråga går att dela 
på 3. T1 Läraren gav exempel på tal som låg mellan elevernas förslag på lösningar 
T2. En elev påstod att det finns massor av svar. Läraren uppmanade då eleverna att 
söka efter ett mönster. Eleven svarade att antalet i alla fall skulle vara delbart med 
både 3 och 5 T3.

Analys:

T1 
1) Här redovisade en elevgrupp exempel på olika heltal (begrepp) som de tyckte 
passade in. Läraren uppmanade dem att undersöka om talen ifråga var delbara med 
3 (delbarhet är ett begrepp). 
2) Typiskt för tillfället var att elevgruppen redovisade flera tänkbara svar för läraren 
och läraren uppmanade dem att kontrollera om dessa tal var delbara med 3. Tillfället 
uppkom när elevgruppen redovisade för läraren vad de dittills kommit fram till. 
3) Lärarens roll var att lyssna på eleverna och sätta sig in i vilka svar dessa hittills 
ansåg vara möjliga och att ställa en fråga som ledde till att eleverna insåg att talen 
skulle vara delbara med 3 och till att de kontrollerade sina lösningsförslag. Elevens 
roll var att redovisa vad de hittills kommit fram till samt att inse att talen måste 
vara delbara med 3.

•
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T2 
Läraren gav här exempel på tal som låg mellan elevernas förslag på lösningar, 630, 
645 (heltal är begrepp). 
2) Typiskt för tillfället var att läraren insåg att eleverna hade hoppat över tänkbara 
svar och att läraren uppmanade dem att undersöka tal emellan de tal de kommit 
fram till. Tillfället uppkom när läraren tog del av de förslag till lösningar eleverna 
dittills kommit fram till. 
3) Lärarens roll var här att kritiskt granska elevernas lösningsförslag och att förmå 
eleverna att undersöka noggrannare. Elevernas roll var dels att redovisa det de kom-
mit fram till, dels att undersöka flera tal mellan de fungerande tal de redan hade 
funnit.

T3 
1) En elev påstod här att det fanns massor av svar och läraren uppmanade då elev-
erna att söka efter ett mönster (mönster kan ses som ett begrepp). En elev svarade 
att antalet i alla fall skulle vara delbart med både 3 och 5 (elevens uttalande är ett 
uttryck för en funnen regel/formel). 
2) Typiskt för tillfället var att en elev påstod att det fanns massor av svar och att 
läraren kontrade med en uppmaning till elevgruppen att söka efter ett mönster. 
Eleven framförde därefter slutsatsen att antalet elever i alla fall skulle vara delbart 
med både 3 och 5. Tillfället uppkom när elevgruppen redovisade för läraren vad de 
hittills kommit fram till. 
3) Lärarens roll var att lyssna på elevgruppen och att uppmana dem att söka efter 
ett mönster, detta skulle kunna hjälpa dem att finna en regel/formel. Elevens roll 
var att söka efter ett mönster och att försöka uttrycka det.
Kommentar: Detta tillfälle kan även uppfattas som en lotsning eftersom läraren 
serverade eleverna flera korrekta svar för att få dem att hitta flera korrekta lösningar 
och den slutliga regeln/formeln. Ett alternativ kunde ha varit att läraren låtit eleverna 
fritt undersöka alla heltal mellan två av sina presenterade korrekta lösningar och på 
så sätt upptäckt mönstret.

Lärare: 	 Du har kommit på 315, då kan du sätta upp. Gäller det här villkoret då? 
[…] Gäller det här villkoret? […] Gäller det här villkoret? […] Finns 
det fler såna lösningar? 

Elev: 	 330 kanske.
	 Läraren hjälpte en elev att prova sin korrekta lösning 315 med hjälp 

av de tre villkoren och utmanade sedan eleven genom att fråga om det 
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fanns fler sådana lösningar. Tecknet på osäkerheten hos eleven (ordet 
kanske) kan bero på att eleven tidigare inte hade insett att det faktiskt 
fanns flera korrekta svar T4. 

Analys:

T4 
1) Lärare och elev kontrollerade vid detta tillfälle tillsammans om de tre villkoren 
uppfylldes av lösningen 315 (ett heltal, ett begrepp), (att lyfta fram och prova be-
stämda villkor kan betraktas som en konvention). 
2) Typiskt för tillfället var att läraren utgick från det förslag till lösning, 315, som 
eleven hade presenterat. Läraren betonade de tre villkoren och hjälpte eleven att 
prova dem ett efter ett. Tillfället uppkom när läraren hade tagit del av elevens lösning. 
Genom att fråga om det fanns fler sådana lösningar gavs eleven möjlighet att inse att 
det kunde finnas flera korrekta svar som uppfyllde de tre villkoren. Resultatet blev 
att eleven något tveksamt gav ett förslag på ytterligare en lösning (330 kanske) 
3) Lärarens roll var att sätta sig in i elevens lösande och bedöma om eleven var på 
rätt väg, att tillsammans med eleven syna ett korrekt lösningsförslag, och genom det 
lyfta fram de tre villkoren samt motivera eleven att söka efter flera tal som uppfyllde 
villkoren. Elevens roll var att redovisa det hon eller han kommit fram till dittills och 
tillsammans med läraren kontrollera svaret genom att prova de tre villkoren och 
att genom lärarens fråga inse att det kunde finnas flera korrekta som stämde med 
villkoren och att söka efter flera svar.

 
	 (Efterintervju, Uppgiften var här inte begränsad till mellan 300 och 

400 elever.) 
Elev: 	 Att man kunde dela det […], att det gick 300 så där, det kunde man.
Intervjuare: 	 Så om det var 300 emellan så var det ok?
Elev: 	 Mm, då var det bra.
Intervjuare: 	 Så vad blev nästa lösning, tyckte ni? Efter 600?
Elev: 	 Ja, då var det bara att […] Då prövade man ett tal, 900.
Intervjuare: 	 Så ni hade 300 emellan, kan man säga.
Elev: 	 Japp.
Intervjuare: 	 Hur kom det sig att det gick just 300?
Elev: 	 Det är väl ett tal som går att dela på 3 och få 20 % av […] som är 

jämnt. 
 

•
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Eleverna hade provat division med 3 på talet 300 och konstaterat att det resulterat i 
ett heltal och sedan provat multiplar av 300 som lösningar. Eleven hade konstaterat 
att heltalet 300 uppfyllde villkoret att vara jämnt delbart med 3 och att om man tar 
20 % av 300 resulterar det också i ett heltal T5.

Analys:

T5 
1) Vid detta tillfälle hade eleverna arbetat med division med 3 (procedur) och tagit 
20% av tal (procedur) och genom att gissa och prova (strategi) kommit fram till 
lösningen 300 och lösningar som var multiplar av 300. 
2) Typiskt för tillfället var att eleverna hade hittat en lösning, 300, och sedan genom 
att prova sig fram insett att även multiplar av detta tal utgjorde lösningar. Tillfället 
uppkom troligen när eleverna fritt provade villkoren på olika tal. 
Kommentar: Dessa data kommer från en uppföljande intervju vilket innebär att 
det inte går att närmare beskriva de roller som lärare och elever hade under just 
detta tillfälle. Det framkom dock under efterintervjun att eleverna slutat lektionen 
med uppfattningen att dessa lösningar (multiplar av 300) var de enda korrekta. 
Med facit i hand är det lätt att påpeka att det hade varit önskvärt att läraren på ett 
eller annat sätt hade satt sig in i elevernas begränsade uppfattning av lösningar på 
problemet och exempelvis utmanat dem att de söka efter flera möjliga svar. Eleverna 
hade klart för sig vilka villkor som skulle gälla men insåg inte att även andra tal än 
multiplarna av 300 kunde uppfylla dessa villkor. 

 
(Ett exempel på ett problem som elever formulerat i slutet på fas 3, i en 
av de två klasser där problemet utvidgades):
1. I en orienteringsklubb var en femtedel elitlöpare
2. Exakt 25 % var nybörjare.
3. Det går mellan 400 och 500 medlemmar
4. Exakt två fjärdedelar var medelduktiga
Fråga 1) Hur många medlemmar kunde det finnas?
Fråga 2) Hur många kunde vara elitlöpare?
Svar 1) 400 st, 420 st, 440 st, 460 st, 500 st
Svar 2) 80 st, 84 st, 88 st, 92 st, 100 st
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Eleverna redovisade här ett eget problem som liknade det ursprungliga problemet 
vad gäller matematiska idéer. De uttryckte olika rationella tal med bokstäver, siffror 
och andra symboler, använde ordet exakt på ett korrekt sätt samt ställde upp fyra 
numrerade villkor. De formulerade två numrerade frågor och två numrerade svar, 
där det framgår att de insett att problemet har flera olika lösningar T6. 

Analys:

T6 
1) Vid detta tillfälle behandlades matematiska konventioner. Eleverna uttrycket 
en femtedel och två fjärdedelar med bokstäver och 25 % med siffror och procent-
symbol.
2) Typiskt för tillfället var att eleverna fick möjligheter att visa att de hade förstått 
hur olika matematiska konventioner fungerar. Tillfället uppkom då eleverna som 
en kompletterande fråga fick i uppgift att formulera ett liknande problem. 
3) Lärarens roll vid detta tillfälle var att ge eleverna den kompletterande frågan i syfte 
att ta reda på om de kunde uttrycka sig med det matematiska språket. Elevernas roll 
var att kreativt formulera ett liknande problem och då använda olika matematiska 
konventioner på ett korrekt sätt.
Kommentar: Genom att ge eleverna en fördjupande uppgift, att formulera ett eget 
liknande problem, gavs eleverna möjlighet att visa vad de kunde. Elever som snabbt 
löste grundproblemet fick en möjlighet att fördjupa sina kunskaper dels genom att 
formulera egna problem men också genom att lösa kamraternas problem. 

5.6.4 	Redovisningsfasen

Redovisningsfas

Eleverna eller läraren redovisar olika sätt att lösa problemet, detta sker ofta inför 
hela klassen. Lösningarna jämförs och olika matematiska idéer diskuteras, mönster 
och samband upptäcks och generaliseringar görs. 

Tillfällen som uppkom då problemets lösning behandlades

När olika lösningar under redovisningsfasen presenterades, jämfördes och disku-
terades behandlades matematiska idéer. Här följer några exempel, tagna ur ett och 
samma lektionssamtal, där läraren diskuterade med hela klassen. Dessa tillfällen 
uppkom därför att läraren uppmärksammade hur eleverna hade löst problemet. 

•
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	 (Lektionssamtal mellan läraren och hela klassen.)
Lärare: 	 Har alla kommit fram till någonting?			 
Elever: 	 Ja (Flera elever svarar.)
Lärare: 	 Lisa, ska du gå fram till tavlan och göra din lösning, en av dem, det 

spelar ingen roll, ta den som ligger närmast 300. Lisa kan du skriva hur 
många det är som går i årskurs sju, årskurs åtta och årskurs nio och sen 
hur många det är som åker buss, och så totala antalet elever. [...] Tack 
så mycket.

	 (Under detta pass är det i övrigt tyst i klassrummet och eleverna är 
uppmärksamma. Data från video.)

Eleven Lisas redovisning på tavlan: 

 315
5

= 63		  315
3

= 105
 
 63 åker buss 		 105 7:an
			   105 8:an
 			   105 9:an
 

Läraren valde ut en elev som läraren visste hade löst problemet på ett visst sätt och 
lät eleven redovisa sin lösning inför kamraterna. Det som behandlades under redo-
visningen var bland annat rationella tal, en tredjedel och 20 % och i detta problem 
talens koppling till delbarhet med 3 respektive 5, eftersom lösningen av problemet 
måste utgöras av ett heltal. Ett exempel på en korrekt lösning, 315, provades genom 
division med 3 och 5. Den framräknade tredjedelen 105 adderades tre gånger för 
att visa att detta leder tillbaka till det ursprungliga talet, 315. Genom detta kunde 
eleverna uppfatta sambandet mellan divisionen och additionen T1. 

Analys:

T1 
1) Vid detta tillfälle behandlades begreppen rationella tal och delbarhet och sam-
bandet mellan begreppen samt procedurerna division och addition. 
2) Typiskt för tillfället var att läraren organiserade så att en elev fick visa sin lösning 
på tavlan i samband med detta lyfte läraren fram begrepp och procedurer och 
samband mellan dem. Tillfället uppkom därför att läraren tidigare hade satt sig 
in i elevernas olika lösningar och nu lyfte fram en elevs specifika lösning. Läraren 
bestämde också vilken av elevens olika svar som skulle tas som exempel, här valdes 
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det antal som låg närmast trehundra, 315. Det är möjligt att läraren valde just detta 
värde för att senare enkelt kunna ge exempel på flera lösningar genom att addera 
med femton upprepade gånger. 
3) Lärarens roll var att ur alla elevers lösningar välja ut en lämplig och se till att 
övriga elever fick ta del av den korrekta lösningen och vidare att leda ett samtal 
kring begreppen och procedurerna och sambandet mellan dem. Eleven Lisas roll 
var att presentera sin lösning på tavlan framför sina kamrater och i övrigt följa lä-
rarens anvisningar. Övriga elevers roll var under detta skede att försöka följa med i 
redovisningen och att steg för steg sätta sig in i lösningen, se olika samband mellan 
begrepp och procedurer och att dra generella slutsatser utifrån detta.
Kommentar: Eleven Lisa redovisade på lärarens uppmaning en lösning där antalet 
elever förmodades vara exakt detsamma i skolans tre årskurserna (7:an, 8:an och 
9:an), vilket inte behöver vara fallet om man följer problemtexten. Att en tredjedel 
av eleverna går i en viss årskurs behöver ju inte innebära att resten av eleverna är 
jämnt fördelade på två årskurser. Det är mycket möjligt att läraren tog till detta för 
att förtydliga och förenkla begreppet en tredjedel för eleverna. Det möjliggjorde ju 
additionen av de tre lika stora tredjedelar tillbaka till det hela.

Under det fortsatta samtalet kompletterade läraren stegvis Lisas lösning på tavlan 
(se ovan) med texten: 

20% = 1/5 = 0,2

Lärare: 	 Tomas, du hade något annat?
Elev: 	 Men det blev ju fel!
Lärare:	 Varför blev det fel? Om du säger att det blev fel, hur kan det vara fel?[...] 

Det är fler än 300, så där är det rätt. Och sen så om vi tar 303, hur många är 
det som går i årskurs sju då, Tomas? 

Elev: 	 [Ohörbart svar.]
Läraren. 	 Då är det 101 i sjuan och i åttan. Så står det att exakt tjugo procent 

kommer till skolan med buss nummer sextio. Och om ni kollar med 
Lisa så ser ni hur hon har gjort, hon har delat med 5. Hur kan tjugo 
procent och delat med 5 höra ihop, är det samma sak det?

Elev: 	 [Ohörbart svar.]

Lärare: 	 Så tjugo procent är lika med en femtedel, kan jag skriva det på annat 
sätt? 

Elev:	 0,2.
Lärare:	 Det här sista talet vad kallar man det (läraren pekar på 0,2)?

•
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Elev:	 Decimaltal.
Lärare: 	 Ett decimaltal. Vad kallar man det här (läraren pekar på 1/5)?
Elev: 	 Bråk.
Lärare: 	 Ett bråk. Och det här (läraren pekar på 20 %)?
Elev:	 Procent.
Lärare:	 Procent, ja. Ser ni att det är lika med på alla ställen? När ni höll på med 

bråkstakarna så kom ni fram till att det var mycket som var lika, eller 
hur? Då så kan man dela med 5 för att få fram hur många det är som 
åker med buss. Då ska vi kolla, Tomas ta och dela etthundraett med 
fem, då får du fram de där tjugo procent eller hur? [...] Då är Peter din 
sekreterare.

Elev: 	 [Ohörbart]
Lärare:	 Då undrar jag, 20,2 när det gäller människor?
Elev:	 Det går inte!
Lärare:	 Det går inte. Och det står exakt. Och då menas det exakt. Kan det vara 

101 elever i varje klass då?
Elev: 	 Nej.

 
Eleven hade föreslagit 303 som en lösning och fått klart för sig att den lösningen var 
fel, det är inte säkert ett hon visste varför. Han visade under det fortsatta samtalet 
att han konstaterat att 303 dividerat med 3 är 101. Läraren hänvisade till Lisas 
genomgångna lösning på tavlan och repeterade att om man beräknar tjugo procent 
av något innebär det samma sak som att ta en femtedel. Med hjälp av en kamrat 
med miniräknare konstaterar eleven Tomas att 101 dividerat med 5 är 20,2 och 
därför kan inte 303 komma ifråga som en lösning T2. Läraren lyfte under samtalets 
gång även fram olika uttrycksformer för och benämningar på rationella tal T3. 
Slutligen tar läraren upp tolkningen av ordet exakt som har en mycket specifik 
betydelse vid lösningen av detta problem T4.

Analys:

T2 
1) Eleven hade utfört division med 3 genom att anta värdet 303 och redovisa resul-
tatet 101. Han hade däremot inte tagit 20 % av 303. Läraren påminde om att det 
är samma sak som att ta en femtedel av 303. De matematiska idéer som förekom 
här var begrepp som olika rationella tal och proceduren division. 
2) Typiskt för detta tillfälle var att läraren hade upptäckt eleven Tomas felaktiga 
lösning och att han tog upp den till prövning på tavlan under samtalet med hela 
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klassen. Tillfället uppkom genom att Tomas visat läraren sitt förslag till lösning, 
303. 
3) Läraren roll var att sätta sig in i elevens lösning och utifrån den leda en kritisk 
prövning med hela klassen, där villkoren lyftes fram och samband mellan olika 
rationella uttryck och procedurer förtydligades. Elevens roll var att sätta sig in i 
Tomas lösning, förstå villkoren och att dra slutsatser om rationella tal och deras 
koppling till division.

 
T3
1) När läraren lyfte fram olika uttrycksformer och benämningar för det rationella talet 
tjugo procent behandlades olika konventioner. 
2) Typiskt för tillfället var att läraren stegvis lyfte fram olika sätt att skriva tjugo pro-
cent och även hur varje uttrycksform benämndes. Tillfället uppkom i samband med 
den kritiska granskningen av Tomas felaktga lösning och kopplingen till Lisas kor-
rekta lösning. Lärarens roll var här att genom att ställa en rad frågor få eleverna att ge 
exempel på olika uttrycksformer för ett bestämt rationellt tal och även att benämna 
de olika formerna. Elevens roll var att försöka besvara frågorna och inse hur ett och 
samma rationella tal kan skrivas och benämnas på tre olika sätt.

 
T4 
1) Här betonade läraren ordet exakt och lyfte fram tolkningen av ordet i matematiska 
sammanhang och denna kan betecknas som en konvention. 
2) Typiskt för tillfället var att läraren genom att utgå från ett felaktigt förslag, 20,2 
och genom att ställa frågor till eleverna klargjorde den matematiska innebörden av 
ordet exakt. Tillfället uppkom i samband med att Tomas felaktiga lösning synades 
i sömmarna. Lärarens roll var här att med hjälp av det felaktiga lösningsförslaget 
sätta fokus på skillnaden mellan 20,2 och ett heltal och därigenom lyfta fram den 
matematiska betydelsen av ordet ”exakt”. Elevens roll var att förstå innebörden i 
och konsekvenserna av ordet exakt och försöka svara på lärarens frågor.

Lärare: 	 […] Och första talet som Lisa kom till då var 315. Vilka fler kom ni 
fram till?

Elev: 	 Vart femtonde tal är rätt! 
Lärare: 	 Ja just det, vart femtonde tal är rätt. Du har skrivit upp några fler, får 

jag höra då!
Elev: 	 330, 345, 360, 375, 390, 405, 420.

•
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Lärare: 	 Tack det räcker! Det ska vara jämnt delbart med vad då? Hur många 
årskurser finns det i högstadiet?

Elev: 	 3.
Lärare: 	 Man måste kunna dela det med 3 och sen samtidigt med vilken siffra?
Elev: 	 5.
Lärare: 	 Med 5 så det ska vara jämnt delbart med 3 och 5 och det blir det när 

man lägger på 15 eller hur? 
 

Eleverna visade att de dragit slutsatsen att delbarhet med tre och fem innebar vart 
femtonde tal. De kunde nu ge många korrekta lösningar utan att hoppa över någon. 
Läraren förtydligade för alla elever hur delbarhet med 3 och 5 innebär samma sak 
som att addera 15 till en lösning för att hitta nästa lösning T5. 

Analys:

T5 
1) Här behandlades begrepp som delbarhet med 3 och 5 och kopplingen mellan 
detta och proceduren addition med 15. 
2) Tillfället uppkom när läraren ställde frågor och en elev redovisade vad Lisas grupp 
kommit fram till. (Lisa var den elev som tidigare visat en korrekt lösning på tavlan.) 
Typiskt för tillfället var att läraren bad Lisas grupp ge exempel på lösningar utifrån 
lösningen 315 som redan redovisats på tavlan. Läraren kompletterade sedan med 
förtydligande frågor för att göra alla elever medvetna om mönstret, att man kan 
addera med 15 för att finna nästa lösning. 
3) Lärarens roll var att hjälpa eleverna att dra slutsatser och göra generaliseringar. 
Elevens roll var att inse konsekvensen av att alla tal var delbara med 3 och 5, att 
detta innebar att det alltid var en differens på 15 mellan de korrekta svaren. 

 Under nedanstående fortsättning av samtalet gör läraren en tabell med tre ko-
lumner på tavlan. I rubrikerna står det bråk, decimaltal och procent. Eleverna gör 
motsvarande tabeller i sina häften och fyller på egen hand i sina bråk efter att läraren 
skrivit 1/1 1,0 100 % i den första raden. (Data från video) 

	
Lärare: 	 Jag tänkte vi skulle fortsätta, Madde förstod du det här?	
Elev: 	 Ja.
Ny elev:	 Jag fattar ingenting.
Lärare: 	 Jag tror du skojar med mig idag. I stället för att ni har era egna bråkstakar 

så ska ni få låna bråkstakar utav mig och då vill jag att ni skriver upp i 
tabell som procent, som bråk och sen som decimaltal och då ska ni få 
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nödvändigt material av mig. Då kan ni lägga upp på dom här brickorna 
[...] jag vill ha in dom där papprena [...] alla ska jobba med dom här 
bråkstakarna [...] skriv gärna upp i boken. Kommer ni ihåg att vi hade 
problem med sjundedelar och det är därför dom inte har det med. Hur 
många är det som har hållit på med det här förut?

Elev: 	 Det fattas niondelar och elftedelar också.
Lärare: 	 Det spelar ingen roll, gör som en matta!
Elev: 	 Se vilken fin bråkstake! Vad ska jag göra nu?
Lärare: 	 Vad är det första bråket, den här som är blå del, ja? Och om det blir 

som decimaltal, ja? Ja, det är 100%. Vad är det i bråkform? En del. Och 
som decimaltal? Ett komma noll. Vi kan ju skriva så många nollor vi 
vill. Hur många procent är det då? [...] Ja, hundra procent. Nästa vad är 
det då, den bruna? Det är en halv. Och sen nästa då, vad är det då som 
decimaltal och som procent? Nu gick bråkstaken åt skogen [...]. Ni 	
ska göra allihop [...] Nu är det inga miniräknare.

 
Läraren följde upp samtalet kring begreppet rationella tal genom att dela ut det 
konkreta materialet ”bråkstakar” till var och en och gav dem i uppdrag att fylla i en 
tabell, där de betecknade motsvarande rationella tal i bråkform, procentform och 
decimalform. Läraren visade på tavlan hur tabellen skulle fyllas i T6. 

Analys:

T6 
1) Här behandlades begreppet rationella tal genom att läraren återknöt till en 
tidigare lektion, där det konkreta materialet ”bråkstakar” använts. De rationella 
tal som symboliserades av ”bråkstakarna” skulle här skrivas i tre former, som bråk, 
procent och decimaltal i en tabell. Olika sätt att beteckna och benämna rationella 
tal är konventioner. 
2) Typiskt för tillfället var att läraren delade ut det konkreta åskådningsmaterial som 
eleverna tidigare använt, ritade en tabell på tavlan och genom frågor till eleverna 
fyllde i första raden för att sedan uppmana eleverna att fullfölja motsvarande tabell 
i sina häften. 
Tillfället uppkom därför att läraren planerat det i förväg som en avslutande övning 
på lektionen. 
3) Lärarens roll var här att skapa och presentera en uppgift där eleverna med hjälp 
av det konkreta materialet skulle få ytterligare möjligheter att sätta sig in i de ratio-
nella talen som begrepp och öva att uttrycka dem på olika sätt. Elevens roll var att 

•
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utifrån det konkreta materialet skriva stambråken som tal i bråkform, procentform 
och decimalform.
Kommentar: Vid detta tillfälle handlade aktiviteten som eleverna sysslade med om 
olika överföringar (transfer). Det var dels överföring från konkret representation till 
skrivna matematiska uttryck, dels överföring mellan de olika matematiska uttrycken, 
olika sätt att uttrycka samma tal.

5.7 	 Global analys och diskussion av tillfällen
Diskussionen delas upp i tre delar som besvarar de tre forskningsfrågorna en i taget. 
Här behandlas resultaten på ett övergripande sätt. I den första delen besvaras frågan 
om vilka tillfällen till matematiklärande som kunde uppkomma. I den andra delen 
diskuteras tänkbara orsaker till att tillfällen till matematiklärande kunde uppkomma. 
I den tredje och sista delen diskuteras hur tillfällena utnyttjades och betydelsen av 
att lärarna och eleverna hade olika roller vid tillfället. 

5.7.1 	 Tillfällen till matematiklärande 

I detta avsnitt redogörs för olika matematiska idéer som kunde uppkomma och 
därmed skapa tillfällen till matematiklärande. 

Begrepp 

Problemet behandlade rationella tal i olika uttrycksformer. De begrepp som återfanns 
under de olika lektionerna var rationella tal skrivna i bråkform, procentform och 
decimalform samt uttryck som bråktal, procent, procenttal, decimalt tal, täljare och 
nämnare. Begrepp som dessutom berördes var delbarhet, intervall, heltal, mönster 
och innebörden av begreppet exakt.

Procedurer 

Procedurer som förkom under lektionerna var addition, multiplikation och divi-
sion med rationella tal som positiva heltal eller tal i bråkform, decimalform och 
procentform. Uppställning av rationella tal i bråkform och delbarhet har även 
samband med proceduren division. På en hemsida fanns två länkar Bråk och 
Procent som gav exempel på olika procedurer. Vid arbetet med tabeller förekom 
proceduren att fylla i en tabell. När miniräknare användes förekom proceduren 
avrundning.
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Sambandet mellan begrepp och procedurer

Problemet kräver bland annat förståelse för övergången mellan begrepp och procedur. 
En tredjedel kan uppfattas som ett rationellt tal och som division med 3, 20 % kan 
förstås som division med 5. Dessa insikter kunde leda till att problemet kunde lösas. 
Även samband mellan division och addition visades under en av lektionerna genom 
att division med 3 anknöts till addition av tre lika stora delar (tal).

Konventioner

Problemet var formulerat så att det handlade om flera villkor som skulle uppfyllas. 
Dessa villkor kunde punktas ner och markeras på olika sätt med * eller med siffror 
på konventionellt sätt. Termen exakt hade en central betydelse och användes i frå-
geställningen för att tydliggör att det handlade om hela tal, att tal som representerar 
människor inte kan förekomma som delar. Hur rationella tal ska benämnas och 
betecknas måste följa givna konventioner för att ge möjlighet till kommunikation. 
En tredjedel och tjugo procent, skrevs med bokstäver, siffror och symboler, uttrycken 
en 7 - 9 skola, åk 7 och 300 elever, skrevs med siffror dvs. matematiska symboler och 
konventioner. Även decimalkomma, bråkstreck, procenttecken och likhetstecken 
förekom som konventioner. Tal skrevs på ett flertal sätt, som 20%, 7, 60 och 300. 
Då problemet var formulerat med uttrycket mer än 300 elever men mindre än 400 
dvs. ett angivet intervall är även detta ett exempel på konvention. 

Strategier 

Strategin att lösa ett liknande, fast enklare problem presenterades i exemplet med 
tårtan som kunde delas i tre delar och kostnaden 350 kronor som skulle delas på 
3. ”Gissa och prova” användes som strategi då olika tal testades vid division med 3. 
Ett annat exempel på strategin ”gissa och prova” var att utgå från en del (ex. 105 
elever) och multiplicera med 3 eller addera talet tre gånger. Genom att arbeta med 
konkret material erbjöds eleverna en strategi för att uttrycka rationella tal på flera 
olika sätt och för att få en bild av talen. 

Regler och formler

Elever och lärare kom fram till generella utryck som regler, som att talet skulle vara 
delbart med både 3 och 5, att lösningarna var vart femtonde tal eller att man kunde 
addera 15 till en lösning för att finna nästa lösning. 

•



215

5.7.2 	 Orsaker till att tillfällen till matematiklärande uppkom

I detta avsnitt behandlas olika orsaker till att tillfällen till matematiklärande upp-
kom. 

Tillfällen i introduktionsfasen som berodde på hur problemet  
formulerades och presenterades

Lärarna introducerade problemet för sina klasser på olika sätt. En del elever fick 
ett nedskrivet problem och andra fick ett muntligt formulerat problem. Ett till-
fälle uppstod när en av lärarna lade problemet på en hemsida och skapade länkar 
till information och övningsuppgifter. Denna lärare valde också att formulera en 
rubrik som innehöll ordet “bråk”. Både rubriken och de anslutande länkarna gav 
eleverna en vink om vilken sorts matematik problemet handlade om. Att redan 
från början presentera problemet som ett bråkproblem kan ha hjälpt eleverna att 
lösa problemet, men det kan även ha tagit bort en del av utmaningen. De elever 
som istället möttes av rubriken ”Hur många elever” fick kanske en annan idé och 
andra associationer. Ett annat sätt att formulera problemet var att avgränsa antalet 
skolelever till ett bestämt intervall, på detta sätt kunde även uttrycken mer än 300 
och mindre än 400 behandlas.

Lärarnas sätt att strukturera problemtexten för att lyfta fram villkor och frågor 
kunde, om det var väl genomfört, utgöra en förebild för eleverna och ge eleverna ett 
bättre utgångsläge för att arbeta med problemet. Tre av lärarna hade tydligt punktat 
ner de tre villkoren och skrivit frågan för sig, medan den fjärde läraren hade satt en 
punkt även framför frågan och dessutom lagt till en ledande följdfråga, ”Finns det 
mer än ett svar?”. Det kunde ha inneburit att eleverna förstod att de inte var klara 
när de hade funnit en lösning men det kunde också ha tagit bort en spännande 
diskussion som skulle ha kunnat uppstå då eleverna märkte att de hade olika svar, 
som alla sedan skulle ha visat sig vara korrekta. 

Två av lärarna kompletterade uppgiften genom att uppmana eleverna att kon-
struera egna problem. De elever som uppfattat att problemet innehöll tre villkor 
återkom till detta då de formulerade ett eget problem. I denna studie formulerade 
eleverna sina egna problem före den gemensamma genomgången. De problem 
som de själva konstruerade visade om de hade förstått de matematiska idéerna. Det 
hade även varit möjligt att komplettera problemet med ännu ett delproblem där 
man uppmanade eleverna att finna ett generellt uttryck för alla lösningar (se den 
teoretiska genomgången).

Lärarna valde att formulera problemet så att vissa tal skrevs med bokstäver medan 
andra tal skrevs med siffror. På detta sätt gavs eleverna möjligheter att tolka och 
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översätta tal skrivna med bokstäver till tal skrivna med siffror och andra matematiska 
symboler som bråkstreck och procenttecken. 

Problem av typen Högstadiet kan uppfattas som att det bara handlar om att komma 
på ett ”trick”, dvs. att uppfatta delbarhet med 3 och 5, dvs. 15. I denna studie kan 
man se att problemet också fungerade för att tydligt avgränsa ett matematiskt pro-
blem från ett vardagsproblem. Eleverna måste förstå att det inte handlade om en 
viss skola med ett bestämt antal elever och att det t.ex. inte hade någon betydelse 
hur många sittplatser det fanns i bussen eller vilket nummer bussen hade, inte hel-
ler handlade det om hur många elever som gick i de övriga årskurserna. Det gällde 
även att förstå att det inte var en kuggfråga (som det kan uppfattas som). Dessutom 
gällde det att förstå att det inte handlade om att finna ett korrekt svar utan flera och 
till sist principen för samtliga korrekta svar. 

Tillfällen i introduktionsfasen som berodde av hur elever och lärare 
samtalade 

Tillfällen uppkom när läraren muntligt beskrev vad eleverna skulle arbeta med. En 
lärare påminde eleverna om ”bråkstakarna”, ett konkret hjälpmedel som de använt 
tidigare. Detta kunde ha inneburit att eleverna associerade till begreppet rationella 
tal i bråkform. Eleverna ställde frågor för att förstå och avgränsa problemet. Detta 
tillfälle gav eleverna möjlighet att förkasta onödig information. Lärarna hade ex-
empelvis kompletterat problemet med ovidkommande tal (bussnummer 60 eller 
704, årskurser 7 och 8). Detta kan dels uppfattas som vilseledande information 
men det kan också ha utgjort ett bra sätt att få elever att träna på att se vad som är 
väsentligt och vad som är väsentligt för ett problems lösning och förstå att tal kan 
användas på olika sätt. Ingen elev verkade ha frågor om bussnumret och ingen hade 
använt sig av talen 60 och 704 i sin lösning,. Däremot fanns det flera elever som 
ville veta om det var lika många elever i de övriga årskurserna. Flera frågor ställdes 
till läraren när läraren vandrade runt bland eleverna, t.ex. när eleven (felaktigt) 
tolkade att ”en tredjedel går i åttan” som att det därmed också gick en tredjedel i 
sjuan och en tredjedel i nian. 

Tillfällen i idéfasen

Efter att lärarna hade presenterat problemet var det upp till eleverna att försöka 
förstå och börja arbeta med lösningen. Några elever, som tänkt 350 delat med 0,33 är 
1060, när de skulle beräkna en tredjedel, fick av sin lärare ett liknande men enklare 
problem att lösa. De skulle bland annat föreställa sig en tårta som skulle delas på 
tre och en kostnad för tårtan som också skulle delas på tre. Tårtan kunde ha gett 
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dem en geometrisk bild av hur stor andel en tredjedel är och att dela kostnader 
hade de antagligen personliga erfarenheter av. Vissa elever hjälpte kamraterna att 
förstå att det gällde hela personer och att det därför inte var möjligt att svara med 
decimaltal eller göra avrundningar. Lärarna ställde utmanande frågor till eleverna 
för att ta reda på hur de funderade kring problemet, exempelvis: Vad ser ni för 
mönster? Lärarna gav även utmanande påståenden som: Det finns fler svar. Tillfällen 
uppkom när eleverna var aktiva tillsammans med sina lärare och kamrater i olika 
matematiska resonemang, som byggde på frågor eller påståenden från båda parter. 
En intressant iakttagelse som gjordes vid videoanalys av flera klasser, var att eleverna 
”tjuvlyssnade” när läraren diskuterade med andra elever eller grupper av elever. Detta 
bekräftades av läraren vid den uppföljande stimulerade återblicken. Lärarens samtal 
med kamraterna visade sig vara intressant, elevernas uppmärksamhet vändes åt det 
håll där läraren var. När de inte var tvungna att lyssna, då lockades de att göra det. 
De visste ju också att alla elever arbetade samtidigt med samma problem. Läraren 
besvarade kanske viktiga frågor eller förklarade något som de själva arbetade med 
och som de var intresserade av. De tjänade helt enkelt på att lyssna. 

Tillfällen i lösningsfasen

Eleverna löste under lösningsfasen en del av eller hela uppgiften på egen hand eller 
tillsammans med kamrater. En elev förklarade för sin kamrat varför ett visst värde 
inte dög: eftersom det måste vara exakt. Läraren lyssnade på de förslag som eleverna 
hade och bad eleverna att undersöka om flera tal var delbara med 3 och 5. De tal 
som eleverna redovisade var delbara med 3 men läraren ville att eleverna skulle 
finna ett mönster där även division med 5 ingick. En elev visste att de sökte ett tal 
som går att dela på 3 och få 20 % av […] som är jämnt. En elev sammanfattade de 
olika lösningarna som nämnts, att det korrekta svaret Det ska i alla fall gå att dela 
på både 3 och 5. Speciellt en av lärarna framhöll i en intervju att hon gick omkring 
och sökte efter intressanta lösningar som sedan skulle kunna visas på tavlan. Här 
planerade läraren för den fortsatta undervisningen, för att skapa nya tillfällen för 
alla elever att lära mer av sina kamrater och tillsammans med sin lärare. För att den 
avslutande diskussionen ska bli givande bör läraren hitta lämpliga elevlösningar 
att bygga det fortsatta matematiska resonemanget på, lösningar som helst leder 
ända fram till generella lösningar och uttryck. En lärare tyckte att det var viktigt 
att eleverna fick argumentera för sina lösningar. Läraren ansåg att det var en del av 
lärprocessen och att läraren var den som skulle se till att den möjligheten gavs. Ett 
viktigt tillfälle till matematiklärande var då eleverna formulerade sina egna problem, 
problem som skulle bygga på samma matematiska idéer som det ursprungliga 
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problemet. Vissa elever löste sedan också kamraternas problem. Det problem som 
eleverna formulerat kunde visa om eleverna hade förstått och kunde handskas med 
problemets inneboende matematik. 

Tillfällen i redovisningsfasen

Slutdiskussionen eller sammanfattningen vid redovisningen visade sig vara en mycket 
viktig del av lektionen. Några elever berättade att de efter lektionen trodde att det 
skulle vara 300 mellan de korrekta svaren. Det förekom ingen avslutande diskus-
sion i den klass där dessa elever gick. Vid en gemensam redovisning hade de kunnat 
upptäcka sitt misstag. I de fall då lärarna lät elevernas egna lösningar, korrekta eller 
felaktiga, vara utgångspunkt för en diskussion skapades tillfällen till matematiklä-
rande. Läraren valde vilka elevlösningar som skulle granskas och fördjupas, diskuteras 
och följas upp framme vid tavlan. Lösningarna användes framför allt för att lyfta 
fram, förtydliga och diskutera den ingående matematiken.

Läraren kunde utgå från felaktiga svar på olika sätt, dels genom att ge eleverna 
felaktiga tal att pröva de tre villkoren på, dels genom att vid redovisningen utgå 
från ett felaktigt elevsvar. Eleven som på detta sätt fick hjälp att testa sitt svar kunde 
ändra sin uppfattning. En sådan redovisning skulle även kunna inspirera de andra 
eleverna att kritiskt granska sin egen och andras lösningar. När eleverna visade sina 
lösningar på tavlan gavs eleverna möjlighet att lyssna till och kommentera sina 
kamraters lösningar. Läraren kompletterade med fördjupande frågor för att göra 
eleverna medvetna om mönster. 

Konkret material användes i en klass i samband med redovisningen, då alla elever 
fick arbeta med ”bråkstakar”. På detta sätt anvisade läraren en konkret strategi så att 
eleverna kunde åskådliggöra olika rationella tal och se dem som ”stavar”. Genom 
att ”lägga” staven som betydde 1/1, 100 % och 1,0 kunde eleverna inse att samma 
tal kunde uttryckas på olika sätt. Läraren ritade även en tabell med tre kolumner 
på tavlan. Eleverna ritade av tabellen i sina häften och fyllde sedan i de tre uttrycks-
formerna för övriga ”bråkstakar”. 

5.7.3 	 Hur lärare och elever utnyttjade olika tillfällen till lärande

I detta avsnitt diskuteras hur elever och lärare använde sig av olika tillfällen till 
matematiklärande och betydelsen av deras olika roller i sammanhanget.

 Tillfällen som kunde utnyttjas då problemet tolkades

De tillfällen som uppstod när eleverna tolkade problemet var beroende av hur läraren 
hade formulerat och presenterat problemet. Elevens roll var att inse att det var ett 
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matematiskt problem som handlade om förståelse för begreppet tal och då särskilt 
begreppet rationella tal i olika uttrycksformer. Men eleven behövde redan vid tolk-
ningen av problemet också ha förståelse för vad ordet exakt betyder matematiskt 
sett och vad ett begränsat intervall innebär. För att kunna angripa problemet på ett 
givande sätt var eleven även tvungen att tolka de begrepp, procedurer och konven-
tioner som krävdes för att man ska kunna lösa problemet. För att hjälpa eleverna att 
komma igång måste läraren förvissa sig om att eleverna hade tillräckliga kunskaper 
om allt detta. Lärarens roll blev därför att vandra runt och besvara elevernas frågor 
och även ställa frågor som kunde avslöja eventuella brister eller missuppfattningar. 
Som ett komplement kunde läraren nu exempelvis läsa upp problemet för en elev 
för att förvissa sig om att det inte fanns några språkliga hinder. I samtal med elev-
erna kunde läraren på olika sätt bemöta elevens korrekta eller felaktiga påståenden. 
Under dessa samtal fick läraren ofta klart för sig vilka tolkningssvårigheter eleverna 
hade stött på och kunde hjälpa dem vidare.

Tillfällen som kunde utnyttjas då problemet angreps

När eleverna väl hade förstått vad det frågades efter var det möjligt för dem att arbeta 
vidare på egen hand. Här var det viktigt att eleven gavs tillräckligt med tid för att 
själv komma på ett sätt att angripa problemet. Det var viktigt att få tid att famla 
och inventera sina egna resurser för att utifrån detta senare kunna ställa frågor till 
läraren eller till kamraterna. Genom att lärarna först lät eleverna arbeta enskilt och 
sedan i mindre grupper gavs de chansen att jämföra sin strategi med kamraternas 
och de kunde eventuellt byta strategi om de trodde att en kamrats strategi fungerade 
bättre. Vid dessa tillfällen kunde läraren ställa frågor till elevgrupperna för att få 
dem att utveckla sina strategier. Eftersom alla elever relativt tyst och koncentrerat 
arbetade med samma problem samtidigt hade eleverna även möjlighet att ”tjuv-
lyssna” när läraren samtalade med andra elever. Läraren kunde här utnyttja elevernas 
lösningsförslag, såväl de korrekta som de felaktiga, för att hjälpa andra elever som 
hade svårigheter. En begränsning i detta arbete kunde vara lärarens svårigheter att 
uppfatta vissa elevers ibland trevande förslag. För att vara väl förberedd för sådant 
måste läraren skaffa sig en fördjupad förförståelse för vilka möjliga idéer elever kan 
komma med. 

Tillfällen som kunde utnyttjas då problemet bearbetades

När eleverna hade förstått problemet, valt en strategi och kommit med ett eget lös-
ningsförslag gavs de alltså tillfälle att jämföra sina lösningar. De kunde då undersöka 
om de hade samma lösning och om det kanske fanns flera korrekta lösningar. De 
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kunde undersöka om någon lösning var lik eller olik en annan, korrekt eller felaktig, 
för att slutligen gemensamt söka ett samband mellan lösningarna och försöka skapa 
ett uttryck på en mer generell nivå. Lärarens roll var i detta skede att ta reda på vad 
eleverna kommit fram till för att uifrån elevernas lösningar kunna planera för den 
kommande redovisningen. Lärarens roll var här att leta efter alternativa lösningar 
så att olika varianter kunde behandlas. Här gällde det för läraren att vara nyfiken 
och öppen och inte enbart begränsa sig till de elevlösningar som var korrekta. Det 
visade sig att eleverna arbetade olika fort varför det var en fördel när läraren redan 
vid formulering av problemet lagt in en extra uppgift där eleverna uppmanats att 
formulera egna problem, lösa dem och byta problem med kamrater. Denna fördju-
pande uppgift gav också de lite mer långsamma eleverna möjlighet att i lugn och 
ro slutföra sina lösningar. Det är viktigt att även långsammare elever ges tillfälle att 
kreativt formulera egna problem. Denna kreativa aktivitet gör det möjligt för läraren 
att diagnosticera elevernas kunskaper i de områden som behandlats i problemet. 

Tillfällen som kunde utnyttjas då problemets lösning redovisades

De tillfällen som erbjöds vid redovisningen visade sig bero på hur läraren förberett 
för detta moment. Om läraren hade uppmärksammat på vilket sätt eleverna hade 
löst problemet kunde läraren se till att övriga elever fick ta del av olika lösningar. 
Detta kunde ske på olika sätt, bland annat genom att läraren valde ut elever som fick 
presentera sin lösning på tavlan framför sina kamrater eller genom att föra ett samtal 
med en enskild elev inför klassen. Om elevens lösning skrevs på tavlan fick eleven 
på detta sätt rollen som hjälplärare. Kamraterna fick steg för steg följa tankegången 
i lösningen och under tiden fick de se kamratens uppställning och lösningsmetod 
redovisad. Läraren kunde välja en lösning för redovisningen som var möjlig för 
alla elever att förstå och följa och för att visa på en struktur som kunde leda till en 
generell lösning. Om redovisningen utgick från elevernas egna lösningar kunde de 
också förstå att de som grupp hade tillräckliga kunskaper för att lösa problemet. På 
detta sätt kunde läraren också uppmuntra eleverna att dela med sig av sina kunska-
per. Det bör också uppmärksammas att det här inte enbart handlade om korrekta 
lösningar, det kunde ibland vara mycket givande att diskutera varför en lösning inte 
var korrekt. En felaktig lösning kunde också göra eleverna medvetna om hur de 
skulle kontrollera sina egna svar och även hur de sedan skulle kunna dra generella 
slutsatser utifrån de korrekta svaren. Vid den gemensamma redovisningen hade lä-
raren möjlighet att lyfta fram alla detaljer i problemet, dvs. olika matematiska idéer 
som behandlats. I samband med eller efter redovisningen följde en lärare även upp 
med en övning med konkret material för att ytterligare försäkra sig om att eleverna 
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skulle förstå och kunna använda de olika uttrycksformerna för rationella tal. Läraren 
kunde då även kontrollera vad eleverna förstått.

 Tabellen nedan är ett försök att sammanfatta de roller lärare och elever bör ha 
under problemlösningsprocessen för att tillfällen som kan ge upphov till matema-
tiklärande ska skapas.

Fas Elevens roller Lärarens roller

1 Lyssna och läsa uppmärksamt för att 
förstå problemet.
Ställa frågor för att förstå problemet.
Tolka och avgränsa problemet, inse 
vilken information som är nödvändig.

Introducera ett lämpligt problem där 
texten valts och strukturerats på ett 
matematiskt medvetet sätt.
Hjälpa eleverna att förstå problemet.
Uppmuntra eleverna att ställa frågor.
Vandra runt bland eleverna och besvara 
deras frågor.
Förvissa sig om att eleverna har förstått 
problemet genom att ställa frågor. 

2 Famla, söka och prova strategier.
Ställa frågor till läraren och kamraterna.
Tjuvlyssna på lärarens samtal med 
andra elever.
Lyssna till kamrater. 
Diskutera med kamrater.

Stötta eleverna, besvara deras frågor 
och ge dem frågor eller påståenden som 
leder dem vidare.
Diskutera med enskilda elever och med 
grupper av elever.
Diskutera felaktiga lösningar.

3 Jämföra lösningar, finna och diskutera 
likheter och olikheter.
Uttrycka upptäckta matematiska  
mönster generellt. 
Formulera ett eget matematiskt  
liknande problem och lösa det.
Lösa kamraters problem.

Leta efter intressanta lösningar, både 
korrekta och felaktiga, för att senare 
följa upp dem i helklass.

4 Visa lösningar på tavlan.
Lyssna till kamraters förklaringar.
Lyssna på och deltaga i den lärarledda 
diskussionen.

Leda diskussionen i helklass genom att:
- utgå från elevlösningar 
- diskutera lösningar 
- diskutera felaktigheter
- lyfta fram likheter och olikheter
- strukturera
- generalisera 
Utvidga och fördjupa matematiska 
resonemang.
Följa upp de problem som eleverna 
skapat.

Tabell 4.
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Sammanfattningsvis visar studien att det är viktigt att läraren är medveten om sina 
och elevernas roller under lektionens olika faser för att kunna skapa flera tillfällen 
till matematiklärande. Genom att välja rätt typ av problem kan läraren skapa tillfäl-
len där eleverna jämför sin egen lösning med andras, diskuterar och argumenterar. 
Både läraren och eleverna kan ta initiativ till sådana diskussioner. En lektion som 
planeras så att eleverna först får arbeta enskilt och sedan får möjligheter att redovisa 
sina tankar och idéer, att lyssna på andras tankar och idéer och att samtala kring 
dessa med kamrater och lärare kan ge eleverna många tillfällen till matematiklä-
rande. Om läraren inte ger eleverna möjligheten att jämföra sina egna lösningar 
med kamraternas, under lärarens ledning i redovisningsfasen eller tidigare, kan de 
lämna lektionen med en felaktig slutsats. 

5.8 	 Reflektioner 
I denna studie har tillfällen för matematiklärande under lektionens faser behandlats, 
hur tillfället uppkommit och vad som varit karaktäristiskt för tillfället. Här har 
även diskuterats de roller som lärare och elever kan ha under lektionens olika faser. 
I detta avslutande avsnitt diskuteras de resultat som framkommit i studien mot 
den bakgrund som är beskriven. Som en avslutande reflektion behandlas huruvida 
problemet var ett rikt problem och vilken betydelse det kan ha haft för elevernas 
lärande i matematik. 

5.8.1 	Tillfällen till matematiklärande

Det visade sig att tillfälle till matematiklärande uppkom under samtliga lektionens 
fyra faser. Lester (1985) hade delat in lektionen i tre faser men i denna studie fanns 
det anledning att studera vad eleverna enskilt kom fram till innan de började jämföra 
sina lösningar, därför har vi fyra faser i denna studie. Förberedelsen inför lektionen 
innefattade även lämplig formulering av problemet, vilket visade sig ha en central 
betydelse för vad eleverna fick möjligheter att lära sig. Här försökte lärarna även 
skapa tillfällen med datorn som hjälpmedel, användning av hemsida, anpassning 
till den lokala bussen och skolan. I inget fall kan man med säkerhet säga att denna 
anpassning innebar mer lärande för eleverna men kanske skapade det ett större en-
gagemang för att vilja lösa problemet. Vid valet av problem kunde läraren bestämma 
vilken matematik som skulle komma att behandlas. Valet av problem förefaller vara 
centralt vid problemlösning eftersom även Schoenfeld (1994) och Jaworski (1994) 
i tidigare studier behandlat icke standardmässiga problem. Om syftet är att väcka 
intresse för matematik hos eleverna samtidigt som läraren vill få behandla särskilda 
matematiska idéer och vill vara väl förberedd måste problemen väljas med omsorg. 
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Det är enligt Jaworski (1994) och Hiebert (2002) lärarnas uppgift att finna ett 
lämpligt problem som kan innebära en matematisk utmaning för eleverna. 

Vid introduktionen av problemet gällde det att eleverna sorterade bort ”onödig” 
information och tolkade problemet som ett matematiskt problem och inte fäste vikt 
vid vardagssammanhanget. Lester (1985) tar upp betydelsen av att eleven läser och 
lyssnar för att förstå problemet. Att förstå och skapa en matematisk modell av en 
verklig situation är en viktig matematisk kompetens. Lärarna hade förändrat det 
ursprungliga problemet på flera sätt. En lärare hade frågan markerad på samma sätt 
som de tre villkoren, vilket kunde uppfattas som ytterligare ett villkor och läraren 
hade samtidigt gett en ny rubrik ”bråk på skolan och på bussen”. I detta exempel 
fick eleverna även ledtråden ”finns det mer än ett svar?”. Dessa anpassningar kunde 
ha lett eleverna in på ett givande matematiskt tänkande men det kunde även ha 
varit begränsande för kreativiteten. Det har dock inte varit möjligt att i denna 
studie finna vare sig positiva eller negativa aspekter för lärandet med denna typ av 
anpassning. Problemet (dess formulering) tjänar förmodligen inte på denna typ av 
anpassning, att använda den dubbla betydelsen av ordet bråk, utan troligen skapas 
nya funderingar som inte är av matematisk karaktär, att det är bråk på bussen och 
att det ska finnas fler svar. En bättre formulering av problemet skulle däremot kunna 
vara att skapa a-, b-, c-uppgifter med en stegrande svårighetsgrad som leder mot en 
generalisering. Sista delproblemet skulle då kunna vara en uppmaning till eleverna 
att formulera ett likvärdigt problem och lösa det. Denna typ av anpassning, att 
formulera ett eget problem, förekom i två klasser och visade sig leda till utökade 
aktiviteter för de elever som löste det ursprungliga problemet snabbt och gav nya 
tillfällen till lärande. De elever som inte hunnit skapa egna problem bör därför få 
möjligheter till detta efter redovisningen. I TIMSS (1997) formulerade de japanska 
eleverna likartade problem tillsammans med sin lärare efter att de haft gemensam 
genomgång av det ursprungliga problemet. 

Eleverna ställde flera frågor till läraren, då läraren vandrade runt bland dem. 
Eleverna hade då möjlighet att tolka och börja lösa problemet på egen hand eller 
tillsammans med kamraterna. Dessa tillfällen, då eleverna angrip problemet enskilt 
möjligen med någon hjälp av läraren, finns även beskrivna av Pólya (1945), Scho-
enfeld (1985) och Lester (1985) då de redogör för den första delen av problemlös-
ningsprocessen. Det inledande självständiga tänkandet kan även vara nödvändigt 
för att eleven i nästa fas ska kunna följa med i kamraternas lösningar och ha något 
eget att bidra med. Här uppkom tillfällen till matematiklärande då eleverna fastnade 
på mer matematiska frågor. De visste vad de ville ta reda på till skillnad från då de 
tolkade för att förstå problemet. Många frågor ställdes av lärarna för att uppmärk-
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samma eleverna på relevant information så som Lester (1985) anser att det ska 
fungera. Denna del av processen, då eleverna famlar sig fram och väljer strategi är 
även beskriven av Lester (1985) och Winsløw (2004). Ibland stöttade läraren och 
ibland blev det lotsning. Läraren lyssnade och gav ledtrådar och ibland fick eleverna 
konkreta förslag. För vissa elever kan sedan övergången till det egentliga lösandet i fas 
3 ske automatiskt medan andra elever behöver stöd utifrån. Så småningom började 
eleverna emellertid att söka efter olika strategier för att lösa problemet. Lester (1985) 
framhåller här att det är viktigt att läraren inte ger eleverna alla ledtrådar på en gång 
utan att de först får göra egna försök. I Japan (TIMSS 1997) arbetade eleverna med 
egna idéer innan de delade lösningar med sina kamrater. Det kan vara ett viktigt 
moment i problemlösningsprocessen, att få tänka själv och formulera egna frågor, 
att först få försöka lösa problemet själv, på det sätt som även Winsløw beskrivit i 
sin studie (Winsløw 2004). Det visade sig också att eleverna, då de arbetade med 
samma problem, drog nytta av att arbeta tyst och lyssna på de förslag och frågor 
som läraren gav till kamraterna. Enligt Hiebert (2002) är det också viktigt att lärare 
kan förutse hur elever kan komma att lösa problemet för att kunna följa upp deras 
lösningar på bästa sätt. 

Det förefaller vara avgörande för matematiklärandet om det förekommer en av-
slutande redovisningsfas eller inte under lektionen. Vid de lektioner där lösningarna 
redovisades hänvisade eleverna till detta tillfälle då de redogjorde för när de lärt 
sig. Elever som redovisade hade tydligen förmågan att beskriva vad de lärt sig och 
hur detta lärande skett samt kunde beskriva på ett sätt så att kamraterna förstod. 
I Japan (TIMSS, 1997; Stiegler & Hiebert, 1999; Winsløw, 2004) är redovisning 
av lösningar ett viktigt inslag i lektionen. I de klasser där det förekom redovisning 
verkade även eleverna ha de korrekta lösningarna klart för sig. De lärare som ut-
vidgade problemet genom att låta eleverna formulera egna problem skapade på så 
sätt ytterligare tillfällen till matematiklärande och till individualisering för de elever 
som arbetade snabbare. 

5.8.2 	Roller 

Lärarens roller skiftar under en lektion och det gäller för läraren att vara medveten 
om sina roller för att skapa tillfällen för eleverna att lära sig matematik. Schoen-
feld (1992) har ingående behandlat lärarens roller före, under och efter elevernas 
problemlösning, samtidigt som han motiverar varför läraren ska agera i de olika 
rollerna. En viktig roll för läraren, innan eleverna börjar arbeta självständigt, är att 
lyssna för att få veta om och i så fall hur eleverna uppfattat och förstått problemet 
samt att besvara elevernas frågor för att hjälpa dem att förstå problemet. 

•
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Schoenfeld (a.a) behandlar i sin beskrivning enbart lärarens roller, han nämner 
exempelvis inte att elever kan samarbeta, inte heller att läraren kan organisera för 
något sådant. I denna studie fanns flera exempel på samarbete mellan eleverna och 
även exempel på att lärarna organiserade för detta samarbete. Att diskutera med 
kamrater kan vara ett alternativ till att samtala med läraren. Vid dessa tillfällen fick 
läraren rollen som åhörare för att få insyn i vad eleverna hade för matematiska idéer. 
Även eleverna blev aktiva lyssnare då de var medvetna om att alla elever i klassrum-
met arbetade med samma problem, det blev intressant för dem att ”tjuvlyssna” på 
såväl kamrater som läraren. Dessa tillfällen skapades av läraren eller kanske snarast 
tilläts av läraren. 

När problemet väl är löst förefaller en av lärarens mest centrala och viktigaste rol-
ler vara att följa upp de olika lösningarna, att strukturera, jämföra utan att värdera, 
diskutera, dra slutsatser och generalisera utifrån de lösningar som eleverna presterat. 
Förmågan att generalisera har framhållits som ett viktigt mål med problemlösning 
(Schoenfeld 1983, Lester 1985). Mycket av detta lärararbeta handlar om hur lära-
ren organiserar för redovisningstillfället. Eleverna kan t.ex. behöva föra över sina 
lösningar till tavlan, blädderblock eller en OH innan redovisningen. Det är viktigt 
för alla elever att få se de alternativa lösningarna. I TIMSS videostudie (1997) skrev 
de japanska eleverna på lärarens uppmaning ner några av sina lösningar på tavlan. 
Läraren kunde sedan utgå från dem och tillsammans med eleverna jämföra och dis-
kutera lösningarna. Tillsammans med eleverna kan läraren formulera nya problem 
som anknyter till det ursprungliga problemet på det sätt som förekom i TIMSS 
videostudie (1997). Den sista uppgiften/rollen för läraren är att välja lämpligt sätt 
att följa upp de problem som eleverna själva formulerat. En uppgift som kan leda 
vidare till lektioner med nya problem. Det är också möjligt för läraren att efter 
redovisningen låta eleverna själva berätta vad de lärt sig och hur de lärde sig, en 
”metakognitiv” frågeställning som kan göra eleverna mer medvetna om vad de lär sig 
och hur de bär sig åt. En sådan frågeställning kan även göra eleverna ansvarstagande 
när det gäller det egna lärandet. 

5.8.3 	Ett rikt problem

Ett problem ska uppfylla sju kriterier (Taflin 2003) för att vara ett rikt problem. 
I denna studie fanns det ett flertal matematiska idéer som behandlades. Eleverna 
föreföll förstå problemet och kunde även arbeta med och se det som en utmaning 
utifrån sina olika matematiska förkunskaper. De kunde också arbeta med problemet 
på olika sätt och se samband mellan flera matematiska idéer. Det visade sig även att 
elever som förstått problemet matematiskt kunde formulera egna liknande problem. 
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Med denna studie som bakgrund finns det därför goda skäl att anta att problemet 
fungerade som ett rikt problem, ett problem som gav eleverna tillfälle till kreativt 
tänkande och spännande matematiska upptäckter. Det kanske viktigaste i denna 
process är att eleverna får förståelse för att matematik inte enbart handlar om räkning 
av algoritmiska rutinuppgifter i läroboken där alla elever använder samma metod 
för att komma fram till samma svar.

•
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7 	 Summary chapter 1.3
In the following paragraphs, I will describe how the four articles contained in the 
dissertation relate to each other. I will then briefly summarize the articles. The four 
articles appear in their original form in part two of the dissertation. 

7.1 	 The relationship between the four articles
In this dissertation, I have developed a framework to analyze and solve problems 
as well as a structure which describes how students learn mathematical concepts 
when they solve mathematical problems in school. The four articles are based on the 
central concepts which appear in mathematics, most especially in problem solving. 
These concepts are exemplified with empirical data.

In the course of writing this dissertation, I have had to make several changes: the 
seven criteria have been specified and the terms have been defined more exactly. 
The criteria for defining a problem as a ´rich problem´ have been included and 
are a central aspect of the dissertation. These criteria clearly express the goal – the 
knowledge - to which the actual problem solving process will lead. 

The criteria specified in the first article are tested by examples and empirical 
material in the second article. By showing examples of solutions devised by stu-
dents, it is possible to decide how the problems functioned as ´rich problems´ and 
which particular aspects of the problem must be clarified by the teacher. What will 
become particularly clear is that the differences in the student´s solutions as well 
as the teacher´s way to plan and implement the lesson are critical aspects of what 
and how students learn.

The third article explores more deeply the mathematical ideas which are expressed 
in the problem. I will first define the general as well as the specific mathematical 
ideas in order to analyze a solution and will then identify the ideas which are used 
by the students and the teachers when they solved the problem. In the course of 
solving the problem, the teachers as well as peers´ roles emerge and lead to the 
fourth article. 

The fourth article describes the process by which several individual students 
solve problems. I include as well several student –based descriptions of individual 
problem solving processes as well as the roles of both teachers and students in this 
process. In order to more actively describe the process of problem solving, I have 
divided the lesson into several phases.

To summarize: The four articles problematize what problem-solving can and 
should entail. This is done in the context of the attempt to describe ´rich mathe-
matical problems´ as well as to describe those aspects of problem that teachers must 
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be aware of. An important result of the study is the definitions and analytical tools 
that have been created to analyze the empirical data. These tools can be tested on 
any types of material collected from instruction in mathematics. 

7.2 	 Introduction to mathematical ´rich´ problems
In this article, I review the current literature in order to clarify and define the central 
concepts which are needed to deal with problem solving in school mathematics. 
The article concludes with several definitions and formulates the criteria needed to 
define a ´rich problem´. 

One of the goals of the curriculum is that in the process of solving problems, 
students are able to experience the beauty of mathematics as well as to feel some 
satisfaction in being able to solve a problem. Problem solving should also enable the 
students to develop their own creativity – to formulate and solve their own problems. 
´Problem solving´ is thus a central concept in the context of school mathematics; 
the problems which are to be dealt with are not simple or standard types but consist 
specifically and purposefully of problems with which the problem solver is unaware. 
The problem solver must thus develop the competence to interpret the problem 
and to understand what in fact must be solved. In order for a mathematical task/
assignment to be understood as a problem, the problem solver must want to solve 
the problem without necessarily knowing how this is to be done. The ´task´ will 
become a problem only when the problem solver makes a special effort to find a 
solution.

Current mathematics curricula are rife with arguments describing problem sol-
ving – both why and how students should proceed (Kilpatrick, 1985; Lester, 1983; 
Schoenfeld, 1985; Silver, Cai & Leung, 1985; Silver, 1995; Skolverket, 2000). One 
argument maintains that students must learn the actual problem solving process, 
that is, how one should deal with a problem with an unknown solution. Problem 
solving is also seen as a ́ spiritual exercise´, as an opportunity to participate in group 
work, as a means to clarify cognitive processes, and as a means to experience the 
relationship between mathematics and the ´real world´. 

In addition to the above, I would add that problem solving involves creative 
processes that are not directly related to instruction in school. Solving mathematical 
problems can contribute to the students´ ability to solve other types of problems. In 
the course of solving a problem, the student must be able to eliminate the factors 
which have nothing to do with the mathematical aspects of the problem. One of 
the most important aspects of problem solving is the opportunity to develop the 
ability to reason logically. This can occur by creating a discourse of mathematical 
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didactics. Such a discourse is essential in order to develop our thinking with regard 
to the teaching and learning of mathematics. 

The concept of ́ rich problems´ is not clear-cut but has different contents in dif-
ferent contexts. By studying the problems researchers have focused on and seeing 
how they have described these problems, we can conclude that ́ rich problems´ will 
have the following seven criteria: 

•	 The problem shall introduce important mathematical ideas. 
•	 The problem shall be easy to understand and all students must be able to work 

with it.
•	 The problem shall be experienced as a challenge, shall demand some extra 

efforts and shall be permitted to take time. 
•	 The problem shall be able to be solved in several ways, with several mathema-

tical ideas and ways of reasoning.
•	 The problem shall be able to initiate a mathematical discussion based on stu-

dents´ various solutions, a discussion which touches upon several mathematical 
ideas.

•	 The problem shall be able to function as a bridge-builder. 
•	 The problem shall generate new and interesting problems on the part of both 

students and teachers. 

7.3 	 Analysis of three problems 
In article two, I analyzed and examined three problems in order to determine whether 
they could function as ́ rich problems´ in a classroom situation, that is to say, whether 
they fulfil the seven criteria which were identified in the first article. I first examined 
the problems to determine whether they fulfilled the seven criteria and proceeded then 
to analyze the solutions to determine whether they fulfilled the criteria. The various 
solutions are thereby used to illustrate the theoretical analysis. The three problems are 
different and demand different mathematical knowledge on the part of the problem 
solver. In the theoretical analysis, examples of the problem´s specific mathematical 
ideas and how these reflect the general ideas are revealed. The particular solutions 
are then compared with the theoretical analysis. Based on this comparison, we can 
then discuss which of the criteria are fulfilled. Most important are the criteria which 
contain the mathematical ideas, the strategies which are used, whether and how the 
problem functions as a bridge between mathematical areas, and whether the problem 
expands mathematical knowledge. Finally, I discuss whether and how the problem 
will qualify as a ´rich problem´ for use in the classroom. 
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It became clear that several factors must be present for the problem to function in 
a classroom context. No doubt, the most decisive factor with regard to the formu-
lation of the problem is the teacher: s/he is aware of which mathematical ideas are 
to be dealt with. The teacher must also avoid giving the student tips which either 
replace or ignore the student´s ideas. Furthermore, the teacher must be aware of 
whether and how the problem functions as a bridge between several mathematical 
areas. This s/he does by examining the students´ several solutions. Finally, when 
new problems are formulated in joint discussions about mathematical ideas, stu-
dents´ solutions and classroom discussions will be decisive factors in determining 
the formulations of new problems. 

7.4 	 Mathematical ideas in the problem
In article three, I define and analyze mathematical ideas with focus specifically on 
those mathematical ideas which students and teachers used when they solved ´rich 
problems´. Some general as well as specific ideas are defined. The general ideas are 
the following: concept, procedure, conventions, formula and strategies. Moreover, 
I discuss how the students and the teachers used specific mathematical ideas in 
dealing with the rich probem of “slabs”. Problem of “slabs” requires the search for a 
general expression/formula which reveals the number of units needed to construct 
a certain figure. 

The result of the study showed that as they solved the problem, the students and 
teachers worked with a variety of specific ideas such as cutting paper, painting and 
drawing, recursion, setting up tables, looking for patterns, calculating areas, finding 
a rule, formulating a phrase with a letter as a symbol for a number, looking for a 
general expression, explaining proportions and using a formula. Some of the specific 
ideas were presented by the teachers, other by the students. Some of the ideas were 
accounted for and followed up by the teacher and the students on the board, others 
were specific ideas which the students mentioned but which the teachers were not 
prepared to follow up during the lesson. In those cases where the students suggested 
incorrect solutions, it was important that the teacher was aware of this and could 
correct the students. 

7.5 	 Occasions for learning mathematics
In the fourth article, I discuss the type of instruction which in some way deals 
with problem solving. I point out the roles which both students and teachers play 
in the several phases of the problem solving process and how these various phases 
and roles clear the ground for learning mathematics. Both the learning phases and 

•
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the learning occasions are defined. Phases are defined as periods of time which are 
naturally limited depending on the specific content; occasions are when a specific 
mathematical idea is dealt with. Several occasions appear in each phase. The article 
discusses the occasions when students and teachers can work with mathematical 
ideas, and when students can garner new knowledge. (See Vygotskys proximal 
zone, ZPD). 

One result of the study is that those lessons which contained several phases pro-
vided the students with more occasions to confront mathematical ideas and to deal 
with these ideas in several ways. Teachers could make suggestions which students 
could test either individually or with peers and which could then be followed up 
in front of the entire class. In those classes where there was no pause in the lesson, 
students had fewer occasions to be confronted with mathematical ideas. When there 
was no group discussion at the close of the lesson, students did not understand what 
the problem was about and left the classroom with incorrect or false ideas. The four 
teachers who took part in the study changed the problem in different ways and 
organized the lessons so that some classes had more occasions for learning and other 
classes had fewer. At different times during the problem solving process, it became 
clear that the teacher and the students played different roles – roles which affected 
how they would find a solution for the problem. The roles were outgrowths of the 
particular phase in the problem solving process. The teacher informed, supported, 
asked questions, answered questions, and led the discussion when the students re-
ported back to the class. The students listened, questioned, compared their solutions 
and formulated their own problems. 

During the several phases which the teacher planned, students had time to think 
for themselves, to converse with the teacher and classmates and to take part in class 
reviews. In this way, the teachers created greater variation in their instruction and 
indicated that there were several ways to deal with the problem. Students, on the 
other hand, had less time to sit quietly alone and count. In those classes where there 
were fewer phases, there was also less time for reporting back. Those lessons were 
over before all the students had understood the mathematical ideas and in some 
cases students had solved the problem incorrectly. 
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Bilaga, intervjufrågor Högstadiet 

Lärarintervjufrågor före lektion:

1. 	 Vad ska du göra idag?
2. 	 Varför har du valt att lägga upp problemet på det sättet
3. 	 Hur stämmer arbetet med kursplan och läroplan?
4. 	 Vad har du tänkt att dom ska få ut av uppgiften?
5. 	 Hur har du planerat upplägget på lektionen, ditt agerande och elevernas 

arbete?
6. 	 Vilka hjälpmedel har eleverna?
7. 	 Hur passar uppgiften in i ditt ordinarie arbete?
8. 	 Kommer eleverna att arbete enskilt eller i grupp?

Lärarintervjuer efter lektion, stimulerad återblick med kompletterande 
frågor till videon:

1. 	 Hur tycker du att det gick? Vad tänkte du att den här lektionen skulle gå ut 
på, matematiskt?

2. 	 Var det några elever som överraskade dig?
3. 	 Var det något särskilt på lektionen som du vill nämna?
4. 	 Vad var det bästa med den här lektionen?
5. 	 Är det något särskilt inom kursplanen som du fokuserat på under den här 

lektionen?
6. 	 Om du gjorde om den här uppgiften hur skulle du göra då?
7. 	 Vad lär du dig av eleverna?
8. 	 Hur gör du om eleverna misslyckas?
9. 	 Har eleverna någon rädsla för det tekniska? (i klassen där eleverna arbetade 

med datorer)
10. 	Hur hade du gjort om eleverna blivit färdiga för tidigt?
11. 	Var det många elever som behövde hjälp?
12. 	Vad tyckte eleverna om arbetet?

Stimulerad återblick med elevgrupper:

1.	 Hur uppfattade du/ni lektionens uppläggning? Lektionens upplägg
2. 	 Vilken var din/er egen arbetsinsats? Elevens egen insats
3.	 Vilken insats tycker du/ni att läraren gjorde? Lärarens insats
4. 	 Vilken insats tycker du/ni att dina kamrater gjorde? Kamraternas insats
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5. 	 Vad tyckte du/ni om uppgiften? Uppgiften
6. 	 Vad uppfattade du/ni som matematik? Lektionens matematiska mål
7. 	 Var det något som överraskade dig/er? Överraskningar och aha
8. 	 Övrigt

Kliniska intervjuer år 7 vt 02 nr 4 H7D (Efterintervju med elever)

1. 	 Gå igenom den tidigare intervjun. (Inte elev)
2. 	 Vilken är lösningen till det givna problemet? Varför?
3. 	 Berätta om hur du arbetade med det. Hur kom ni på svaret 315?
4. 	 Hur räknar man enklast ut 20 % av en summa?
5. 	 Vilka tal är delbara med 3 resp 5?
6. 	 Vilket tal måste antalet elever vara delbart med? Varför? (Se ovan punkt 

2.)
7. 	 Vem gjorde mest för problemets lösning?
8. 	 Hur ska ert eget problem lösas?
9. 	 Vilket tal måste antalet elever vara delbart med? Varför?

Kliniska intervjuer år 7 vt 02 nr 4 H7B (Efterintervju med elever)

1.	 Gå igenom den tidigare intervjun.
2. 	 Vilken är lösningen till det givna problemet? Varför?
3. 	 Berätta om hur du arbetade med det?
4. 	 Hur räknar man enklast ut 20 % av en summa?
5. 	 Vilka tal är delbara med 3 resp 5?
6. 	 Vilket tal måste antalet elever vara delbart med? Varför? (Se ovan punkt 

2.)
7. 	 Om ett tal är delbart med 4 och 6, vad är talet då delbart med?
8. 	 (Elev) Vad använde du miniräknaren till?
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