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Abstract

The general purpose of this dissertation is to define and explore what
mathematical problem solving entails. Seven criteria for rich problems will also
be formulated. Rich problems are defined as problems which are especially
constructed for mathematics education in a school context. The first part of
the dissertation presents a sketch of what mathematical problem solving can
entail in the teaching and learning process. The second part of the dissertation
is a presentation and analysis of two ‘rich” problems. The analysis points out
where mathematical ideas - concepts, procedures, conventions, strategies and
formulae — appear in a problem solving process. The dissertation concludes with
examples of the ways in which pupils and teachers together create occasions to
utilize accepted mathematical ideas as well as the new range of ideas they devise
in order to solve the problems. The concept of ‘rich problems” enables pupils
with different mathematical backgrounds and capabilities to work with the
same problem and solve it with various mathematical ideas. Research methods
have included video- and audio recordings, stimulated recall with pupils and
teachers, interviews and pupils drawings.

Keywords: Mathematics, problem-solving, rich problem, teacher, instruction,
learning, mathematical ideas, occasions.



Personligt forord

En orsak till att denna studie éverhuvudtaget har blivit gjord 4r min nyfikenhet
pa ldrares undervisning och elevers lirande. Ett sitt f6r mig att fi veta mer har
varit att sjilv prova olika sitt att undervisa, att utsitta elever och studenter for
olika matematikproblem, ett annat att lisa bocker och artiklar, under senare
dr dven manga avhandlingar och forskningsrapporter. Lisandet har genererat
nya tester pd mina elever och studenter. Mycket har jag blivit tvungen att
dndra uppfattning om under dessa ar. Alla ni som har blivit utsatta fér mina
utprovningar, ursikta mig! Idag tror jag att jag vet betydligt mer om vad jag
hiller pd med. Genom denna avhandling 6nskar jag att lirare i matematik ska
inspireras att erbjuda sina elever en spinnande undervisning, en undervisning
som utgdr frin elevernas egna matematiska tankar, men samtidigt en
undervisning som vilar pa bide vetenskaplig grund och beprévad erfarenhet.

Nigra sirskilda forvintningar och krav frin min familj har jag aldrig haft. Dock
minns jag hur min mormor berittade fér mig att hon sig upp till lirarna i skolan
och neg f6r dem. Hon ville att det skulle bli ndgot annat av mig. Skolan var moj-
ligheten att bli nigot genom att vara duktig flicka och géra sitt bista. Matematik,
fysik och naturvetenskap var det som tidigt utmanade mig, det var svart. Kinslan
av en godkind tenta var fantastisk dven om det ibland behovdes flera tentamens-
tillfillen for att klara av den. Om matematiker uppfattas som personer med gott
sjlvfortroende sd kan ju det bero pd att de tagit chansen att klara av det som av
andra uppfattas som svért.

Efter en avslutad fil. kand. och med sma barn hemma var det f6r mig enklast att
ta ett vikariat i skolan 4ven om jag inte alls hade tinkt mig att bli lirare frin bérjan.
Jag minns hur nervos jag var nir jag hade min forsta klass i Trollhdttan men idven
att jag borjade trivas med eleverna och kinde att jag kunde utvecklas. Tillbaka i
Goteborg bestimde jag mig for att satsa pa lirarutbildningen. Redan frin bérjan
var matematik ett utmanande dmne att undervisa i. Nir jag kom till Falun fick jag
s4 smningom en tjinst pi gymnasiet med enbart matematik, nu rickte tiden till
att gora laborationer i matematik. P4 mitt arbetsrum stod en rullvagn med material
och uppgifter i matematik dd mina kolleger hade sina rullvagnar med fysiklabo-
rationer. Hir fick jag utmaningar di flera av de elever som valt praktiska program
aldrig tidigare blivit undervisade i stérre grupper. Hur planerar man d undervisning
i grupper dir vissa elever hade forstitt matematiken och andra elever inte trodde
sig om att kunna prestera nigot alls. Under denna tid fick jag dven majlighet att
arbeta inom lirarutbildningen och funderade mycket éver den verklighet som mina
lirarkandidater skulle komma att méta. Hur planerar man sd acc "elever fir tilltro
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till sin formdga och utvecklar en matematisk kompetens”som det sd vackert star i kurs-
planen? Studenterna fick bland annat spela in lektioner under sin praktik (VFU).
Under somliga av lektionerna kunde man se att eleverna och lirarna upplevde ar-
betsgliddje. Det visade sig att i de fa fall nir eleverna inte ville avsluta lektionen utan
ville arbeta vidare alltid handlade om problemlésning med otraditionella uppgifter.
Detta medférde att mina studenter pa lirarutbildningen i Falun tidigt sjilva fick
arbeta en hel del med problemlssning. Frin borjan uppfattade vi nog detta arbete
som ndgot utdver det liroboksstyrda traditionella matematikarbetet men med tiden
insdg vi att det var problemlésningen som var huvudsysslan och firdighetstriningen
blev komplementet. Det var viktigt att alla elever fick l6sa problem eftersom de dd
ofta fick ett 6kat intresse f6r matematik. Vi (Rolf Hedrén, Kerstin Hagland och
jag) lirarutbildare i Falun bildade ett team, vi gjorde kurser, startade forsknings-
projeke (RIMA 1) och utvecklingsprojekt (RIMA 2), skrev artiklar (bland annat i
Nimnaren) och en inspirationsbok (Rika matematiska problem - inspiration till
variation), presenterade virt arbete pd konferenser (MADIE, NORMA, PICME
etc.) och utbildningsdagar (biennaler, biennetter, Mullsjo, NCM, Skolforum, Natur
och Kultur, SMDF m fl.)

Att skriva en avhandling for akademin har jag nog egentligen aldrig tinkt mig
men att skriva nigot som kan inspirera lirare att utveckla sin egen undervisning
for att skapa en lirande miljs for alla elever har varit ett brinnande intresse f6r mig.
Hur gér man detta pa ett vetenskapligt sitt? I denna avhandling formuleras och
testas dirfor olika strukturer som verktyg for att analysera klassrumssituationer dir
problemlésning férekommer.

Det som jag har lirt mig under alla dessa ar av nyfiket sokande efter svar pd
mina forskningsfrigor #r att man aldrig sa sikert kan veta. Vi har véra forutfat-
tade meningar om det mesta och vi vill ofta hellre fa bekriftat vad vi redan tror
in dndra uppfattning och inse att vi faktiskt inte alls visste hur det forhéll sig. En
annan viktig sak som jag lirt mig ir att kursplanerna forindrats sen jag utbildade
mig till lirare och att ingen lidrobok i virlden ensam kan anvindas fér att uppfylla
kursplanens mél eller ge en elev de hogsta betygen. Det ir inte heller mojligt att
endast via skriftliga prov bedéma en elevs kunskaper i matematik, det behvs dven
muntliga beddmningar for att eleven ska ges maojlighet att visa vad den kan. Min
forskning har ocksé lirt mig att ingen av de lirare som jag haft formanen att arbeta
med kunde beskriva sin egen undervisning komplett, inte heller var det méjligt for
mig att forstd allt som skedde i klassrummen under alla de timmar som vi videoin-
spelade lektioner och intervjuade véra informanter. Det mesta som jag har forstdct,
och det dr en mycket begrinsad del av data, har jag fitt ligga ner minga timmar av
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analys pa. Jag har mist bestimma mig for en enda friga i taget och soka i data for
act fA trdff nir svaret har dykt upp. Det hiinde ganska ofta att ndgot inte var som
jag tinkt mig eller som liraren sjilv beskrev det. Manga intressanta upptickeer har

jag gjort som ni fir ldsa om i den kommande texten.
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Tack

Att jag blev doktorand kan jag tacka min tidigare chef pd Hégskolan Dalarna Gun-
nar Olsson for d& han lade en blankett i mitt fack och uppmanade mig att séka som
doktorand i den nystartade gruppen i Umed 1995. Direfter har jag haft stéd frin
min egen hégskola for att fi mojlighet att genomféra detta arbete.

I en avhandling ska man tacka alla dem som pa ndgot sitt bidragit, medvetet
eller omedvetet, till att avhandlingen skapats. D4 min licentiatavhandling var klar
var det manga som uppvaktade. Tack ni betyder massor! Det finns minga som har
haft stor betydelse utan att sjilv veta om det, ndgon sa "det ir aldrig for sent”, en
annan “jag vintar pd att fi lisa din avhandling”, en tredje ” blir du aldrig klar snart”
vilket uppmuntrat mig till att fortsitta. P4 min arbetsplats har jag alltid kiint stod,
forvintan och inspiration. I det slutliga revideringsarbetet har Karin Wallby gjort
en stor insats. Att hir ta upp alla namn pé personer som haft betydelse for att detta
arbete skulle bli avslutat vore inte riktigt, tink om jag skulle rika missa nigon,
eftersom ni alla varit viktiga.

Handledare har jag haft stort behov av. Utan Hans, Johan, Rolf och Kerstin hade
det med all sikerhet inte blivit ndgon avhandling. Ibland har jag gett upp men andra
ginger har jag kiint mig utmanad av motgingarna och arbetat vidare, alltid har jag
fite ert stod for att fortsitta! Forskarvirlden ir tuff och full av konkurrens, det gil-
ler att prestera, att vara forst och att vara om inte bist sd dtminstone bra. Det har
funnits tillfillen d jag kiint att jag inte hér dit/hit och kiint mig utanfér men da har
mina handledare fungerat som en stodjande “storhjirna” och hjilpt mig att tolka
mina egna tankar och lett in tankarna pa nya diskussioner och fragestillningar. Jag
har lovat mig sjilv att ta med den erfarenhet jag fétt s3 att jag bittre kan finna min
egen roll gentemot dem som arbetar med egen forskning, oberoende av om det ir
ett mindre eller storre arbete. Tack for att ni stétt och utmanat!

Informanterna ir en stor grupp i min forskning och min avhandling. Alla
mina egna elever, mina lirarstuderande, mina lirare i fortbildningskurser och
sjalvklart de lirare och elever som deltog i RIMA 1-studien har bidragit till detta
arbete. Ett stort tack for att ni stillt upp, ibland medvetet och frivilligt, ibland
omedvetet.

Arbetskamrater har en speciell roll i mitt liv. Till min arbetsplats cyklar eller gér
jag nir kroppen mdste rora sig och skrivandet och lisandet blir for anstringande.
P4 jobbet trivs jag, dir planeras kommande kurser, skrivelser, utvecklingsarbeten,
handledning av studenter, foreldsningar och seminarier. Alla mina arbetskamrater
dr fantastiske inspirerande och finns i en miljo dir alla tankar ir tillitna och dir
samtalsklimatet 4r 6ppet och respekterande.



Viinner ir en stor grupp for mig. Det dr en formdn att i vuxen alder £2 "systrar”
som alla ingdr i ett internationellt nitverk, att £ vara en ”bld nunna”, en av ”sju stjir-
nor”, och en av dem som fir f6lja med pa cykelsemester, "kroresa” eller julskyltning
i Danmark. T4nk att f2 bli inbjuden till skogsrojning eller trallspikning, husbygge
eller annan fysisk uppbyggnad. Att bli inbjuden till bokrelease, teaterférestillning,
hedersdoktorspromotion eller doktorspromotion, dven om det ibland varit néd-
vindigt att tacka nej dr det en idra. Tack for all avkoppling som varit nédvindig for
inspiration och éverlevnad.

Familjen som bestdr av mannen, barnen och deras familjer, min mor och far, ir
det allra viktigaste jag har, ursikta mig alla andra! Min familj vixer hela tiden med
nya stora och sm& minniskor. Det 4r underbart att i vandra med en liten hand i
sin och plocka bir i en mugg, att ligga pd mage pa bryggan och meta krabba, att
plocka svamp och dka skidor eller bara sitta och lisa i en bok eller ibland ”bara
vara’. Tack for att ni finns!

Innehall

Denna studie bestdr av fem delar, en inledande 6versikt (kappa) och fyra artiklar.
Oversikten sammanfattar avhandlingen i sin helhet och behandlar de fyra artiklarna
som en sammanhéllen enhet. De tv4 forsta artiklarna utgér tillsammans licenti-
atavhandlingen. Forsta studien, Introduktion till matematiskr rika problem, ir en
licteraturstudie for att klargora centrala begrepp for problemldsning i matematik.
I den andra studien, Analys av nigra problem, undersoks tre problem matematiske.
Analysen bestdr av en teoretisk genomging med exempel pa reella losningar, vilka
anvinds som illustration till den teoretiska genomgangen. Tredje studien, Matema-
tiska idéer i problemet, visar exempel pd vilka matematiska idéer fyra lirare och deras
elever arbetar med dé de loser ett visst problem och hur de behandlar dessa idéer.
Den fjirde studien, Tillfillen till matematiklirande, visar exempel pa vilka tillfillen
till matematiklirande som kan uppkomma under fyra olika lirares lektioner kring ett
och samma problem och elevers och lirares roller under lektionernas olika faser.

VI



Innehallsforteckning

1

3

OVELSIKE cvvevieiieeieie ettt 1
1.1 Introduktion ..o 1
1.2 MEtod ...c.ooviiiiiiiiiiiccc s 4
1.3 Sammanfattning..........cccoevviiiiiiiiiiiiii s 10
1.4 Slutsatser och diskussion .........coccoveoveirininciiinncccce 14
Introduktion till matematiske rika problem...........ccccccoiiniiiiinni. 21
2.1 Inledning ....c.coveuivieiiniiiiiiiiiciece e 22
2.2 Styrdokumenten och problemlsning..........cccoceeiiviiiciiinincinnne. 23
2.3 SYETC. i 24
2.4 MEtOd .ttt 24
2.5 Diskussion av nigra viktiga uttryck ........cccccovvreiininiiciniiccne 25
2.6 Litteraturgenomgang..........cevueieiiuiniiiiiniciiiieenicsie e 31
2.7 SlutdisKUSSION c..evivenieiieiiriiieiee e 54
Analys av ndgra problem ..........cccocciviiniiiiniiiiniie 59
3.1 Inledning .....c.covviiiiiiiiiiiiiiiii s 59
3.2 Bakgrund ........cccoviiiiiiiiii 60
3.3 Matte — NOT — en presentation.........ccceeueveeeeininieniiiininenienieseenne. 61
3.4 Syfte och frigestallning...........coeveiiiniiiiiiiniie 64
3.5 ANalys ..o 66
3.6 Teoretisk GENOMEANG......c.ovviviriiiiiiiiiiicieccec e 66
3.7 Losningsexempel .......cuvueuiriiiirieuiniiiiinicictee e 69
3.8 Sammanfattande diskussion av problemet...........cccccooviiiiiini. 70
3.9 Presentation av problemen .........cccccoviieiireiniiiiniiniicee 70
3.10 Sammanfattande analys med diskussion .........c.cccceeveniiinncincnnee 92
Matematiska idéer i problemet..........ccuvveirieiniieninininiinicrccceee 97
4.1 Inledning ..o 97
4.2 Bakgrund. ... 99
4.3 Matematiska reSonemang............cceeveuerieinieenineeninreninieeneeseeeeneeeen 109
4.4 Angrinsande Studier..........ccooeiiiiiiiiiiiiiii 110
4.5 Syfte och frigestallningar........cccoccevveiniiiniiiininiiinccce 116
4.6 Metod......oviiiiiiiiii 116
4.7 Problemet Stenplattor ..........cccoovieuiviiiiiiiiiiiiiici 122
4.8 Resultat och lokal analys ........cccccooiiniinniiii, 126

Vil



4.9 Lokal analys, samband mellan specifika idéer ..........cccoovriininininnes 149

4.10 Global analys, generell behandling av matematiska idéer................. 155
4.11 Hur behandlades de idéer som uppkommit?..........cccovueiviininnnn. 158
4.12 RefleKtioner ....covevveiiiieiiiirieicee e 161
5 Tillfillen till matematiklarande ........ccoceverieiiiininininieeee 165
5.1 Inledning .....c.coeuiiiiiiiiiiiiiiiiii s 166
5.2 Bakgrund ........cccooiiiiiiiiiii 168
5.3 Syfte och fragestillningar...........ccocoviiiiiiiiiiiii 180
5.4 MetOd ... 181
5.5 Problemet .......ccocueuiiiiiiiiiiiiiiii 185
5.6 Lokal analys av tillfallen .......c.ccoevenineniiiiiniicieceeeeee 188
5.7 Global analys och diskussion av tillfallen..........ccocceneviniinncnnene 213
5.8 Reflektioner .......c.cooviiiiiiiiiiiiiiiiccc 222
6 Referenser ....c.ccuiuiiiiiiiiiiiiiicc 227
7 Summary chapter 1.3 . ..ccoiiiiiiiiiiciccc e 235
Bilaga, intervjufrdgor Hogstadiet........coueueuiiniiiiiciniiiccciccccnecccne 241

VIII



1  Oversikt

1.1 Introduktion

Hir presenteras studiens frigestillningar och vissa aspekter pa teorier som studien
vilar pa.

1.1.1 Forskningsfragor

Via litteraturstudier besvaras i den forsta artikeln féljande fyra grundliggande fri-
gestillningar (de terges hir s som de ir formulerade i artikeln): Vad ir problem-
16sning och hur ser olika forskare p& den, varfér och hur ska elever 16sa problem,
vilka andra aspekter finns det pd problemlésning samt slutligen vad menar olika
forskare med “rika problem”? Begreppen problem och problemlésning visade sig
vara flitigt anvinda i litteraturen men de var ofta odefinierade som begrepp. Den
definition som Lester (1983) formulerat valdes att gilla dven for detta arbete. Lit-
teraturen inneholl gott om motiv for att elever ska 1sa problem och det var dven
ldte att finna andra aspekter p& problemldsning, vad det gir ut pd och hur man kan
forhélla sig till problemldsning. Det visade sig ocksa att begreppet rika problem gick
att dterfinna i litteraturen men det var svirt att hitta specifika definitioner. Detta
ledde till att sju kriterier for rika matematiska problem formulerades.

Efter det att kriterierna for rika matematiska problem hade formulerats préva-
des de pd empiriska data och ett antal elevldsningar analyserades med avseende pd
huruvida ett tinkt "rikt problem” fungerade som ett sddant for eleverna. De tvd
fragestillningar som besvarades i den andra studien blev dirfor: Hur vil uppfyller
de valda problemen kriterierna och vilka forutsittningar har problemen att fungera
som rika problem i undervisningen? Elevlésningar till tre olika problem undersoktes.
Resultatet visade pa vilket sitt kriterierna uppfylldes nir det gillde de matematiska
idéer och strategier som behandlades, hur problemet fungerade som en brygga mel-
lan matematiska omriden och hur/om problemet kunde leda till en utvidgning av
matematiska kunskaper.

Fortsittningen blev sedan att utgd frin det forsta och kanske viktigaste av de sju
kriterierna for rika problem: Vilka matematiska idéer anviinder sig lirare och elever
av nir de arbetar med ett matematiske rikt problem och hur behandlar lirare och
elever de matematiska idéer som uppkommer frén lirare och elever? Detta behandlas
i den tredje studien. Resultatet av studien visar att elever och lirare under lgsandet
av problemet arbetade med en mingd olika specifika idéer, vissa presenterades av
ldraren, andra av eleverna.



I den avslutande fjirde studien behandlas frigestillningarna: Vilka tillfillen till
matematiklirande kunde uppkomma under olika faser av en lektion kring ett tinkt
rikt problem, vad var typiskt for dessa tillfillen, vilka roller kunde lirare och elever
ha under dessa tillfillen och hur kunde de utnyttjas? Resultatet visar att tillfillen
till matematiklirande uppkom under lektionens alla faser. Exempelvis var lirarens
sdtt att presentera problemet och lirarens sitt att avsluta lektionen sddana hindelser
som visade sig betydelsefulla i ssmmanhanget. Bide lirare och elever anvinde sig
av ett brett spektrum av roller.

1.1.2 Aspekter pa teorier

Ett dilemma nir man forskar i matematikdidaktik #r att disciplinen kan upple-
vas som en bastard mellan det matematiska-naturvetenskapliga synsittet och det
humanistiska-samhillsvetenskapliga synsittet. Inom matematik undersoker man
det gediget matematiska, med Sverenskomna strikta definitioner som grund for
forskningen. Inom didaktik undersdker vi sddant som lirande, organisation av
undervisning samt lirares och elevers roller, sidant som det inte ir lika enkelt att
ha exakt samma uppfattning om eftersom den didaktiska forskningen oftast inte
har lika strikta definitioner som grund for sin forskning,.

Enligt Niss (2007) ir det inte helt klart vad som menas med termen "teori” nir det
giller matematikdidaktisk forskning. Inte heller star det klart var teorierna kommer
ifrin, hur de utvecklats, vilken bas de har. Detta, menar han, ir inte alls forvinande
eftersom matematikdidaktik linat sina teorier frin si manga andra vetenskapliga
discipliner: matematik, psykologi, antropologi, sociologi, filosofi, pedagogik osv.
Men denna oklarhet dr problematisk eftersom det bland annat kan uppfattas som
att forskning om matematikundervisning som ett medel att informera och influera
yrkesverksamma vilar pd allt annat 4n fast grund. Han menar att vi sjilvklart behover
ett visst, forstindigt urval av importerade teorier till vart forskningsfilt, sidana som
har nagot viktigt att erbjuda, men att enbart matematikdidaktikens egna forskare
besitter den nédvindiga méingfasetterade kunskap som kan ligga till grund for
teorier som ir rika nog att ticka filtet i hela sin komplexitet. Han menar att det
dr osannolikt att vi nigonsin kommer att skapa ett enda teoretiskt ramverk som
ticker hela vért forskningsfilt, eftersom det har varit majligt att skapa meningsfulla
underteorier for varje omrade vi har tagit oss an. Han anser att vi méste utritta en
hel del seriost arbete i syfte att komma &t de olika viigar som kan leda fram till ett
rittfirdigande av vért forskningsfilt som den humanistiska eller naturvetenskapliga
disciplin som vi alla tror att det ir eller borde vara. Niss (a.a.) anser vidare att ett
synnerligen viktigt resultat av denna vér strivan, dven pd kort sike, skulle kunna



utgoras av en mycket mer omfattande och bittre verktygslida 4n den vi har tillginglig
nu, med skarpa verktyg for kritiska analyser av forskningsresultat av allehanda slag.
Detta skulle i sin tur kunna hjilpa till att hja graden av reflektion och medvetenhet
i forskningsfiltet. Ett ganska omedelbart resultat av detta skulle kunna bli bittre
forskning, menar han.

Aven Lester (2005) forefaller vara av samma mening. Han menar att forsknings-
verktyg 4r den mingd idéer, principer, samférstind eller regler som utgor basen
for eller utkastet till nigot som sedan blir mer fullstindigt utvecklat pé ett senare
stadium. Han ser detta ramverk som en byggnadsstillning som kan ge en struktur
for hur man kan faststilla begrepp och utforma forskningsstudier. Av sirskild vikt
for begreppsliga ramverk ir att £ beteckningarna forklarade och faststillda. Enligt
hans erfarenheter dgnar sig matematikdidaktiska forskare oftare at att dstadkomma
goda “forklaringar” och mer sillan 4t att rittfirdiga varfor de gor som de gor och
varfor deras forklaringar och tolkningar kan ses som rimliga. Han menar vidare att
vi alla 4r "méngfixare” som fiskar upp idéer frin en mingd olika teoretiska killor
i syfte att de ska passa vira mdl, vi borde istillet striva efter att inte bara férdjupa
vér grundliggande forstielse for matematiklirande och matematikundervisning.
Idéerna borde ocksd utrusta oss med praktisk visdom om problem som angir
verksamma lirare.

I denna studie har litteraturstudierna framfér allt fitt rollen som underlag for
arbetet med att forsoka skapa ett sidant ramverk som skulle kunna strukturera och
rittfirdiga de fortsatta studierna. I arbetet med att frsoka skapa en verkeygsldda
for analys och reflektion i de fortsatta studierna, ingick att faststilla definitioner for
en mingd olika begrepp samt verktyg for att si vetenskapligt korrekt som majligt
kunna sortera och beskriva olika skeenden i klassrummet under de lektioner som
foljdes. En sddan definition 4r den som ror rika matematiska problem. Formule-
ringen av de sju kriterierna ir ett exempel pa hur man kan tinka om problem som
man vill ska ge goda forutsittningar for elever att lira sig matematik. For att gora
det majligt att identifiera matematiska idéer faststilldes definitioner av generella och
specifika matematiska idéer, definitioner som sedan kunde tillimpas f6r att sortera
empiriska data. Via litteraturstudier definierades lektionsfaser f6r att det skulle vara
méjligt att strukturera data frin lektioner och finna de tillfillen di matematiska
idéer behandlades.

En annan viktig aspekt pa teorier som ligger till grund for detta arbete ir de
overgripande teorier som behandlar synen pa elevers lirande och hur detta lirande
kan relateras till lirares undervisning. Konstruktivismen ir en sidan teori som inspi-
rerat detta arbete. Den betonar elevens egen konstruktion av kunskap och beskriver



lirarens uppgift som att skapa lirandemiljoer (Lendahls & Runesson, 1995). De
sociala faktorerna i klassrummet har behandlats av Bjorkqvist (1998) som betonar
det interaktionistiska perspektivet som ett komplement till det rent konstruktivistiska
perspektivet, dvs. elevernas samtal och samarbete som en viktig faktor i lirandet.
Nakahara & Koyama (1998) beskriver elevers kunskapskonstruktion d& de lir
genom att gora upptickter och lésa problem, en faktor som ir sirskilt viktig vid
problemldsning da det 4r en del av utmaningen att inte ha en firdig metod. Mason
(2000) behandlar lirarens betydelse for att ge eleven méjlighet till lirande genom
att erbjuda uppgifter/problem/frigor. Watson & Mason (1998) betonar att det ma-
tematiska tinkandet utvecklas med de ritta frigorna. Samtliga dessa Gvergripande
teorier bildar en grund for detta arbete. I denna studie har rika problem anvints som
en utgdngspunkt for att forsoka skapa lirandesituationer dir interaktioner elev-elev
och elev-lirare ska kunna leda till att eleverna utvecklar (konstruerar) insikter i ett
antal centrala matematiska idéer.

1.2 Metod

I detta kapitel diskuteras val av metoder och beskrivning av genomférda metoder,
samt tillforlitlighetsfrigor, urvalsfrigor och de etiska verviganden som gjorts. Me-
tod definieras som ”planmiissigt tillvigagingssitt for att uppnd visst resultar” (Svensk
ordbok, 1986). Valet av sdvil forskningsfriga som metod uttrycker forskarens sitt
att vara, tinka och se pd virlden enligt Annells (1996). Forskningsfrigan blir den
som styr valet av forskningsmetod.

1.2.1 Metoddiskussion

Metoden for att finna svar pé forskningsfrigorna har férutom litteraturstudier varit
filtstudier och fallstudier. Den forsta artikeln ér en litteraturstudie som avgrinsar
forskningsfiltet och formulerar kriterier f6r rika matematiska problem. Den andra
studien testar kriterierna pa tre utvalda problem for att undersdka om de ir rika
samt undersoker deras férutsittningar for att fungera som rika i undervisning. I
den tredje studien formuleras definitioner pd matematiska idéer savil generella som
specifika for att utifrin den definitionen analysera empiriska data. Den fjirde studien
definierar vad faser och tillfillen dr under en lektion f6r att vid analys av data finna
tillfdllen dd matematiska idéer behandlas. For att f3 veta hur olika forskare ser pa
problemlésning och vilka motiv de ger for att elever ska dgna sig &t problemldsning,
vilka olika aspekter det finns pa problemlésning och slutligen fi reda pa vad forskare
menar med rika problem valdes litteraturstudie som metod. Litteraturstudier var hir
ett givet val, sirskilt som frigan skulle besvaras med ett internationellt perspektiv.



Redan i det inledande arbetet, vid avgrinsning av forskningsfragan var det proble-
mets mojligheter for att skapa forutsittningar for elevens lirande i matematik som
var i fokus. For att fa svar pi forskningsfrigan s valdes en datainsamlingsmetod
som tog med si mycket data som mdjligt, data frin sivil elever som lirare (se da-
tainsamlingsmetod nedan). Syftet med studien har hela tiden varit att underséka
problemlésning och di sirskilt problem som har matematisk potential.

Metoder i studie ett och tva

Den férsta studien ir en litteraturstudie, i vilken jag har sokt litteratur utifrin mina
avgrinsningar och mina forskningsfrigor. Senare internationell forskning har visat
att den sociala aspekten spelar en viktig roll (Jaworski 2000). Detta kan uppfattas
som att undervisning i problemldsning till viss del ir sociokulturell d.v.s. paverkas
av den kultur man befinner sig i och den undervisningstradition som “mnet har.
Dirfor dr mycket av den litteratur som jag refererar till svensk. Vad giller utlind-
ska forfactare har jag list artiklar och bécker som behandlat mina frigestillningar.
Dessa har till storsta delen funnits i samlingsvolymer eller som bocker. Exemplel
pa tidskrifter som studerats dr Educational Studies in Mathematics och Journal
for Research in Mathematics Education, Nimnaren och NOMAD. I databaserna
EBSCOHOST, ERIC och LIBRIS har anvints olika kombinationer av sokorden
mathematics, problem-solving och rich problems. Vid litteraturgenomgangen har
jag, utifrin mina frigestillningar, forsoke ta reda pa vilka begreppsdefinitioner som
forekommit samt forskarnas egna val av uppgifter/problem. Jag har vidare forsoke
finna vilka argument som har férts fram for att elever ska losa problem. Dessa har
handlat om matematiska mal eller andra aspekter av problemlésning. Andra aspekter
kan ha varit mer indirekta foljder av arbetet med att lsa problem. Vidare har jag
sokt efter mél som har formulerats for arbetet med problemlssning och om det ér
mojligt att formulera kriterier for att vilja problem sé att dessa mél uppfylls.

Den andra studien behandlar tre utvalda problem. De sju kriterier som formule-
rats i artikel ett provas mot problemen. Detta sker genom att problemen undersoks
teoretiskt och redovisas med autentiska l6sningar. Metoden kan i forsta hand be-
skrivas som en deduktiv metod dir den teoretiska genomgingen av problemen ger
16sningar som gor det mojligt att identifiera matematiska idéer och representationer
i de empiriska losningarna. Alla sju kriterier f6r rika problem diskuteras, dvs. ocksd
hur problemen kan anpassas s att de fungerar for olika elever, om problemet kan
fungera som en brygga mellan olika matematiska omréden och om problemet kan
utvidgas och pd det sittet leda till nya intressanta problem.



Metoder i studie tre och fyra

I artikel tre och fyra besvaras frigestillningarna via analysverktyg skapade utifrén
litteraturstudier. Dessa analysverktyg tillimpas pa empiriska data. Informanter 4r
lirare och elever som deltagit i en tredrig longitudinell forskningsstudie Rika pro-
blem i matematikundervisningen (RIMA). Data kommer frin fyra klasser frin tvd
skolor och deras lirare som f6ljdes under skoldren 7, 8 och 9. Under dessa tre &r
fick eleverna tillfille att arbeta med totalt tio rika problem. Problemet Stenplattor
behandlas i den tredje studien och problemet Hégstadiet i den fjirde.

De lirare som deltog i projektet var valda s att de representerade olika lirarbak-
grund. En ldrare var 60 ar och tre var i 40-arsdldern och den femte var ca 30 r. Det
var tre min och tvd kvinnor med olika utbildningar och skolerfarenheter. Tre av
lirarna hade dven varit handledare for studenter (blivande lirare), en erfaren manlig
larare slutade och ersattes av en nyutbildad manlig lirare i samma &lder. Alla fem
deltog frivilligt och hade tidigare visat intresse fér utveckling av matematikunder-
visning. Den ena skolan lag i en storre titort och den andra i ett mindre sambhiille.
Féljande insamlade data undersoktes:

* Lirares samtal med elever under lektionerna, inspelade pé ljudband.

* Elevers samtal under lektionerna, inspelade pa ljudband med hjilp av en
mikrofon fist pd ldraren, som befunnit sig intill de samtalande eleverna.

* Elevintervjuer fore och efter lektionen, inspelade pé ljudband.

* Lirarintervjuer fore och efter lektionen, inspelade pé ljudband.

* Lektioner som visar lirares agerande, inspelade pa videoband.

* Lektioner som visar elevgruppers arbete, inspelade pa videoband.

* Efterintervjuer med elevgrupper, inspelade pa videoband.

* Elevlgsningar, redovisade pé papper.

* Analys av tv ldrares lektioner gjorda av respektive lirare, redovisade pa pap-

per.

a) Forst definierades generella och specifika matematiska idéer, med litteratur-
studien som bakgrund. Sedan delades lektionen in i fyra faststillda faser och
under dessa soktes matematiska idéer och de tillfdllen da dessa forekom. Alla
typer av generella matematiska idéer (se artikel 3) soktes och noterades: be-
grepp, procedurer, konventioner, formler och strategier. Varje specifik idé (se
artikel 3) foljdes upp genom att jag sokte efter hur tillfillet uppstitt och vad
som var karakteristiskt for det tillfille dd idén uppstod och behandlades. Detta
skedde pa sd sitt, att en forskare sjilvstindigt bearbetade det transkriberade



materialet (allt ljudmaterial frin samtliga ljudband samt frin de videoinspelade
efterintervjuerna med elevgrupper) for att uppticka matematiska idéer och
de tillfillen d4 dessa matematiska idéer bearbetades.

b) Nir matematiska idéer och tillfillen till matematiklirande (se artikel 4)
identifierats bearbetades samma material en ging till. Nu kompletterades
materialet med 6vriga insamlade data (se ovan), i syfte att om mgjligt finna
fler exempel pa idéer och tillfillen. Ovriga tva forskare granskade samma ma-
terial sjdlvstindigt i syfte att om majligt finna ytterligare exempel pd tillfillen.
Tillfallena sammanstilldes efter det att full enighet uppntts.

¢) Vid analysen av matematiska idéer och tillfillen och hur de uppstitt under-
soktes dven hur de specifika idéerna horde samman och varifrdn de kom samt
vilka roller lirare och elever hade haft under de olika tillfillena.

1.2.2 Metodreflektion

Det empiriska materialet 4r insamlat med video- och ljudinspelningar. Det hade
varit mojligt ate i stillet sitta och anteckna dven om det dé blivit betydligt firre
data. Vid datainsamlingen var det inte helt klart vilka forskningsfrigorna skulle
bli. Dessa har férindrats under hela studien. Dessutom var vi tre forskare som alla
formulerade olika frigor, dels frigor som behandlar elevernas uppfattning om ma-
tematik och dels frigor om hur eleverna sig pa sin delaktighet i lirandet. Eftersom
insamlade data skulle anvindas for olika frigestillningar anvindes videoinspelade
lektioner och ljudbandade samtal med lirare och elever. D4 kunde vi dterkomma
till data och det gav oss méjlighet att senare gora individtriangulering (analysen sker
dd av tvi personer oberoende av varandra) for att fi en hogre grad av tillforlitlighet
i analyserna. Det starkaste skilet till att vi valde denna datainsamlingsmetod for
denna studie ir att videoband ger en bittre bild av undervisningen. Frigor som
handlar om klassrum, elevgrupp, interaktion etc. dr méjliga att besvara i efterhand
med dessa data. Vi ville ocksd ha s& autentiska data som mojligt, alltsd inte anviinda
oss av studio eller andra ldrare utan vi ville ha lirare som undervisade sina egna
elever i deras hemmiljs. Det visade sig indd att det inte var “vanliga” lektioner, utan
dessa lektioner blev dterkommande avbrott i det ordinarie arbetet. Eftersom studien
pagick under si ling tid och sa stora mingder data finns s har vi haft méjlighet
att férindra och anpassa datainsamlingen under tiden men iven att formulera
fragor som kan besvaras med de data vi samlat dvs. att anpassa fragestillningarna
till insamlade data.



Data som pé detta sitt ir sd starke knutet till klassrummet blir naturligtvis ocksd
starkt paverkade av den kultur dir undervisningen sker. Fore analysen av data var
det inte tydligt for oss vad som skiljde de fem ldrarna at. Utifrin analysen av data
blev det majligt f6r oss att uppticka deras inbordes olikheter. Det har i denna studie
inte varit var avsikt att beskriva denna olikhet men det dr majligt att gora det i en
annan studie.

Genom de insamlade elevlésningarna har vi fitt 6kad forstdelse f6r samtalen mel-
lan lirare och elever och en bittre forklaring till hur eleverna har Iost problemen.
Det har dven varit méjligt att kommunicera elevldsningarna och géra fordjupande
analyser tillsammans med lirare. Aven hir har ett kraftfullt analysverktyg varit
nddvindigt for att forstd vilken matematik som eleverna tillimpar.

Studie 3 och 4 genomfordes i klassrummet under tre &r och bestod av insamling
och analys av empiriska data. Under denna tid férindrades datainsamlingen. Vid
de forsta lektionerna anvindes video och reflekterande terblick (stimulated recall)
vid en senare inbokad triff mellan lirare och forskare. D4 det hade gitt ling tid
fran videoinspelningen till den reflekterade aterblicken var det svért for liraren
att minnas vad samtalet med eleven hade handlat om. Vi bokade dirfor in tid for
reflekterande dterblick direke i anslutning till lektionen. Efter en tid beslutade vi
att prova att samla in data med birbar bandspelare och mikrofon, detta innebar
att det inte lingre fanns behov av stimulerad &terblick utan endast uppféljande
reflektion som spelades in med bandspelare och som liraren gjorde direke efter
genomford lektion.

Om studien skulle goras om sé skulle det vara tillrickligt med inspelningar pa
video och med birbar bandspelare. De samtal som har skett mellan lirare och elev
och mellan elever har gett den viktigaste datan for analysen.

1.2.3 Etiska overvaganden

Studien har féljt vetenskapsridets etikregler (Vetenskapsridet 2007), som bl.a.
formuleras i fyra huvudkrav: Informationskravet (att berérda ska informeras om
syftet), samtyckeskravet (deltagandet ir frivilligt och i vissa fall krivs forildrars
samtycke), konfidentialitetskravet (ingdende personer ska ges storsta mojliga
konfidentialitet) samt nyttjandekravet (uppgifter om enskilda personer fir endast
anvindas for forskningsindamal). Dessa regler har f6ljts pa foljande sitt:

Fére datainsamlingen i klassrummen hade vi kontakt med de bada skolornas
rektorer for att informera och f3 tillstind att genomféra studien. Vi informerade
forildrarna vid ett forildraméte och sdg till att de foridldrar som saknades fick
information om syftet med studien av de lirare som medverkade. Vi skickade



ocksd hem en skriftlig information och férfrigan om elevernas deltagande till
alla forildrar. I de rapporter och redovisningar som gors av projektet kommer
inga elever eller lirare att kunna identifieras. Inga data ska anvindas i annat syfte
in forskning.

Under studien har varje lirare fitt lisa de utskrivna intervjuerna med henne/
honom. Inte vid nigot tillfille har lirarna haft nigon invindning eller ansett att
de har blivit felaktigt atergivna, méjligen har de 6verraskats av att ha uttrycke sig
sisom de har gjort. Lararna har fitt de rapporter som skrivits och dven fitt se de
videofilmer som anvints vid presentationer av studien. Eleverna har efter avslutat
projekt fitt se en sammanklippt video av de inspelningar som gjorts under de tre
dren som studien pégick.

I denna studie var det ingen elev eller férilder som motsatte sig att eleven deltog.
Dock fanns det vid inspelningstillfillet ibland nigon elev som inte ville vara med,
den eleven fick d& placera sig med ryggen mot kameran och sjilv se till att han/hon
inte kom med i bild. Det fanns dven pojkar med luvjackor som tillits att gomma
sig for att slippa synas i bild pé inspelning. Vid den efterféljande filmvisningen (och
glassfesten) var det dock ingen elev som uttryckee ndgot 6nskemél om att vilja bli
bortklippt”.

De svarigheter vi hade var att f3 eleverna att delta i efterféljande intervju och upp-
foljning. Hir var det nog snarast s att eleverna ville vara med kamraterna och inte
avvika i beteende eller f3 extra uppmirksamhet. Alla data 4r anonymiserade och inga
data som kan utpeka individer demonstrerades utan de deltagandes medgivande.

1.2.4 Tillforlitlighetsfragor

I denna studie har vi s6kt och tagit med alla specifika matematiska idéer som upp-
tickts under genomgéngen av insamlat datamaterial, vi har diskuterat tolkningar
av data tillsammans. Ambitionen har varit att nd tillférlidighet i tolkningarna
genom att strikt f6lja det ovan beskrivna teoretiska ramverket samt den beskrivna
analysmetoden.

Denna studie giller endast fyra klasser, men enligt var bedomning (grundad pa
lang erfarenhet frin manga olika lirandemilj6er) 4r det fyra relativt vanliga klasser.
Tva skolor valdes for att fi en skola i titort och en skola i glesbygd. De medverkande
lirarna var tre min och v kvinnor i dlder 28-63 (en man slutade under projektet
och klassen fick en manlig nyutbildad lirare), en lirare (med lokal behérighet som
lirare) hade betyg i matematik men saknade lirarutbildning, tvé var behériga 4-9
lirare i matematik och 2 behériga 1-7 lirare i matematik (med lokal behorighet

for arskurs 7-9).



1.3 Sammanfattning

Hir beskrivs sambanden mellan de fyra artiklarna och direfter kommer korta sam-
manfattningar av dessa.

1.3.1 Samband mellan de fyra artiklarna

I denna avhandling utvecklas verktyg f6r att analysera problem och l8sningar av
problem samt utifrin den analysen beskriva vilken matematik och vid vilka cillfil-
len elever lir matematik da de l3ser matematiska problem i skolan. De fyra artik-
larna byggs upp med val av terminologi och definitioner av centrala begrepp som
forekommer i matematik och sirskilt vid problemlssning, som sedan exemplifieras
med empiriska data. Under avhandlingsarbetet har en del f6rindringar av sivil
datainsamlingsmetoden som resultat gjorts. Formuleringen av de sju kriterierna,
att ett problem ska definieras som ett rikt problem, har utvecklats i och med att
termerna tydligare definierats. Kriterierna for rika problem ir en central del av stu-
dien, i kriterierna formuleras tydligt vilka kunskaper problemlésningsprocessen ska
leda till. Efter att kriterierna formulerats i den forsta studien provas de pd exempel
och empiriskt material i studie tvd. Genom att analysera elevernas losningar blir
det majligt att avgora huruvida det aktuella problemet fungerat som rikt och vilka
aspekter pd problemlosning som sirskilt maste fortydligas av liraren. Sirskile blir
det tydligt att savil elevers olikheter i l3sningar som lirarens sitt att planera och
genomfodra undervisningen blir kritiska aspekter for vad och hur elever lir. Den
tredje studien fordjupar den matematiska idén i problemet. Forst definieras sdvil
generell som specifik matematisk idé for att det ska bli méjligt att dissekera en [sning
och identifiera de matematiska idéer som lirare och elever anvint sig av da de 16st
problemet. Lirarens, men dven kamraternas, roller i denna process framtrider och
leder till den fjirde studien som beskriver undervisning med och om rika problem.
I den fjirde studien beskrivs och diskuteras individens problemlésningsprocess men
dven ldrarens och elevens roller under denna process. Som en inramning av dessa
roller har lektionen delats upp i faser for ate de tillfillen da elever anstringer sig
med problemldsningar ska kunna identifieras och beskrivas.

Sammanfattningsvis behandlar de fyra artiklarna vad problemlsésning kan vara
och vad ett rikt matematiskt problem ir samt ger en beskrivning av de aspekter
som liraren har att ta hinsyn dill. Ett viktigt resultat av studien ir de definitioner
och analysverktyg som skapats for att behandla empiriska data. Dessa verktyg kan,
eventuellt i modifierad form, vara anvindbara for analyser av andra data in de som
analyserats i denna studie. Ett exempel ir inspelade lektioner dir ldrare sjilva kan
beskriva hur lektionen planerats och vilka matematiska idéer och representations-
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former som behandlats. Med denna analys som underlag kan sedan nya lektioner
planeras och revideras utifrén de resultat som analysen gett. Ett annat exempel ir
elevers matematiska l6sningar som kan bedémas utifran tillimpade matematiska
idéer och representationsformer.

1.3.2 Introduktion till matematiskt rika problem

Studie ett 4r en litteraturstudie dir avsikten ir att klargora och definiera centrala
begrepp som behévs for att behandla problemldsning i skolmatematik. Studien
avslutas med en definition och formulering av kriterier for att ett problem ska
benimnas som ett rikt problem.

Enligt skolans kursplaner ska problemlésning leda till att eleven upplever mate-
matikens skonhet och kinner tillfredstillelse med att 16sa problem. Eleven ska ocksd
utveckla kreativitet, formulera egna problem och lésa dessa. Probleml6sning 4r alltsi
ett centralt begrepp niir skolans matematik behandlas, den matematiska uppgiften
som ska l8sas 4r oftast inte av rutin- eller standardtyp utan den utgérs specifikt av
ett for problemldsaren okint problem. En kompetens vid problemlésning 4r att den
som ska losa problemet méste ha forméga att tolka problemet och veta vad som ska
l6sas. For att en matematisk uppgift ska uppfattas som problem maste problemls-
saren dessutom vilja 16sa problemet utan att f6r den skull kiinna till pd vilket sitt
detta kan ske. En "uppgift” ir ett problem f6rst nir det krivs att problemlésaren
méste gora en sirskild anstringning for att finna Isningen. I kursplanen och vid
beskrivning av problemlésning férekommer det ménga argument for varfor och hur
elever ska losa problem (Kilpatrick, 1985; Lester, 1983; Schoenfeld, 1985; Silver,
Cai & Leung, 1985; Silver, 1995; Skolverket, 2000). Ett argument ir att elever ska
lira sig den problemlésande processen, hur man behandlar ett problem, di man
inte vet hur man léser det. Problemlésning kan vidare tydliggora kognitiva proces-
ser, ge eleverna mojlighet till grupparbete och att se samband mellan matematik
och verklighet etc.

Begreppet rika problem ir inte entydigt definierat i litteraturen utan anvinds
med olika innebérd i skilda ssmmanhang. Genom att studera problem som forskare
anvint i sina studier och se hur de beskriver dessa problem har jag kommit fram till
en definition av vad som menas med rika problem. Fér att ett problem ska benimnas
som ett rikt problem ska féljande sju kriterier uppfyllas:

1. Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer.
2. Problemet ska vara litt att forstd och alla ska ha en méjlighet att arbeta med

det.
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3. Problemet ska upplevas som en utmaning, kriva anstringning och tilldtas ta
tid.

4. Problemet ska kunna losas pé flera olika sitt, med olika matematiska idéer
och representationer.

5. Problemet ska kunna initiera till matematiska resonemang utifrin elevernas
skilda I8sningar, ett resonemang som visar pé olika matematiska idéer.

6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare.

7. Problemet ska kunna leda till att elever och lirare formulerar nya intressanta
problem.

1.3.3 Analys av nagra problem

I studie tvd analyseras tre problem med avseende pd om de kan fungera som rika
problem i en undervisningssituation, dvs. om de uppfyller de sju kriterier som
formulerats i studie ett. Forst undersoks de tre problemen teoretiskt mot de sju
kriterierna. Den teoretiska genomgingen utgdr frin att det finns fyra alternativa
uttrycksformer som var och en leder till en 16sning av problemet. Direfter undersoks
varje uttrycksform for att se om det finns fler alternativa losningar med just den
uttrycksformen. Direfter analyseras 16sningar pd problemen for att finna exempel
som svarar mot de uppsatta kriterierna. Lsningsexemplen anvinds pé detta sitt
som en illustration till den teoretiska genomgingen. De tre problem ir inbordes
olika eftersom de kriver skilda matematiska kunskaper av den som ska lyckas 16sa
dem. I den teoretiska genomgéngen av problemen visas exempel pd problemens
specifika matematiska idéer och hur dessa hér samman med de generella idéerna.
Losningsexemplen jimfors sedan med resultaten av den teoretiska genomgéngen
av problemen. Utifrin den gjorda jimforelsen diskuteras sedan vilka delar av de
uppsatta kriterierna som uppfylldes. Sirskilt diskuteras de kriterier som innefattar
de matematiska idéer och strategier som anvints, hur problemen fungerade som
brygga mellan matematiska omriden och om problemen kunde leda till en utvidg-
ning av den matematiska kunskapen. Slutligen diskuteras huruvida problemen har
forutsittningar att fungera som rika problem i klassrumsundervisning. Det visade sig
att flera faktorer maste uppfyllas for att problemet ska fungera som ett rikt problem
i klassrumsmiljs. Liraren dr den mest avgorande faktorn. Redan vid formulering
av problemet méste liraren vara medveten om vilka matematiska idéer som kan
behandlas. Det giller dven for lidraren att inte forstora problemet genom att ge led-
tradar som tar bort elevens idéer eller missa de idéer som eleverna presenterar. For
att problemet ska fungera som en brygga mellan olika matematiska omridden maste
liraren ha medvetenhet om olika idéer da liraren letar bland elevers olika [6sningar.
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Den gemensamma diskussionen av de matematiska idéer som forekommer i elev-
lssningarna blir avgérande for hur de nya problemen kan och ska formuleras.

1.3.4 Matematiska idéer i problemet

I studie tre definieras och behandlas matematiska idéer, ett begrepp som ingar i kri-
terium 1, Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer. Schoenfeld (1991)
har med detta kriterium som ett av fyra kriterier dd han listar egenskaper som ett
problem ska ha for att det ska vara limpligt for elever som ska lira sig att tinka
matematiskt. Detta kriterium ir ett huvudkriterium for rika problem. De specifika
matematiska idéer som elever och lirare arbetade med dé de 1ste det rika problemet
Stenplattor, diskuteras. Det innebir att sdvil generella som specifika matematiska
idéer definieras. De generella idéerna definieras som begrepp, procedurer, konven-
tioner, formler och strategier. Vidare diskuteras hur de specifika matematiska idéer,
som anvinds for att 16sa problemet Stenplattor, behandlades av lirare och elever
under problemldsningsprocessen. Problemet Stenplattor ir ett problem dir det giller
att soka sig fram mot ett generellt uttryck. (Uttrycket anger da antalet plattor som
behévs for att konstruera en bestimd figur, denna mingd kan séledes beskrivas med
en formel dir symbolen 7 anger en bestimd figur). Resultatet av studien visar att
elever och lirare under l6sandet av problemet arbetade med en mingd olika specifika
idéer sdsom att klippa, méla och rita, rekursion, berikna area, sitta upp tabell, soka
ménster, finna en regel, formulera ett uttryck med en bokstav som symbol for tal,
forsoka finna ett generellt uttryck, uppfatta proportionalitet och anvinda formel.
Vissa av de specifika idéerna presenterades av liraren, andra av eleverna. En del av
de specifika idéerna redovisades och foljdes upp av liraren och eleverna framme
vid tavlan, andra specifika idéer som elever kommit med men som ldraren inte var
forberedd pé foljdes inte upp vid lektionstillfillet. Ett annat resultat var de fall d&
eleverna hade felaktiga l3sningar och det d blev tydligt hur viktigt det var att ldraren
var uppmirksam och medveten s& att liraren kunde korrigera eleverna.

1.3.5 Tillfallen till matematiklarande

I den fjirde studien diskuteras undervisning som i ndgot avseende behandlar
probleml6sning. Sirskilt diskuteras de olika roller som elever och lirare har under
problemlésningsprocessens skilda faser och hur dessa tidsfaser och roller ger forut-
sittningar f6r matematiklidrande. Det gors en definition av vad som menas med faser
och tillfillen. Faser definieras som tidsperioder som 4r naturligt avgrinsade beroende
pa sitt specifika innehdll och tillfillet 4r da en specifik matematisk idé behandlas.
Det forekommer flera tillfdllen under varje fas. Studien diskuterar de tillfillen d&
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lirare och elever hade méjlighet att arbeta med matematiska idéer, tillfillen dé eleven
hade majlighet att ta till sig ny kunskap. Ett resultat av studien ir att de lektioner
som inneholl flera faser gav eleverna fler tillfillen till att méta matematiska idéer och
behandla dessa idéer pa olika sitt. Exempelvis gav lirare forslag som eleverna kunde
undersdka enskilt eller tillsammans med kamrater, forslag som sedan kunde f6ljas
upp infor hela klassen. I de klasser dir det inte fanns uppdelning av lektionen i faser
fick eleverna firre tillfillen att méta matematiska idéer. D3 det saknades gemensam
genomging i slutet av lektionen uppfattade oftast inte eleverna vad problemet
handlade om och de limnade lektionen med felaktiga forestillningar. De fyra li-
rarna som deltog i studien férindrade problemet pa olika sitt och disponerade sina
lektioner pd olika sitt. Lektionen i vissa klasser innehéll flera tillfillen «ill lirande
och i andra klasser firre. Vid de olika tillfillena under problemlésningsprocessen
visade det sig att ldrare och elever hade olika roller, roller som hade betydelse for
att de skulle finna en 18sning av problemet. Rollerna hérde samman med den fas
som problemlésningen befann sig i. Liraren informerade, stottade, stillde frigor,
besvarade frigor, letade intressanta 1sningar och ledde diskussionen da eleverna
gjorde redovisningar. Eleverna lyssnade, frigade, jimf6rde losningar och formulerade
egna problem. Vid de olika faser som liraren planerat for, fick eleverna bland annat
tid till att tinka sjilva och samtala med liraren och med kamraterna samt till att
lyssna och vara aktiva vid klassgenomgangar. Lirarna skapade pé detta sitt storre
variation pd undervisningen och flera sitt att behandla problemet pa. Eleverna fick
dock mindre tid dill tyst enskilt riknande. I de klasser dir det forekom firre faser,
saknades bland annat tid f6r redovisning och dessa lektioner kunde dé avslutas med
att vissa elever inte hade forstitt den matematiska idén i problemet och i vissa fall
dven 18st problemet felaktigt.

1.4 Slutsatser och diskussion

Hir summeras resultaten frin de fyra studierna. Kapitlet avslutas med en diskussion
om konsekvenserna av de slutsatser som dras.

1.4.1 Resultaten i de fyra studierna

Studien behandlar matematikundervisning med hjilp av problemlésning med
rika matematiska problem. Fér att fi en ndgorlunda stabil grund att std pd soktes
i forsta studien via litteraturstudier svar pd frigorna vad problemldsning ir och
hur olika forskare ser pa problemlésning, varfér och hur elever ska l3sa problem,
vilka andra aspekter det kan finnas pd problemlésning samt slutligen vad olika
forskare menar med “rika problem”. Denna férsta studie ledde bland annat fram
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till en f6r det fortsatta arbetet faststilld definition av problemldsning, utgdende
frin den definition som Lester (1983) formulerat. Utifrin denna definition och
svaren pd de 6vriga frigorna utmynnade arbetet sedan i en formulering av kriterier
som bor vara uppfyllda for att ett matematiske problem ska kunna kallas rike. Det
fanns tankar om rika problem i litteraturen men ingen tydlig definition, som jag
uppfattade det. For att dstadkomma en sidan formulerades sju kriterier. Dessa
diskuteras nedan.

Det forsta kriteriet, att eleverna ska introduceras fér matematiska idéer, borde
kunna uppfattas som sjilvklart f6r en matematiklektion. Meningen med matematik-
undervisningen ir ju att eleverna ska lira sig matematik. Kriterium tv4, att problemet
ska vara litt att forstd s att alla elever i klassen ska kunna arbeta med det, kan ses
som en nodvindig startpunkt for den kreativa problemlésande processen som alla
elever i klassen ska ges méjlighet att delta i. Kriterium tre r det kriterium som gor
att problemet skiljer ut sig frin standarduppgifter, problemet ska upplevas som
en utmaning, kriva anstringning och fi ta tid. Kriterium fyra, att problemet ska
kunna 18sas pd flera olika sitt, med olika strategier och representationer, behandlar
dven det problemldsning pa en mer generell nivé, eftersom de flesta problemen kan
l6sas pd mer 4n ett sitt. Kriterium fem anger att problemet f6r att kunna betraktas
som rikt ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrén elevernas skilda 16s-
ningar, en diskussion som visar pd elevernas olika strategier, representationer och
matematiska idéer. Detta handlar alltsd om matematikundervisning viz problemet,
att losningarna av problemet ska leda till samtal som innebir kreativa och logiska
resonemang dir olika matematiska idéer och representationer diskuteras. Det sjitte
kriteriet, att problemet ska kunna fungera som brygga, det vill siiga det ska kunna
visa pd samband mellan olika matematiska idéer och skilda matematiska omriden,
skiljer ut ett rike problem frin de typexempel man ofta kan aterfinna i lirobocker.
Uppgifter i liroboken behandlas oftast under ett bestimt kapitel med ett avgrinsat
innehdll. Ect rike problem kan dirfor £2 just rollen att visa pd hur olika matematik
kan inrymmas i och tillimpas pa ett och samma problem. Det sjunde och sista
kriteriet, att problemet ska kunna leda till att elever och lirare formulerar nya intres-
santa problem, ir nigot som sirskilt Schoenfeld (1991) och Silver & Cai (1996)
framhallit som ett viktigt mil vid probleml6sning. Problemet kan di fungera som
en diagnos for att se om eleven har uppfattat och forstdct de matematiska idéer som
behandlas i problemet. Genom att formulera ett eget problem ges eleven méjlighet
att for sig sjilv fortydliga matematiken genom att vilja att formulera ett liknande
men enklare problem eller att utmana sig sjilv genom att vilja att formulera ett mer
komplicerat problem eller ett besliktat men utvidgat problem.
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I delstudie tva provade jag de sju kriterierna pa tre olika problem, detta dels for
att se hur vil de utvalda problemen kunde uppfylla kriterierna, dels f6r att se hur
sddana problem skulle kunna fungera i en klassrumssituation. Som bieffekt kunde
jag d& dven bilda mig en uppfattning om huruvida kriterierna verkade rimliga
och relevanta. De elevlgsningar som analyserades var alltsd autentiska. Resultatet
innebar framfér allt att exempel kunde ges pa hur kriterierna kan anvindas och
vilken matematisk kompetens som pé si sitt kan redovisas vid arbete med det
utvalda problemet. Samtidigt férdes en diskussion om varje kriterium och varje
problem, for att jag s tydligt som méjligt skulle kunna klargéra hur kriterierna
kan tolkas.

Det forsta kriteriet for ett rike problem, att problemet ska introducera till ma-
tematiska idéer, tvingade fram en definition pd vad en matematisk idé r och dven
hur en sidan idé kan sorteras fram ur och tolkas i empiriska data. I delstudie tre
och fyra analyserades utifrin denna definition klassrumsarbete med tva olika rika
matematiska problem. I tredje delstudien underséktes vilka specifika matematiska
idéer elever och larare arbetade med da de loste ett visst rikt problem och hur dessa
specifika idéer behandlades. Resultatet visade att elever och lirare under [6sandet av
det rika problemet arbetade med en mingd olika specifika idéer. Vissa presenterades
av ldraren, andra av eleverna. I delstudie fyra lades fokus pd att frsoka finna tillfillen
till matematiklirande under en lektion kring ett annat rikt problem och samtidigt
noterades hur lektionen genomgick olika faser och vilka roller som lirare och elev
hade under de olika faserna. Resultatet visade att tillfillen till matematiklirande
uppkom under alla lektionens faser. Att liraren presenterade problemet pd ett ge-
nomtinkt sitt och att liraren holl en gemensam genomging i slutet av lektionen
ir tvd exempel pd sidant som visade sig betydelsefullt for att skapa tillfillen «ill
matematiklirande for eleverna.

1.4.2 Exempel pa konsekvenser fér undervisningen

De fyra delstudiernas resultat kan ses som ett argument for att lira matematik via
problemlésning av rika matematiska problem, som ett alternativt sitt att lira mate-
matik. De nya kursplanerna och en syn pd matematik som ett bildningsimne och p
matematisk kunskap som en generell kunskap torde tvinga fram en ny syn pa hur
man tillignar sig matematisk kompetens. Om matematisk kompetens innefattar pro-
blemlésningsforméaga och formaga att genomféra kreativa matematiska resonemang,
miste eleverna under hela sin skolging f3 tillfille att utveckla dessa fsrmigor. Om
eleverna ska liira sig forstd och kommunicera olika matematiska tankeprocesser och
inte bara kunna tillimpa givna matematiska metoder maste, som jag ser det, liraren
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organisera for en typ av undervisning som utgdr frin vil valda problem och som
genomfdrs pd ett medvetet sitt. I denna studie redovisas fyra lektioners olika faser
som gav eleverna tillfillen att behandla matematiska idéer. Elevens roller och lirarens
roller anpassas till varandra i en matematisk kommunikation, en kommunikation
dir det matematiska spriket med sina bestimda termer, definitioner, symboler och
regler tydligt kommer fram. I lirarens stottande samtal tvingas han eller hon att
vara mer nyfiken och lyhord f6r elevernas forslag 4n om undervisningens mal ir,
att eleverna enbart ska hirma bokens eller lirarens 16sningsmetod.

I ett klassrum, ddr man arbetat med ett rikt matematiskt problem, dr det normalt
sett god tillgdng till alternativa l6sningar, 16sningar som bygger pa flera olika matema-
tiska idéer och ir uttryckta med flera olika matematiska representationer. Det skapar
stora mojligheter till intressanta diskussioner med matematiskt innehill. Eleverna lr
avvarandra, de ir varandras resurser. Aven liraren kan lira sig nigot nytt av - och om
- sina elever. Ifall det ddremot endast férekommer en enda 18sningstyp ir det givetvis
meningsldst att presentera, granska och jimfora olika elevers 16sningar (eftersom de
inte fédrekommer) och den matematiska diskussionen uteblir dirfér. Lektionernas
innehall kan d& bli information och fértydligande av lirarens egna idéer. Liraren
kan efter en sidan lektion inte veta sirskilt mycket mer om sina elevers matematiska
idéer och resonemang. I virsta fall blir eleverna snarare varandras konkurrenter och
medtivlare dn resurser for varandra i en matematisk kommunikation.

Genom att definiera sivil generella som specifika matematiska idéer gavs en
mojlighet att analysera savil forvintade som autentiska 18sningar p& problemet.
Dessa losningar gav tillsammans en mingfald av matematiska idéer, vilka knappast
hade varit méjliga att uppticka och beskriva utan definitionen.

At tolka ett problem pd ett matematiskt korreke sitt dr den forsta svirigheten
som elever stoter pd nir de forsoker sitta sig in i ett problem de ska losa. Sirskilt
detta att forstd det matematiska spriket och uppfatta vad det dr som ska undersskas
har behandlats av sdvil Wistedt m.fl. (1992) som Méllehed (2001). Wistedt visade
i sin studie att en matematikundervisning som fokuserar alltfér mycket pé vardag
och verklighet faktiskt f6r manga elever utgor ett hinder nir det handlar om att
utveckla matematisk kompetens. Méllehed visade i sin studie att oférmdaga att forstd
texten var det vanligaste “felet” nir eleverna forsokte 16sa problem. De hir forelig-
gande studierna om rika problem har inte haft som huvudmal att undersoka vare
sig elevers formaga att skilja verkligheten frén matematiken eller elevers forméaga att
tolka problemtexten men det har 4nda tydligt framgétt under de olika studiernas
ging att bide Wistedts och Molleheds slutsatser bekriftats och att det har haft stor
betydelse, hur lirarna formulerat och presenterat de rika problemen.
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De i delstudierna anvinda rika problemen har genomgitt en utveckling, nir
det giller uppbyggnaden och formuleringen. De som har formulerats effer det att
de sju kriterierna faststilldes har formulerats si att alla kriteriernas intensioner
ska uppfyllas. En konsekvens av detta blev att dessa problem presenterades i steg,
med ett forsta delproblem som alla elever borde kunna forstd och kunna arbeta
med, sedan ett eller ett par mellansteg som skulle kunna leda eleverna mot ett mer
generellt tinkande och slutligen, som sista steg, uppgiften att formulera ett mate-
matiskt liknande problem. I arbetet med utvecklingen av problemen bortsdgs frén
sidant som elevernas férkunskaper, tidigare lektioner, lirarens egen uppfattning
och liknande. Problemet i sig fick istillet hamna i fokus och det undersoktes vilka
mojligheter det skulle kunna erbjuda, om det formulerades pa ett sitt som gjorde
att de sju kriterierna skulle kunna uppfyllas. Lirare bor ha alla de sju kriterierna i
dtanke nir nya rika problem ska formuleras, for att problemet ska passa alla elever
i klassen och nd undervisningens mél.

Enligt Boesen (2006), som gjort en jimférande studie mellan nationella prov
och lirarformulerade prov, avvek de lirarformulerade proven i hog grad frén de
nationella proven. En majoritet av uppgifterna pé lirarnas prov kunde 1sas med
hjilp av imitativa resonemang som kunde memoreras och genomf6ras till stora delar
utan matematisk forstdelse medan det omvinda forhallandet gillde f6r de nationella
proven, det vill siga kreativa och matematiskt vilgrundade resonemang krivdes for
att l6sa majoriteten av dessa uppgifter. Lirarna motiverade sina prov med att de ville
att manga elever skulle fi godkint och trodde det skulle gi littare for dem om de fick
uppgifter som de kinde igen och lirt sig hur de skulle 16sa. Lirarformulerade prov
som avser att mita samma kompetenser borde ha betydligt stérre samstimmighet
med nationella prov, eftersom de sistnimnda kan ses som en tolkning av mélen i
kursplanen. Ett sitt att inspirera ldrarna till att skapa prov som kriver mer kreativa
och matematiskt vilgrundade resonemang skulle kunna vara att ge dem exempel pa
kriterier for och exempel pa tillimpningar av rika matematiska problem.

Med denna studie vill jag inte presentera en undervisningsmetod eller en modell
som ldrare ska f6lja. Min tanke 4r snarare att lyfta fram de méjligheter till mate-
matiklirande som ges di elevers kreativa l3sningar uppmirksammas, 16sningar
som uppstir, di elever erbjuds méjligheter att 16sa matematiske rika problem som
ir formulerade med ett matematiske syfte och pé ett sddant sitt, att alla elever i en
klass kan ha ndgot att bidra med vid en gemensam diskussion. Lirarna har i detta
sammanhang en avgérande betydelse fér om eleverna via problemlésning lir sig
matematik. Lirarna miste vara medvetna om de faktorer som har betydelse for elev-
ernas lirande och organisera undervisningen utifrén dessa faktorer pa ett medvetet
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sitt. Valet av problem, formuleringen och presentationen av det, de matematiska
samtalen mellan elever och mellan lirare och elever under problemlésandets gang,
den lirarledda avslutande helklassdiskussionen utgiende fran elevernas presenterade
l6sningar, allt detta 4r exempel pd sddant som kan gora det majligt att nd de mél
som formulerats. Lektioner med problemldsning bor organiseras pa ett sidant siitt
att clevernas 16sningsforslag fir det utrymme de fortjinar. Flera forskare (Lester,
1985, Schoenfeld, 1992, Winslew, 2004) som studerat problemlésning har beskrivit
lektionens faser och lirarens roller. Det gemensamma i deras slutsatser ir att en
lektion bor besté av flera faser och att liraren har olika roller i dessa faser. Féljden
av detta blir da att dven eleverna kommer att arbeta pi ett varierat sitt.

Sammanfattningsvis har jag en vision om den framtida matematikundervisningen.
Dels handlar den om kommunikationen mellan elev och lirare, dir eleverna miste
bemétas med en forvintan pd att de kommer att prestera kreativa [3sningar som
senare kan diskuteras och jimféras. Liraren vinner givetvis mycket pa att vara vil
forberedd pa olika 16sningsidéer frin eleverna men mdste vara beredd att acceptera
att ocksa bli 6verraskad av en [6sning han eller hon aldrig tinkt sig och maste kunna
se den som en tillging. Dels handlar den om en lektionsplanering som ger tillfillen
till gemensamma diskussioner, ddr lirarens roll 4r att vara dirigent, en lirarroll som
lyfter fram alla elevers individuella kompetens, en klass bestdende av solister som
var och en bidrar till en lyckad matematisk symfoni.
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2 Introduktion till matematiskt rika problem

— en studie om problemlésning och formulering av
kriterier for rika problem.

Det ir otroligt vad man inte kan néir man verkligen inte forsoker.
(Piet Hein)

Introduktion till matematiskt rika problem, ir en litteraturstudie for att klargora
centrala begrepp for problemldsning i matematik. Utifrdn litteraturen har jag sedan
definierat vad jag menar med problemlésning och gjort en 6versike 6ver vad elever kan
lira sig om de arbetar med problem. Studien leder till en definition och formulering
av kriterier for att ett problem ska benimnas som ett rikt problem. Probleml6sning ir
ett centralt begrepp. Den matematiska uppgiften som ska osas ir inte av standardtyp
utan den utgdrs av ett for problemldsaren okint problem. Den som ska l6sa problemet
maste bland annat ha férméga att tolka problemet och veta vad som ska l6sas. For att
en matematisk uppgift ska uppfattas som problem méste problemldsaren vilja losa
problemet utan att fr den skull kinna till pa vilket sitt detta kan ske. En uppgift ir
ett problem f6rst nir det kriver att problemlsaren gor en sirskild anstringning for
att finna l8sningen. Enligt skolans kursplaner ska problemlésning leda till att eleven
upplever matematikens skonhet och kinner tillfredstillelse med att 16sa problem.
Eleven ska ocksé vid problemlssning utveckla kreativitet, formulera egna problem
och 16sa dessa. Det forekommer ménga argument for varfor och hur elever ska 16sa
problem. Ett argument ir att elever ska lira sig den problemlésande processen, hur
man behandlar ett problem di man inte vet hur man I5ser det. Problemlésning
kan vara en utmanande tankeverksamhet, ge méjlighet till grupparbete, tydliggora
kognitiva processer, se samband mellan matematik och verklighet etc. Nir det giller
problemldsning finns det aspekter som inte direkt 4r knutna till skolans undervisning.
Genom att 16sa matematiska problem kan eleven fi en allmin kompetens i att l6sa
dven andra typer av problem. Vid lésandet av problem blir det ocksé visentligt att
skilja ut faktorer som inte har med problemets matematiska losning att géra. En av
de viktigaste aspekterna vid problemlosning ir att 6va det matematiska resonemanget,
att skapa en matematikdidaktisk diskurs. Denna matematiska dialog 4r en visentlig
del for att utveckla matematiklirandet och matematikundervisningen.

Begreppet rika problem ir inte entydigt definierat utan anvinds med olika inne-
bord av olika personer. Genom att studera problem som forskare anvint och hur de
beskriver dessa har jag definierat vad jag menar med rika problem. I denna artikel
formuleras foljande kriterier for rika problem:
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1. Problemet ska introducera viktiga matematiska idéer eller vissa 16sningsstra-
tegier.

2. Problemet ska vara litt att forstd och alla ska ha en méjlighet att arbeta med
det.

3. Problemet ska upplevas som en utmaning, kriva anstringning och tilldtas ta
tid.

4. Problemet ska kunna losas pé flera olika sitt, med olika strategier och repre-
sentationer.

5. Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrin elevernas
skilda I8sningar, en diskussion som visar pa olika strategier, representationer
och matematiska idéer.

6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare.

7. Problemet ska kunna leda till att elever och lirare formulerar nya intressanta

problem.

2.1 Inledning

Problemldsning ska ha en central plats i skolans undervisning i matematik (Skolver-
ket, 2000). Aven vid hogre studier i matematik har problemlésningen en avgsrande
betydelse for att utveckla matematiskt tinkande (Schoenfeld, 1985; Kilpatrick,
1985). Min erfarenhet av undervisning och arbete som lirarutbildare ir att den pro-
blemlésning som férekommer i skolan sker som ett moment vid sidan om ordinarie
undervisning. Problemlésningen 4r da till for de elever som i4r snabbriknande eller
som ett stimulerande inslag for att géra undervisningen roligare.

Orsaken till att problemldsning inte 4r en obligatorisk del av matematikunder-
visning kan vara att ldraren inte vet vad elever kan lira sig f6r matematik genom att
16sa problem. Lirarens egen erfarenhet och uppfattning av problemlésning gor det
svart f6r honom/henne att motivera for problemlésning (Thompson, 1985). Det kan
dven vara svart att planera undervisning med problemlésning och veta hur man ska
organisera sd att klassrummet blir en miljé f6r lirande och samtal (Jaworski, 1996).
En tredje orsak till att problemlésning inte erbjuds alla elever kan vara svérigheten
att vilja problem som leder till en lirande process (Lester, 1983).

Denna del av studien dgnar jag helt dt att avgrinsa och definiera problemldsning.
Jag vill ta reda pd vad som ir skrivet om problemlésning och hur olika forskare
beskriver problemlosning. Vidare vill jag se vilka argument det finns for att elever
ska 18sa problem. Med detta som bakgrund ska jag undersoka vad som krivs for
att kunna losa problem och vad elever lir sig genom att arbeta med problem samt
identifiera olika aspekter pd kunskap som aktualiseras vid problemlosning (eller
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vilken kunskap man missar om man ldter bli att 16sa problem). Slutligen vill jag
stilla upp sirskilda mal for arbete med problemldsning och finna kriterier for att
vilja ut problem med vilka det kan vara littare att nd dessa mal.

De resultat jag kommer fram till vill jag anvinda f6r att se vilken roll problem-
16sning kan ha i skolan. I ett lingre perspektiv vill jag studera vad eleverna kan lira
sig genom att 6sa problem och 4ven studera vad som ir viktigt for ldraren att kunna
om matematik, problemlésning och undervisning. Jag vill finna argument f6r och
emot problemldsning i skolan. Detta ir for mig visentliga kunskaper i mitt arbete
som lararutbildare och lirarfortbildare.

2.2 Styrdokumenten och problemlésning

I grundskolans kursplan (Skolverket, 2000) f6r skolimnet matematik stir det under
rubriken ”Amnets karaktir och uppbyggnad”:

Problemldsning har alltid haft en central plats i matematikimnet. Minga
problem kan losas direket i anslutning till konkreta situationer utan att man
behéver anvinda matematikens uttrycksformer. [...] For att framgéngsrike
kunna utéva matematik krivs en balans mellan kreativa problemlésande ak-
tiviteter och kunskaper om matematikens begrepp, metoder och uttrycksfor-
mer. Detta giller alla elever, savil de som 4r i behov av sirskilt stod som elever
i behov av sirskilda utmaningar (a.a. s. 2).

I gymnasieskolans kursplan (Skolverket, 2000) for matematikimnet stir det under
samma rubrik:

Matematik 4r en minsklig tankekonstruktion och matematisk problemlss-
ning ir en skapande aktivitet. Samtidigt kriver matematiken uthéllighet i
tankeverksamhet och forstelse for att problemldsning idr en process som kri-
ver tid [...] En viktig del av problemldsningen ir att utforma och anvinda
matematiska modeller och pa olika sitt kommunicera om de matematiska
idéerna och tankegingarna (a.a. s. 2).

I de béda kursplanerna beskrivs problemldsning som en viktig del av skolmate-
matiken. Denna verksamhet skall vara till for alla elever och eleverna ska se att
problemldsning dr anvindbart i verkligheten. I problemlésningsaktiviteten trinas
kreativitet, uthllighet och tankeverksamhet.
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2.3 Syfte

Syftet med denna studie ir att ta reda pa vad som ir skrivet om problemlésning
och se vilka problem som anvints vid studier av elevers problemldsning. Denna
inventering ska leda till en definition av vad som menas med problemlésning och
en versikt 6ver vad elever kan lira sig genom att arbeta med problemldsning.
Utifrén dessa resultat vill jag sedan forsoka att formulera kriterier som kan vara till
hjilp vid val av problem och sitta upp mal f6r arbete med problemlésning. Studien
forvintas besvarar frigorna:

Vad ar problemldsning och hur ser olika forskare pa den?
Varfér och hur ska elever |6sa problem?

Vilka olika aspekter finns det pa problemlésning?

Vad menar olika forskare med “rika problem”?

Sammanfattningsvis vill jag férsoka klargora begreppen problem och problemlésning
och samla de argument for problemldsning som &terfinns i litteraturen. Dirmed
hoppas jag kunna hjilpa lirare att inse varfér och hur de ska anvinda sig av problem
och problemlésning i matematikundervisningen.

2.4 Metod

Detta ir en litteraturstudie, vilket innebir att jag sokt litteratur utifrdn mina av-
grinsningar och utifrin mina forskningsfrigor.

Senare forskning har visat att den sociala aspekten spelar en viktig roll (Jaworski,
2000). Dirfor har jag i forsta hand valt att séka svenska studier och avhandlingar
om problemldsning. Detta innebir att undervisning i problemlésning till viss del
ir sociokulturell dvs. paverkas av den kultur man befinner sig i och den undervis-
ningstradition som dmnet har. Vad giller utlindska forfattare har jag list artiklar
och bécker som behandlat mina frigestillningar. Dessa har till storsta delen funnits
i samlingsvolymer eller som bocker. Av tidskrifter valde jag Educational Studies in
Mathematics och Journal for Research in Mathematics Education, Nimnaren och
NOMAD. I databaserna EBSCOHOST, ERIC och LIBRIS har jag anvint olika
kombinationer av sékorden mathematics, problem-solving och rich problems for
att finna artiklar inom mitt omride. Vid litteraturgenomgingen har jag, utifrin
mina frigestillningar, forsoke ta reda pd vilka begreppsdefinitioner som férekommit
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samt forskarnas egna val av uppgifter/problem. Jag har vidare f6rsokt finna vilka
argument som forts fram for att elever ska 16sa problem. Det har handlat om ma-
tematiska mal eller andra aspekter av problemlésning. Andra aspekter kan ha varit
mer indireke foljder av arbetet med att 16sa problem. Vidare har jag sokt efter mal
som har formulerats for arbetet med problemldsning samt undersokt om man kan
finna kriterier for att kunna vilja problem som kan leda mot dessa mal.

2.5 Diskussion av nagra viktiga uttryck

Nedan redovisar jag begrepp och uttryck som jag sedan ska anvinda mig av.

Deduktiv metod
En deduktiv metod bygger pa logisk bevisféring (Patel & Davidsson, 1994). En

forskare som arbetar deduktivt féljer bevisandets vig.

Ett deduktivt arbetssitt kinnetecknas av att man utifrin allminna principer
och befintliga teorier drar slutsatser om enskilda foreteelser (a.a. s. 21).

Induktiv metod

Induktiv metod dr motsatsen till deduktiv metod och vice versa (Patel & Davidsson,
1994). I detta fall f6ljer forskaren upptickandets vig.

Forskaren kan d& studera forskningsobjektet, utan att férst ha forankrat un-
dersokningen i en tidigare vedertagen teori, och utifrdn den insamlade infor-
mationen, empirin, formulera en teori (a.a. s. 21).

I Thurén (1991) finns ett kapitel om att dra slutsatser dir han tar upp begreppen
induktion och deduktion. Induktion bygger enligt Thurén pa empiri och deduktion
bygger pd logik. Nir dessa kombineras fir vi den hypotetisk-deduktiva metoden
som férknippas med positivismen och naturvetenskapen. Resonemanget man for
kallas slutledning och resultatet blir en slutsats. Thurén papekar att vi aldrig kan
vara helt sikra pd en induktiv slutledning eftersom den bygger pa empiriska data.
Dessa data kan vara felaktiga enligt Thurén.

Heuristisk metod

Detta begrepp har sina rotter frén Sokrates och antiken di den lirande sjilv for-
mulerade frigor vilket ledde till en induktiv undervisningsmetod (Wyndhamn
m.fl., 2000). I SAOL (1981) kan man lisa att heuristik 4r ”liran om metoder att
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finna nya vetenskapliga resultat”. Heuristisk 4r "metoden d& lirarens frigor leder
lirjungen att sjilv finna svaret” (a.a. s.173). I Thompson (1991) forekommer en
for matematik avgrinsad definition:

(Av grek. heuriskein, att uppticka, jfr Arkimedes beromda ” Eureka”, ”Jag har
funnit det!”). Ett resonemang som utan att gora ansprik pa stringens leder
fram till ett resultat som ofta visar sig vara korrekt. Heuristik kan definieras
som konsten att gora intelligenta gissningar. Sirskilt G. Pélya (1945) har
intresserat sig for dmnet (a.a. s. 165).

Pélya (1945) menar att den blivande matematikern givetvis bor vara en god pro-
blemlésare. Men enligt Pélya ricker det inte, utan han maste ocksé l6sa betydelsefulla
matematiska problem for att komma underfund med vilka slags problem han har
en naturlig begdvning for. Adjektivet heuristisk betecknar enligt Pélya “som tjinar
till att uppticka eller uppfinna” (pd egen hand). Pélya skriver vidare att moderna
heuristiker forsoker forstd processen att 16sa problem, speciellt de tankeoperationer
som normalt ir anvindbara under denna process. Heuristisk forskning har praktiska
syften. Erfarenhet av att 16sa problem och av att studera andra minniskor som l6ser
problem madste vara den grund pa vilken heuristiken dr uppbyggd. Heuristiken efter-
strivar allmingiltighet, den studerar procedurer som i4r oberoende av imnesomradet
och som ir tillimpbara pd alla slags problem, allt enligt Pélya (a.a.). Pélya beskriver
studium av l8sningsmetoder dvs. heuristik. Enligt Pélya har matematiken tva sidor,
dels den strikta vetenskapen som euklidisk matematik beskriver som en systematisk
deduktiv vetenskap och dels matematik som skapas som en experimentell induktiv
vetenskap. Heuristik dr det begrepp eller snarast den teori som Pélya (1945) bygger
sin problemlosning pa. I sitt heuristiska lexikon definierar han vad han menar med
heuristik. Heuristikens syfte ir att studera metoder och regler for uppticke och upp-
finning. Detta har tidigare gjorts av bl.a. Euklides, Pappus, Descartes och Leibniz.
Vidare har Bernard Bolzano detaljerat beskrivit heuristiken. Det ska dven pdpekas att
heuristisk argumentation inte ir strikt och slutgiltig utan méjlig och provisorisk. Dessa
resonemang ir att betrakta som byggnadsstillningar nir vi bygger hus (a.a.). Lakatos
(1976 5. 142-144) for fram det heuristiska framstillningssittet dven vid skapandet av
matematik trots att det finns de som argumenterar f6r motsatsen. Han anser att vi
borde inféra ett heuristiskt framstillningssitt av matematiken i undervisningen trots
att vi dd mdste skriva om lirobockerna. Béckerna och artiklarna med ett heuristiskt
framstillningssitt kommer dock enligt andra forskare att bli s omfattande och si
langa att studenterna inte kommer att kunna ldsa dem till slutet (a.a.).
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Strategier

I SAOL (1981) betyder strategi tillvigagingssitt, i matematiklexikonet finns ordet
inte med. Det finns beskrivet av Pélya i den klassiska "How to solve it” (Pélya, 1957)
men dven av Lester (1996) och manga fler. Strategier 4r enligt Lester metoder som
vi anvinder vid probleml6sning, till exempel:

* vilja en eller flera operationer att arbeta med
* rita bilder

* soka monster

* arbeta baklinges

* gora en lista

e skriva upp en ekvation

* dramatisera situationen

* gora en tabell eller ett diagram

* gissa och prova

* 15sa ett enklare problem

e anvinda laborativa material eller modeller (a.a.)

Schoenfeld (1983) tar upp en annan betydelse av ordet strategi, han behandlar
strategiers anvindning i undervisning. D3 anvinder han ordet strategiska val som
en motsats till taktiska val. Det idr en kvalitativ skillnad om studenten fattar ett
taktiskt eller strategiskt beslut. Detta r avgérande f6r framging i problemldsning.
Han menar att ett taktiske val innefattar standardprocedurer, algoritmiska val och
heuristik. Taktiska val betyder att vilja en metod som endast loser det enskilda
problemet medan strategiska val ir mer omfattande och dven innefattar den kog-
nitiva delen av problemldsningsprocessen, formdaga till dversikt och da sirskilt
metakognitionen. Strategiska val har en storre betydelse i ett langsiktigt perspektiv
eftersom de kan tillimpas pd kommande problem. Schoenfeld skiljer alltsd pa
overgripande beslut (att vilja metod och strategi) och implementeringsbeslut (att
tillimpa och f6lja en vald metod/strategi). Problemlésning har enligt Schoenfeld
varit fokuserad pd heuristiska/taktiska instruktioner. Schoenfeld kommer fram
till att det 4r nodvindige att fokusera pd dvergripande beslut som ger en 6versikt
(managerial decision), for att se vilka episoder som har betydelse vid problemlos-
ningen. Strategi kan uppfattas pé olika sitt, dirfor anvinder jag ordet strategi med
samma betydelse som Lester.

27



Representationer/Uttrycksformer

Representationer har enligt SAOL (1981) flera betydelser. Den betydelse som kan
forknippas med matematik 4r att framstilla grafiskt, i den matematiska ordlistan
finns inget av de bdda orden med. Uttrycksformer férekommer synonymt for
representationer i den svenska terminologin. Representationer har betydelse som
form, funktion och mening (Pimm, 1995). Formen innefattar ord och sprikliga
forklaringar men ocksd diagram, bilder, tabeller och grafer. Funktionen innefattar
overtalningar, argument, byten, évergdngar och fortydliganden. Funktionen handlar
om fér vem du gor representationen och varfér du viljer just detta. Funktionen
handlar ocks& om att fa ett stdd, ett uttryck for tanken. Meningen innefattar att veta
betydelsen av och vara motiverad for. Skifte av representationer innebir att ha tillging
till alla komponenterna. Det handlar om att pd nytt presentera nigot f6r nigon, allt
enligt Pimm. Pimm delar ocksd upp representationerna i geometriska, aritmetiska
och algebraiska (a.a.). Bjorkqvist (1992) beskriver representationsformer som ett
sitt pa vilket ett begrepp representeras. En "yttre representation” av en funktion kan
enligt Bjorkqvist vara verbal, den kan ske i form av en graf i ett koordinatsystem,
en tabell 6ver funktionsvirden, ett pildiagram som &skadliggér en avbildning, en
konventionell beteckning y=f{x) etc. "Inre representationer” ir hypotetiska mentala
konstruktioner. Elevers “inre representationer” av funktioner kan ge en bild som
stoder sig pa vardagserfarenheter. For att fa en ny syn pa funktioner maste eleven ha
konkreta erfarenheter som hinger samman med tidigare synsitt. For att skapa moj-
ligheter till detta maste de "yttre representationerna” varieras. Detta sker genom att
framstilla funktioner som grafer, virdetabeller, formler etc. (a.a.). Silver m.fl. (1995)
menar att skillnaden mellan fysiska (yttre) representationer (som t.ex. diagram och
ekvationer) och mentala (inre) representationer behover identifieras och forklaras.
Han menar ocksé att minga problem leder till multipla representationer.

Transfer

Transfer innebir att 6verfora/overlita fran ett omride till ett annat (SAOL, 1981).
Schoenfeld (1985) tar upp transfer som en visentlig kunskap dé elever loser problem
och ska tillimpa heuristik. Han anvinder transferbegreppet bade nir det giller att
skifta strategier (heuristik) och nir det giller att kontrollera/utvirdera. Schoenfeld
utvirderade i en studie elevers transferformaga, nir det gillde att tillimpa kunskaper
fran ett kint ssmmanhang till ett nytt okiint. Schoenfeld genomférde denna studie
med en experimentgrupp och en kontrollgrupp dir experimentgruppen hade lirt
sig att vilja heuristiska strategier viket ledde till att de dven kunde tillimpa denna
nyvunna firdighet pd nya problem, vilket kontrollgruppen inte kunde (se vidare
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Schoenfeld 1985 s. 233-241). Bjorkqvist (2001) tar ocksd upp transfer av det inlirda
fran en kontext till en annan. Han nimner fyra olika ssammanhang i matematikli-
rande dir transfer har betydelse:

¢ Tillimpningsperspektiv, transfer mellan verkligheten och skolmatematiken.

* Kognitivistiskt perspektiv, skolmatematiken transfererad till verkligheten.

* Transfer i problemlésning som bade handlar om att skifta "heuristics” och att
tillimpa i nya sammanhang utanfér skolan, en generell kunskap som uppstatt
via problemlésningen.

* Transfer som bro, for att forena skilda kontexter som utgdr ifrén en medvetenhet
om att lirandet 4r bundet till en kultur.

Bjorkqvist betonar dven transfer for att se matematiken i ett stdrre sammanhang

som t.ex. en mojlighet att nd personlig tillfredsstillelse och fa en skonhetsupplevelse
(a.a.s. 116).

Faser

I SAOL (1981) ir fas synonymt med skede. Pélya (1945) beskriver problemlésning
i fyra faser:

* Att forstd problemet

* Att gora upp en plan

* Att genomféra planen

e Att se tillbaka och kontrollera resultatet.

Pélya (1961) tar dven upp faser i ett annat sammanhang, dir han beskriver hur
lirandet gér dill:

* Undersokningsfasen, en aktiv fas fér att uppfatta pa ett intuitivt sitt, en mer
heuristisk niva.

* Formaliserande fas med begrepp dir terminologin, definitioner och bevis
introduceras.

* Assimilerande fas (sammansmiltning) dir en mental absorption av kunskap
och begrepp integreras med tidigare kunskap vilket i sin tur leder till nya til-
limpningar och generaliseringar (a.a. s. 104).

Lester (1996) har utdkat antalet problemldsningsfaser och benimner dem tanke-
processer for problemlosning:
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* Forstd/formulera frigan i problemet/situationen

* Forstd villkoren for och variablerna i problemet

* Vilja/finna data som behovs for att 16sa problemet

* Formulera delproblem och vilja limpliga 16sningsstrategier
* Anvinda lsningsstrategi korrekt och nd delmal

* Ge svar i termer av de data som ges i problemet

* Virdera rimligheten i svaret

* Goéra limpliga generaliseringar (a.a. s. 89).

I steg tvd av problemldsningens fyra faser, att géra upp en plan, tar Pélya (1945) upp
det som Lester (1996) och Schoenfeld dven kallar for problemlssningens strategier.
Schoenfeld (1985) och dven Pélya (1945) benimner denna del for heuristik.

Uttryck for olika typer av matematikuppgifter

Uppgift

) T

Problem <————— Textuppgift —» Rutinuppgift
Benamnd uppgift Standarduppgift
Vardagsuppgift

Lastal

Rika problem Ovriga problem

Figur 1: Schema fér att definiera skillnaden mellan olika typer av uppgifter.

Det férekommer en mingd olika uttryck for de uppgifter som anvinds di det
handlar om problemlésning. Sjilv anvinder jag “uppgifter” som den évergripande
benimningen. Enligt Lesters definition (Lester, 1983) ska foljande villkor uppfyllas
for att uppgiften ska uppfattas som problem:

* Individen eller gruppen som méter problemet vill eller behsver finna en 15s-
ning.

* Det finns inte ndgon tillginglig procedur som garanterar eller innebir en
komplett l6sning.

* Individen eller gruppen méste gora en anstringning (attempt) for att finna
l6sningen.
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Enligt denna definition blir en uppgift ett problem f6r en individ om personen
vill eller behdver 16sa den och om det inte finns en given procedur och om det krivs
anstringning. Situationen blir avgérande for hur uppgiften benimns. "Rutinuppgift”
och ”standarduppgift” dr uppgifter som inte leder till ndgra svarigheter och kan d
inte betecknas som problem. Det ir uppgifter vars losningssitt eleven 4r bekant med
och dir lésandet av uppgiften ir firdighetstrining. "Textuppgifter”/”Benimnda
uppgifter”/”Vardagsproblem” betyder att det i uppgiften dven finns ett sprak utdver
de matematiska symbolerna. Texten ir till fr att visa pa en tillimpning av matematik
eller ge en matematisk modell. Dessa uppgifter kan innebira svirigheter som inte
har med matematik att gora utan blir svarlost dirfor att eleven inte forstdr spraket.
De kan vara ett matematiskt problem om eleven har forstitt uppgiften och de tre
villkor som Lester (a.a.) anger dessutom uppfylls. Uttrycket "Rika problem” ir ett
begrepp som endast ett fital forskare anvinder och det 4r inte entydigt definierat i
litteraturen. Jag anvinder uttrycket da forfattaren sjilv anvinder det. Rika problem
blir den term som jag senare viljer for problem som uppfyller vissa villkor. Ovriga
problem ir den typ av problem som i en situation inte uppfyller alla kriterier som
giller for de rika problemen. Problem som i en situation ir rikt kan i en annan
situation helt tappa denna egenskap. P& samma siitt kan problem som inte ir rika
forindras sd att de blir rika (detta dterkommer jag till i en senare rapport om under-
visning med hjilp av rika problem). Hir kommer jag endast att g& in pa problem som
uppfyller de kriterier som formulerats for rika problem. Olika f6rfattare anvinder
olika uttryck. Jag anvinder mig hir av forfattarens uttryck nir jag hinvisar till en
forfattare, i vrigt sd anvinder jag de uttryck som jag hir har beskrivit.

2.6 Litteraturgenomgang

2.6.1 Vad ar problemlésning och hur ser olika forskare pa den?

I detta avsnitt redovisar jag ndgra olika definitioner pa och beskrivning av problem-
16sning i skilda sammanhang. Jag anvinder Lesters (1983) definition for problem
(att vilja l6sa, inte veta hur och behova anstriinga sig). Motsatsen till problem blir
da standarduppgifter/rutinuppgifter.

Problemlésning som den beskrivs i den svenska kursplanen

Under rubriken, ”Amnets syfte och roll i utbildningen”, stir det i grundskolans
kursplan (Skolverket, 2000) att undervisningen i matematik skall:
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[...] ocksd ge eleven majlighet att uppticka estetiska virden i matematiska
mdnster, former och samband samt uppleva den tillfredstillelse och glidje
som ligger i att kunna f6rstd och 16sa problem (a.a. s. 1).

I kursplanen for gymnasiet (Skolverket, 2000) stir det under dmnets syfte att:

Utbildningen syftar till att eleverna skall uppleva glidjen i att utveckla sin
matematiska kreativitet och formaga att 16sa problem samt fi erfara nigot av
matematikens skonhet och logik (a.a. s. 1).

Kursplanen for grundskolan tar upp tre olika typer av problem som forekommer
i matematik.

[...] problem kan l8sas i direkt anslutning till konkreta situationer utan att
man behéver anvinda matematikens uttrycksformer. Andra problem behs-
ver lyftas ut frin sitt sammanhang, ges en matematisk tolkning och lésas
med hjilp av matematiska begrepp och metoder.[...] Problem kan ocksd vara
relaterade till matematik som saknar direkt samband med den konkreta verk-
ligheten (a.a. s. 2).

Probleml6sning som den beskrivs av forskare

Problemldsning har av négra forskare definierats i allminna termer och de har di
ocksd motiverat f6r problemlésning och gett anvisningar om vad som ir viktigt att
undervisa om. Av andra har den blivit definierad indirekt genom val av problem och
genomford studie. Nedan ger jag exempel pa dessa. En forskare som skrivit mycket
om problemlésning och som ocksd idr 6versatt i svensk litteratur (t.ex. i tidskriften
Nimnaren och Nimnaren Tema) dr Lester. Lester (1983) har definierat vad han
menar med problemldsning och dven beskrivit en metod for problemlésning. Pro-
blemlssning kan beskrivas som ett siitt att lira, detta synsitt finner vi i de nu gillande
kursplanerna (Skolverket, 2000; Wyndhamn m.fl., 2000). Pélya (1945) beskriver
problemldsning som en praktisk verksamhet som han liknar vid simning. Skicklig-
heten férvirvas, anser han, genom att vi hiirmar, imiterar, 6var och praktiserar. Silver
(1985) pipekar att dven en undervisning med ett heuristiskt angreppssitt kan leda
till en algoritmisering. Han ger som exempel att Pélyas heuristiska metod med de
fyra faserna giller ett forhdllningssite till problemlésning och inte undervisning om
en problemldsningsmetod. Pélya beskriver sirskilt de faser som behandlas dd man
l6ser problemet. Dessa faser dr beskrivna som en generell 16sningsprocess och ir inte
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speciella for just matematiska problem. Undervisning i problemlésning verkar vara
svér att genomfora pd ett sitt s att det inte innebir att man ldr ut en viss metod,
utan att eleverna just trinas i att alternera mellan olika strategier (a.a.).

Fér att studera problemldsningsprocessen bér eleverna 16sa problem som inte dr
av standardtyp frén lirobdcker menar Silver m.fl. (1995). Dessa problem ska vara
formulerade sé att de ger eleven majlighet att vilja strategi och arbeta kreativt. Silver
papekar ocksa att problemlosningen ska leda vidare mot att trina eleven i att sjilv
formulera problem (problem-posing) (Silver m.fl., 1996). Analysen av problemls-
ningen ska fokusera pd rimligheten av strategier och formen av representationer.
Elevens respons pé problemlosningsuppgiften ska ocksa analyseras utifrin att den
dr designad for att fi fram minga metoder for att finna 18sningen. Traditionen i
undervisningen ir att eleven ska finna en specifik 16sning pa varje problem och
presentera 16sningen infor klassen. Problemet uppfattas dd som att det endast finns
en korrekt 18sning (Silver m.fl.,1995).

I sin avhandling har Wyndhamn (1993) en bred definition av probleml6sning.
Wyndhamn anser att eleverna i skolan hela tiden sysslar med att 16sa problem, som
en stindigt pigdende process. Han tar upp att manga problem formuleras utifrin
verkligheten utanfér skolan, dir det handlar om att kopa eller att mita. P4 detta
sitt beskriver Wyndhamn att problemlésning dven forekommer i elevernas vardag.
En uppgift som Wyndhamn formulerade och som dven férekommer i verkligheten
ir portoproblemet nedan. Han ville se om elevers 16sningsférmaga ér beroende av
lektionsmiljon dvs. om de 18ser problemet bittre eller simre pd en matematiklektion
jimfort med samhillskunskapslektion:

Vad kostar det att sinda ett 120 grams brev?

(Denna uppgift dr kompletterad med en portotabell):

maximal vikt i gram Porto i kronor
20 2.10
100 4.00
250 7.50

(Wyndhamns portoproblem 1993)
Det visade sig i denna studie att fler elever gjorde korrekta I6sningar pd samhalls-
kunskapslektionen. Wyndhamns slutsats ir att lirandet sker med ett sociokulturellt
perspektiv och i en kommunikativ praxis i en given miljo (a.a.).

Wistedt (1992) har studerat hur elever uppfattar vardagliga problem och loser
dem med hjilp av matematik. Ett problem som hon valt ut ir f6ljande:
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Johan och Eva sprang i kapp hundra meter. Eva sprang éver mallinjen nir
Johan passerade mirket for 95 meter, s& hon vann loppet. Vid en ny kapplop-
ning startade Eva fem meter bakom startlinjen. Johan fick allts ett forspring
pa precis de fem meter han kom efter. Om nu bada springer lika snabbt hela
vigen och med samma hastighet som i det féregiende loppet, vem vinner dd
i andra loppet?

I de samtal som elever och lirare for nir de loser problemet kommer manga aspekter
in som inte har med matematik att gora, t.ex. att Johan och Eva ir trottare i det
andra loppet och dirfor forindras forutsittningarna f6r vem som vinner. I denna
studie visar Wistedt (1992) pd nédvindigheten av att vara medveten om tre skilda
regelsystem i den vardagsanknutna matematikundervisningen; a) vardagens regler
och konventioner, b) skolmatematikens och ¢) matematikens.

Elever som oreflekterat anvinder sitt vardagstinkande nir de léser matema-
tikuppgifter i skolan riskerar att missa poingen i undervisningen och gir
dirmed miste om matematikinlirning (a.a. s. 115).

Probleml6sning beskrivs av Ahlberg som den process som sker niir elever resonerar
om lésningen av ett problem (Ahlberg) 1991. Hon refererar hir till Lester (1983)
och Schoenfeld (1985) som siger att genom att eleverna samtalar om olika losnings-
strategier och arbetssitt blir de medvetna om hur de sjilva tinker. I sin avhandling
(Ahlberg 1992) ger Ahlberg en beskrivning av hur elever forstar aritmetisk pro-
blemlésning i en skolkontext. I denna studie har eleverna ritat, skrivit och talat vid
problemlssningen. Eleverna har ocksa diskuterat likheter och skillnader mellan olika
problemtyper, de har sedan presenterat 16sningarna for kamrater och diskuterat olika
l6sningsforslag. P4 detta sitt har de blivit uppmirksamma pd att ett problem kan
16sas pa ett antal olika sitt (a.a.). Hennes slutsats blir att:

En matematikundervisning dir eleverna ges tillfille att se problemen i olika
perspektiv och reflektera 6ver dem, ger eleverna utékade mojligheter att inta
ett oppet forhallningssitt till problemet. De inriktar sig dd mot problemets
innehll, ser problemets olika aspekter, relationer mellan dem och uppfattar
problemets matematiska strukeur (a.a. s. 306).

Méllehed (2001) har i sin avhandling om problemlssning redovisat elevers pro-
blemlésningsférméga. Ett resultat frin hans studie ir att elevers bristande formaga
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till framging i problemldsning till storsta delen beror pd svag textforstielse, som
han anser ir en del av den kognitiva formagan. I Mélleheds avhandling finns manga
olika bedomningsfaktorer. Nedan ger jag exempel pd textuppgifter som givits till
alla klasser i undersokningen, detta for att visa pé vilken typ av text som eleverna
hade svart att forstd innebérden av.

1. Mohammed och Mustafa ska dela pa 18 kr si att Mohammed fir dubbelt s&
mycket som Mustafa. Hur mycket fir var och en?

2. Stina och Per far tillsammans 30 kr for att de hjilpt till att plocka jordgub-
bar. Eftersom Stina plockat flest jordgubbar ska hon ha 5 kr mer in Per. Hur
mycket fir var och en?

3. En aker finns avbildad i en figur. Man ska siitta ett staket runt hela dkern.
Hur léngt blir staketet?

Méllehed sammanfattar sina resultat med att den vanligaste bristen i elevernas
formaga att prestera korrekta 16sningar beror pa att:

Eleverna missforstar pé olika sitt den information som ges i texten, forstér ej
sammanhanget i meningarna eller feltolkar enstaka detaljer (a.a. s. 63).

Flera forskare visar pa nodvindigheten av att elever trinar for att klara olika rikneru-
tiner och problemlésning (Askew & Wiliam) 1998. Eleverna behover fi losa problem
med en mingd olika metoder. Undervisningen domineras idag enligt forskarna av
trining i raknerutiner vilket kan bero pd att lirarna inte vet tillrickligt om vad elever
kan lira sig nir de 16ser problem. For att fi framgéng i problemlosning fordras bade
kunskaper om sirskilda matematikmoment och allminna riknefirdigheter (a.a.).
Nir det giller problemlésning som forskningsomride ir Kilpatrick (1985) mycket
kritisk. Han menar att forskningen saknat teorier och systematik, den har inte heller
varit koordinerad. Det mesta handlar enligt Kilpatrick om listal frin liroboken,
standardproblem som ska 6versittas till ett matematiske sprak, det gar dd ut pd att
miita forstdelse kvantitative dvs. antal korrekta 16sningar. De flesta studier saknar
medvetenhet om design och har visat sig innehdlla en miingd metodiska felaktigheter.
Aven Askew & Wiliam (1998) har i sin sammanstillning av forskningsresultat visat
att den mesta forskningen i problemldsning fortfarande sker pd standardproblem,
vilket tyder pa att Kilpatricks kritik fortfarande 4r aktuell.
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Sammanfattning — Vad ar problemlésning?

Problemlésningsprocessen:

Att valja uppgift | Att tolka uppgift Att valja metod Mal fér problemlosningen

PROBLEM? Forst texten Matematiska idéer | Utveckla kreativitet
Uppfatta uppgiften Uppfatta estetiska virden
som problem Formulera egna uppgifter

Lira matematiska begrepp
Lira matematiska metoder
Utveckla ett matematiskt

sprik

»

Uppgift? Problem? Rikt problem? tid

Figur 2: Olika steg i problemlésningsprocessen, att se om det dr en uppgift eller
ett problem, om det &r ett problem &r det da ett rikt problem? | slutet av schemat
anges malet med problemlésningen.

Schemat ovan ir en sammanfattning av frigan ”Vad ir problemldsning?”. Denna
beskrivning av processen, att losa problem, har behandlats av olika forskare. Dessa
har fokuserat pd skilda frigestillningar eller kommit fram till specifika slutsatser.

Problemldsning forutsatter att uppgiften valjs sa att den inte ar
av standardtyp

De flesta uppgifter som jag har sett forekomma i olika rapporter och avhandlingar
kan beskrivas som textuppgifter.

Probleml6sning ar att tolka en uppgift korrekt

Sedan giller det att kunna lésa det genom att vilja implig matematik och limpliga
metoder for att slutligen nd ett bestimt mal. Dessa verktyg kan vara val av riknesitt
men ocksé olika representationsformer som t.ex. att rita, skriva med vanliga ord,
arbeta konkret eller anviinda sig av matematiska symboler. Att vilja strategier kan
exempelvis innebira att teckna ett ekvationsuttryck, gora upp en tabell l6sa en
enklare uppgift. Enligt Lester (1983) ska tre villkor uppfyllas for att uppgiften ska
uppfattas som problem:

* Individen eller gruppen som méter problemet vi// eller behdver finna en losning.
* Det finns inte néigon tillginglig procedur som garanterar eller innebir en kom-
plett 16sning.
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* Individen eller gruppen méste gora en anstringning (attempt) for att finna
l6sningen.

Msllehed (2001) visar pa vikten av att kunna lisa och tolka texten korrekt om
problemet presenteras skriftligt.

Problemet uppfattas inte som ett matematiskt problem

Eleven uppfattar istillet att det handlar om att l6sa problemet pd ett vardagligt
konkret sitt. Wyndhamn (1993) visar pa att problemlésning forekommer dverallt
i skolan och hemmet och att férmagan att losa problemet beror av i vilket sam-
manhang som problemet presenteras och var eleverna lgser problemet. Wistedt
m. fl. (1992) kommer fram till atct om problemet handlar om en vardagsforeteelse
innebir det att de som loser problemet far svarigheter att uppfatta att det handlar
om ett matematiskt problem, d.v.s. vilken matematik de ska anvinda for att 16sa
problemet. Den verklighet som beskrivs blir ett hinder for att lira sig matematik.
Elevernas vardagstinkande blir 6verordnat och de funderar mer 6ver vad som hinder
i verkligheten (som t.ex. att barnen blir trottare i andra loppet i exemplet ovan och
att detta dd kommer att paverka l6pningen) in 6ver matematiken i problemet

Problemldsning ar val av metod for att [6sa problemet

Varje matematisk idé som hor ihop med olika matematiska omraden har sina begrepp
och procedurer. Det har stor betydelse huruvida eleverna tidigare trinat pd detta.
Probleml6sning kan enligt bl. a Silver (1985) vara ett sitt att trina pa olika meto-
der och trina p att vilja strategier. Ahlberg (1991) tar upp vikten av matematiska
resonemang mellan elever vid grupparbeten. Det matematiska samtalet kan bide
vara en forutsittning for att forstd problemet men ocksé en hjilp for att 16sa det.

Problemlésning beskrivs utifrdn sina mal

Kursplanerna har som mal med problemlésning att eleverna ska uppleva matemati-
kens skonhet och kiinna tillfredsstillelse och glidje genom att l6sa problem. Eleverna
ska ocksd uppticka att det forekommer olika typer av problem som kan lsas pd
olika siitt. Ett annat mal ir att eleverna genom problemldsning ska utveckla mate-
matisk kreativitet. Vid problemlosning ska eleverna ocksi trina sig i att formulera
egna uppgifter och 16sa dessa.

Jag instimmer i Lesters (1983) definition av problemlésning som innebir att
individen ska vilja finna en 16sning och vilja anstringa sig samt inte ha en given
losningsmetod. For att dessa villkor ska uppfyllas krivs det av liraren att han eller
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hon gér ett noggrant val av problem dir ldraren har satt upp tydliga matematiska
och didaktiska mél och har valt limpliga arbetsformer. Motsatsen till problemlés-
ning 4r att [6sa rutinuppgifter dd individen vet hur problemet ska l3sas. Problemet
dr individuellt och beroende pa erfarenhet eftersom en uppgift som ir ett problem
for en person inte alltid 4r ett problem for en annan och en uppgift som varit ett
problem som blivit 16st sillan 4r ett problem vid ett senare tillfille.

2.6.2 Varfor och hur ska elever l6sa problem?

I detta avsnitt tar jag upp motiven for problemldsning. Eftersom problemldsning,
som den definieras ovan, inte ir ett givet inslag i matematikundervisningen kan
det vara intressant att ta reda pa varfor elever ska lsa problem och finna argument
for eller emot.

Hela matematiken 4r utvecklad utifrin viljan att 16sa problem. For en mate-
matiker r detta sjilvklart, ty matematik ir likvirdigt med att 16sa matematiska
problem. Pélya (1945) uttrycker det si att den blivande matematikern bor vara en
god problemlosare. For att bli en god problemldsare méste eleven titta tillbaka pd
de problem som hon har lést korrekt och forstd sin 18sning for att sedan formulera
likartade problem och losa d4ven dem (a.a.). Lester (1996) har genom att granska
forskningsresultat om problemlésning funnit féljande faktorer som har betydelse
for utvecklingen i problemlésning:

* Elever miste l6sa manga problem for att forbittra sin problemlsningsfor-
maga.

* Problemldsningsformdgan utvecklas laingsamt och under en ling period.

* Elever méste tro pd att deras ldrare tycker att problemlosning ir betydelsefullt
for att de ska ta undervisningen till sig.

* De flesta elever “tjinar pd” systematisk undervisning i problemlssning. (a.a.
s. 87)

Hela boken "How to solve it” (Pélya, 1945) ir en argumentation for problemlésning
och ett heuristiskt arbetssitt. Denna kunskap leder till att man kan fora ett resone-
mang som leder till problemets l6sning. Vigen till denna l6sning kan dven g via
gissningar och prévningar. Heuristiska argument baseras enligt Pélya pa induktion
eller analogi. Den logiska argumentationen ingdr till viss del i det heuristiska reso-
nemanget enligt Pélya (a.a.). Vidare lyfter Pélya fram hur viktigt det 4r att forstd
processen av att 18sa problem, speciellt de tankeoperationer som anvinds. Nir vi
studerar fir vi inte férsumma nagot problem. Det giller ocksi att bortse fran det
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specifika exemplet och finna gemensamma drag i sittet att behandla alla typer av
uppgifter. Undervisning som gir ut pa att lira elever heuristiska tillvigagingssitt
har visat motstridiga resultat. Det finns dock ett svagt positivt samband mellan
undervisning i heuristiska metoder och hogre prestationer i test (Schoenfeld, 1992).
Minga studier pekar pa betydelsen av goda matematiska kunskaper for att kunna losa
problem. Schoenfeld (1985) beskriver ocksa andra kunskaper och beteenden som
typiska f6r matematisk problemlésning, dessa beteenden och kunskaper benimner
han som de fyra kompetenserna: resurser, heuristik, kontroll och instillning (de
presenteras nirmare lingre fram i avhandlingen).

Sambanden mellan att forstd matematiska begrepp, tolka en uppgift och losa
ett problem méste betonas enligt den forskning som 4r sammanfattad av Askew
& Wiliam (1998). De flesta studier som forfattarna tittat pa (181 studier av totalt
194) ir gjorda pa standardproblem. Framgingsrika problemlosare verkar ha en
mingd strategier som de intensivt anvinder vid problemlésning. Undervisning
av generella strategier pa ett abstrake vis for att tillimpa pé ovanliga och obekanta
problem har varit helt utan framging enligt dessa forfattare. En slutsats blir ocksa
att elever maste introduceras for manga olika problemldsningssituationer enligt
forfattarna. I Bergsten m.fl. (1997) tar man upp nédvindigheten av att arbete med
matematik bor vara problemlosningsinriktat. Utan problem att [6sa tappar mate-
matiken sin udd och mening. Genom sjilva processen att arbeta med utmanande
problem utvecklas det egna tinkandet och processen i sig innebir ett lirande. Kanske
ir det inte s& viktigt vilket problemet dr utan det handlar mer om att vi klarar av
utmaningen. Schoenfeld (1985) tar upp problemlésning som ett sitt att undervisa
for att eleverna ska lira sig att tinka matematiskt. De studier som han presenterar
handlar om hur studenter l6ser vil valda problem genom att trinas i att vilja olika
strategier. Under problemlésningsprocessen kan man se att studenterna genomgar
olika faser. Han beskriver dven den dialog som genomsyrar problemldsningen
(a.a.). Problemldsning kan innebira att man tydliggor kognitiva processer i stillet
for enkla forklaringar av elevers l6sningsmetoder. Detta framkommer i en studie
av Silver m.fl. (1995). I denna jimférande studie tittade man pa amerikanska och
japanska elever i ar 4. De japanska eleverna hade 96 % korrekta svar och de ame-
rikanska 66 %. De amerikanska eleverna anvinde visuella redovisningar 4 ggr si
ofta som de japanska som féredrog verbal/symbolisk férklaring. De japanska elev-
erna redovisade med mer avancerade matematiska losningar (hellre multiplikation
in addition) och hégre formalism (matematiska férklaringar hellre 4n sprakliga).
Ett m3l med undervisningen kan enligt Bjérkqvist (2001) vara att se begreppsliga
forindringar. Det kan t.ex. vara en forindring av problemldsarens vardagsbegrepp
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som utvecklas mot matematiska begrepp. Ett annat mél kan vara att komma iging
med problemlésning 6verhuvudtaget. Det kan dven vara socialkonstruktivistiska
argument som ligger bakom, dé det handlar om hur elever i grupp lser problem
och argumenterar med varandra (a.a.). I dessa fall 4r problemlgsandet ett sitt att
komma &t andra hindelser i klassrummet som t.ex. elevtinkande och samverkan
mellan elever och lirare. Ett argument f6r problemldsning fors fram av Jaworski
(1994). Jaworski anser att lidraren ska vilja uppgifter for att genomféra ett arbetssitt
som innebir att eleverna dels ska associera matematiska uppgifter till verksamhet
utanfor skolan (t.ex. tessellering/golvliggning) dels ska arbeta genom att tinka
sjilva med en betoning pd den mentala processen. Synen p& problemldsning har
forindrats 6ver tid i de olika kursplanerna f6r matematik i skolan. Wyndhamn m.fl.,
(2000) har analyserat detta som en utveckling av undervisning i matematik for att
16sa problem, till undervisning om problemlésning och vidare till undervisning via
problemldsning. Det ir via problemlosning som matematiklirandet ska ske i den

kursplan vi har idag (Skolverket, 2000).

Matematikundervisning for problemlésning

En lirare som undervisar f6r problemldsning ser det som att mélet for undervis-
ningen i matematik 4r att lira sig matematik f6r att kunna anvinda det for att
16sa problem (Lester, 1983). Liraren bekymrar sig ocksd om elevernas forméga att
overfora den forvirvade kunskapen frin en kontext till en annan, det vi benimner
transferprocessen. Detta tas dven upp i Wyndhamn m.fl., (2000) som det synsitt
pa matematikundervisningens mél som presenteras i liroplanerna fram tom Lgr-69.
Eleven skulle skaffa sig kunskaper i matematik for att kunna losa problem.

Matematikundervisning om problemlésning

Liraren som undervisar om problemlésning lir t.ex. ut Pélyas modell f6r problem-
16sning (Pélya, 1945) som om det vore en metod. Pélyas modell beskriver fyra faser:
forstd problemet, ligga upp en plan, genomfora planen, titta tillbaka och virdera
l6sningen. Eleven ldr sig dessutom en mingd tumregler och strategier som verktyg
for problemldsningen. Exempel pa strategier kan vara gissa och préva, rita en bild,
gora en lista eller tabell, tinka baklinges, scka monster, logiskt resonemang eller att
stilla upp en ekvation. Exempel pd en tumregel kan vara att lisa uppgiften noga.
I den svenska skolan tas detta synsitt upp i Lgr-80. Hir skulle eleverna vilja och
tillimpa limpligt riknesitt for att 16sa problemet. Problemen var formulerade i
liroboken (Wyndhamn m.fl., 2000).
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Matematikundervisning via problemldsning

Matematiklirande via problemlésning forutsitter vil valda problem. Det kan vara
ett problem for att introducera ett visst matematiskt omridde. De matematiska
teknikerna uppticks som respons pa losningen. Ett behov uppkommer for att
l6sa typexempel av icke rutinkaraktir och finna ett sitt att gora 1osningen till en
rutinuppgift. Att lira matematik denna vig kan beskrivas som en uppticke frin en
konkret hiindelse i den verkliga virlden till en abstrakt process, en symbolisk repre-
sentation (Lester, 1983). I den svenska kursplanen Lpo-94 formuleras detta mél, att
lira sig matematik genom att l6sa problem. Genom problemlésning ska eleverna
utveckla matematiska tankar och idéer, inse virdet av matematiska symboler upp-
ticka matematiska samband samt forstd och kunna fora matematiska resonemang
och argumentera f6r sin l6sningsmetod (Wyndhamn m.fl., 2000). Om man tittar
pa matematikundervisning i ett historiskt perspektiv si uppfattades matematik och
klassiska sprék (t.ex. latin) som de dmnen dir eleverna fick bildning (formalbild-
ningsteorin) (Wyndhamn m.fl., 2000). Dessa imnen betraktades som gymnastik for
tanken och sdgs som ett medel att utveckla férstdndet. Genom studier i dessa imnen
skulle elevens tanke- och iakttagelseférméga 6ka (a.a.). I verkligheten 4r dessa sitt att
se pa problemldsning involverade i varandra och de férekommer inte isolerade frin
varandra (Wyndhamn m.fl., 2000). Det finns ingen orsak att argumentera sirskilt for
nagot av problemlésningssitten. Problemldsning 4r nimligen inte ett matematiskt
dmne och det skall inte heller betraktas som det. Matematik via problemlésning ir
mycket lite utprovat av lirare, men bér testas och utvirderas (a.a.).

Sammanfattning — Varfor och hur ska elever l16sa problem?

Om man tittar tillbaka s& har motivet for problemlésning skiftat i skolan (Wynd-
hamn m.fl., 2000). Probleml6sning var frin bérjan till for att tillimpa inévade
riknefirdigheter. Direfter anvindes problemlosning for att trina pa typiska metoder
och arbetssitt, t ex att vilja strategi eller att 16sa problemet i flera steg; att forstd
problemet, gora en plan, genomféra den och kontrollera 18sningen. I den senaste
kursplanen ska problemlésningen vara det centrala i all matematikundervisning,
alltsi ett sdtt att lira matematik (Skolverket, 2000).
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En begreppskarta 6ver argument for varfor och hur elever
ska |6sa problem

undervisning i problemldsning

!

goda matematiska kunskaper se férandringar
matematik/verklighet
i manga problem
tydliggora kognitiva processer I / lang tid

forsta-tolka-losa-formulera «—» PROCESSEN €«— kursplan: ldarande

\ via problemlésning

|ararens betydelse

heuristik
bildning - arbetssatt
grupparbete - argumentation
- induktiv metod

Figur 3: Olika argument for att elever ska I6sa problem.

Sjilva processen vid problemldsning, att eleverna forstdr och lser problem pé
olika sitt 4r det viktigaste argumentet f6r att arbeta med problem. Denna process
kan sedan delas upp i olika delmal. I litteraturen har jag inte funnit argument mot
problemlésning, men en kritisk beskrivning av undervisningen i problemlésning,.
Bland annat verkar det vara svart att vilja ritc uppgifter och att genomfora ett heu-
ristiske arbetssitt. Det dr viktigt att liraren tydliggdr den kognitiva processen och att
eleverna fir syn pd vilka matematiska kunskaper som anvinds eller skapas. For att
eleverna ska forst vad de lir sig vid problemlésning behévs det sirskild undervisning
i problemldsning. Det kan handla om ett heuristiskt arbetssitt med argumentation
och ett induktivt matematiklidrande. Det dr ocksd viktigt att elever fir 16sa ménga
problem och att detta sker under hela elevens skolging. Vid problemlosning ir det
ingen nackdel att ett problem tar ling tid att 16sa. Undervisning i problemlésning
kan vara ett tillfille dll grupparbete men ocksa ge tillfille till att visa sambandet
mellan verkligheten och matematiken, tillimpa matematik eller ta fram matema-
tiska modeller. For den enskilde kan problemlésning vara ett tillfille till att tinka i
matematik. Att trina pd en metod for att 16sa problem genom att tolka, genomfora
problemldsningen, se tillbaka och kontrollera svaret samt formulera nya egna pro-
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blem. En viktig synpunkt, 4dven om den inte ir ett argument f6r problemldsning,
dr vikten av lirarens egen attityd. Eleverna lir sig mer om ldraren sjilv tycker om
problemlssning och visar detta for eleverna. Kursplanen som styr skolans verksamhet
ser ocksd problemldsning som en viktig del av matematiklirandet. I den kursplan
som vi har nu (2002) skall matematiklirandet ske via problemldsning. Ytterligare
argument for att elever bor 16sa problem presenteras i det foljande avsnittet.

2.6.3 Andra aspekter av probleml6ésning

I detta avsnitt beskriver jag vad probleml6sning mer kan handla om, d.v.s. vissa
aspekter av problemlésning som inte tidigare ir behandlade. Jag vill hir ge exempel
pa verksamheter dir problemldsning kan vara en bidragande orsak till utvecklingen
av en vidare syn pd matematik. Det finns ménga exempel pé& problem som formuleras
med text for att ge intryck av att handla om verkligheten. Vissa problem formuleras
utifrin ett matematiskt uttryck och visar med exempel var i verkligheten uttrycket
anvinds for berikning (kontextformulerat), andra utgdr frin en for eleverna vil-
kind hindelse och visar pa behovet av matematik for att kunna lésa problemet
(vardagsproblem-modelleringsproblem). Nedan ger jag exempel pa bada.

Denna uppgift ir ett brékproblem som Ises i en vardagskontext (kontextfor-
mulerat problem).

En ”ldsk” rymmer ca 1/3 liter. Hur manga liter lisk ér det i en back om 25
flaskor? (Uppgift under rubriken blandade dvningar i avsnittet brik och pro-
cent (Méartensson & Svensson, 1982))

Wistedts m.fl. (1992) 100-meters lopp ir ett exempel som utgér frin elevernas
vardag. I Wistedts exempel ska eleverna lsa problemet genom att vilja matematisk
metod (modelleringsproblem, vardagsproblem)

Den syn man har pé vad som karaketiriserar problemlésning kan t.ex. vara den

aspekt som Wyndhamn ger uttryck f6r (Wyndhamn, 1993)

Relationen mellan problemlésningsaktivitet och situation kan uppfattas som
given i ett socialt sammanhang som i sig sjilv kan betraktas som en funge-
rande verklighet (entity) (a.a. s. 2).

Lesh m.fl. (Lesh, Landau & Hamilton, 1983) skriver i en artikel att problemlésning
och tillimpningar i matematik inte kommer att anvindas i skolan om inte lirare
och andra praktiker blir 6vertygade om att de spelar en viktig roll nir det giller att
forvirva grundliggande matematiska idéer.
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De uppgifter som presenterades i deras studie var till 6vervigande del i en var-
dagskontext med association till bilduttryck. N&gon uppgift skulle ocksé presenteras
muntligt. Ingen uppgift var svir att uppfatta for eleverna. Problemen var formule-
rade for att leda till specifika matematiska mal. Presentation av problemet kunde
ske muntligt eller med en konkret presentation med bild. Problemen var realistiska
och tillimpbara pé verkligheten. Jag ger hir ndgra exempel, dir exempel 3 ir till for
att jimfora om elever har littare att [8sa uppgifter utan mycket text:

1. (addition av brék) Jims familj bestillde tvé pizzor till middag, en med korv
och en med svamp. Jim at % med svamp och 1/5 med korv. Hur mycket pizza
t han sammanlagt?

2. (multiplikation av brék) Igar at Karen 1/4 av en chokladkaka. Idag at hon
1/3 av den bit som var kvar. Hur mycket it hon sammanlagt?

3. (papper och penna l6sning) Berikna 1/2 - 1/3 och 2/5 - 3/7

Fokus pd analysen av elevernas strategier och representationer har identifierats som
visentliga aspekter p& problemlésning i kunskapsforskning om matematisk framging
(Silver m.fl., 1996).

Schoenfeld (1985) tar upp problemlésningen i de fyra kompetenserna resurser,
heuristik, kontroll och instillning som han anser tillsammans karaketiriserar mate-
matisk problemlésning. Dessa fyra kompetenser innefattar foljande:

1. Resurser ir den kunskap som bestdr av intuition och fakta som ir specifika
for omrddet. Algoritmiska procedurer riknas ocksé till resurser och dven de
rutiner som inte ir algoritmiska.

2. Heuristik dr kunskap f6r problemlésning och innefattar strategier och teknik
for att angripa icke standardmaissiga problem. De ir tumregler for effektiv
problemlésning. Rita figurer, anteckna, associera till likartade problem hér till
denna kompetens. Andra strategier kan vara att arbeta baklinges, dterformulera
problemet samt testa och bekrifta proceduren.

3. Kontroll innebir beslut som handlar om val av strategier och resurser, planering
av arbetet, beskrivningar, forklaringar och utvirdering. Till denna kompetens
riknas ocksd medvetenhet om den metakognitiva processen.

4. Instillning/férestillning (belief) omfattar individens matematiska virld.
Denna punkt av kompetens innefattar individens uppfattning om vad som
ar matematik och individens férvintan pd sig sjilv som dven hinger sam-
man med sjilvfortroendet. Andra faktorer som har betydelse 4r miljon och
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omgivningen, kulturen som individen lever i. "Belief” faststiller kontexten i
vilken resursen, heuristiken och kontrollen opererar.

Lester (1983) tar ocksd upp att det dr nédvindigt med ett visst misslyckande for att
kunna lyckas med problemlésning. Ett problem for en elev méste inte nodvindigtvis
vara ett problem for en annan elev.

Trots svarigheter att identifiera de faktorer som har betydelse vid problemlésning
tar Lester upp ndgra som han analyserar pé ett djupare plan.

1. Uppgiftsfaktorer; hit riknas faktorer som hor ihop med problemet t.ex.
matematiskt innehdll och struktur, kontexten, problemets sprikliga fram-
stillning.

2. Problemlssningsfaktorer; det den enskilde uppfattar av problemet, karakteris-
tika for problemlésaren t.ex. fdrvintan pa problemet, matematisk bakgrund,
kon, élder, reaktion under stress, grad av sjilvstindighet, spatial formaga.

3. Processfaktorer; en mingd aktiviteter av bdde mental och fysisk art har bety-
delse for hela processen.

4. Omgivningsfaktorer; faktorer som ligger utanfor det egentliga problemet,
instruktion av problemet och en mingd andra faktorer.

5. Instrumentell och forskningsmetodisk utveckling av problemlésning har varit
ett intressant forskningsfilt for att finna och kunna mita vad som har effekt
pa framging. Frigan kan handla om att genomf6ra undersskningsexperiment
eller studera klassiska metoder.

Dialogen som férekommer mellan elev och lirare finns beskriven av manga fors-
kare. I Pélyas (Pdlya, 1945) fall ir det en idealiserad lirare och en lika perfeke elev
som samtalar sig genom problemlésningsprocessen. I Schoenfelds fall 4r det sivil
elevernas muntliga som skriftliga beskrivningar som presenteras i losningsprocessen
som ska vara autentiska dtergivningar. Jaworski (1994) beskriver klassrumsdialogen
mellan elev och lirare for att visa pi socialkonstruktivismen i klassrummet. Aven
Dunkels har i sin avhandling beskrivit hur eleverna f6r sina matematiska resone-
mang i grupp eller i samtal med liraren (Dunkels, 1996). Denna viktiga aspekt av
probleml6sningen, att det ges méjlighet till matematiska resonemang, finns ocksa
beskriven i TIMSS (1997). De samtal som liraren genomfor utifrin de 16sningar
som eleverna presenterar ir en form av resonemang som ser annorlunda ut 4n den
kommunikation som férekommer da liraren undervisar och eleverna lyssnar.
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Sammanfattning — Andra aspekter av problemlosning

Matematik och/eller verklighet, att forena eller sarskilja

Problemlésning kan vara ett sitt att visa pd matematik i verkligheten och dven visa pa
att man har nytta av att kunna matematik for att 16sa de problem som forekommer
i vart vardagsliv utanfor skolan. Nakna matematikuppgifter kan formuleras med
text for att skapa exempel dir eleverna fir rikna med enheter. Den matematik som
forekommer utanfor skolan bestdr av berikningar och mitningar.

Probleml6sning som kultur

Matematisk problemldsning kan vara en aspekt av verkligheten som sker i en skol-
kultur i klassrum eller i andra miljder. Denna aspekt ser problemldsning som en
allsidig verksamhet som vi stindigt sysslar med. Genom att arbeta med problem i
skolan utvecklar vi en allmin kompetens i problemlosning.

Probleml6sning for att ha med ut i livet

Problemlésning kan vara till for att tillimpa pé livet utanfér skolan, for att eleverna
ska ldra sig for livet.

Probleml6sning for problemldsning

En aspekt av problemlésning kan ocksa vara att utveckla sjilva problemlssningen
och de kompetenser som hinger intimt samman med att 18sa problem. Problem-
16sning ir d& en indtriktad verksamhet, diir man utvecklar resurser som ir specifika
for matematikimnet. Man anvinder da heuristik med sina specifika metoder och
planerar och gor olika val samt lyfter fram den metakognitiva processen. Till denna
inomprobleml6sningsaspekt riknas di ocksd val av limpligt problem, individens
forméga att losa problemet, val av process och lirarens uppliggning av undervis-
ningen for det specifika problemet.

Probleml6sning for den matematiska dialogen

Denna aspekt av problemlésning innebir att de matematiska dialogerna utvecklar
matematisk kunskap under tiden som elever eller lirare och elever tillsammans 18ser
problem. Dessa samtal skapar en matematikdidaktisk diskurs, ett eget sprak som
behovs for att 16sa problem. Med matematiska resonemang loser eleven problemet
och finner argumentation for sin strategi samt triinar sig i att jimfora olika lsningar
for att slutligen formulera nya matematiska uppgifter.
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2.6.4 Vad menar olika forskare med “rika problem”?

I detta avsnitt tar jag upp vad som finns skrivet om rika problem och ger exempel
pa sidana. Begreppet rika problem forekommer sillan i litteraturen. Flera forskare
har valt att arbeta med problem i sina egna studier utan att benimna dem rika, jag
ger exempel pd ndgra av dessa problem. De problem som har anvints i dessa studier
har inte varit av standardtyp och de har anvints pé ett bestimt sett. Flera av dem
skulle kanske kunna definieras som rika. Det forefaller vara intressanta problem som
ir valda med omsorg. Jag soker ocksd gemensamma drag hos problemen for att se
om de kan sammanfattas i bestimda kriterier. Den definition av rika problem som
jag kommer fram till presenteras i slutet av artikeln (avsnitt 1.7.2.).

Den typ av uppgifter som Bjorkqvist (1999) benimner som rika har kvalitéer
som gor att de fungerar som brobyggare mellan olika matematiska omréden, i
teman, mellan metoder och 6ver tid. Ett rikt problem kan man komma tillbaka till
nir man har mer matematisk kunskap och da 16sa pé ett nytt sict. Dessa uppgifter
hor inte hemma i ett specifikt matematiskt omride utan passar alltid in. Bjorkqvist
tar sirskilt upp att valet av uppgifter ir visentligt for att gora undervisningen ef-
fektiv (a.a.). Uppgifterna ir virdefulla pd grund av sitt matematiska innehéll. Han
vill att uppgifterna ska anvindas for att koppla olika tillvigagingssitt till varandra
och utgora utgingspunkt for att utveckla skilda teman inom matematik. Dessa
uppgifter kan ses som viktiga hjilpmedel for att bygga upp kognitiva scheman
och de kan da idven fungera som nyckeluppgifter for forstéelse, f6r minnet och
for generalisering. Jag ger hir exempel p& uppgifter som har klassats som rika av
Bjorkqyvist.

l.a)2-3-4=_-_b)3-_=4-_

2. Du har v kirl som rymmer 9 liter respektive 4 liter. Uppgiften ir att dsa
upp exake 6 liter vatten ur en sj6. Hur kan du g8 till viga?

3. Fakrorisera uttrycket x” + x* —x — 1

4. En skalbagge rér sig 1 m mot dster. Sviinger direfter och ror sig 1/2 m norrut.
Sedan fortsitter den 1/4 m visterut, 1/8 m soéderut, 1/16 m sterut, osv. i
en “spiralformig” rérelse. Den kommer allt nirmare en bestimd punkt som

verkar utgora slutpunkten f6r krypandet. Var befinner sig denna punke?

Mouwitz (2000) har ocksé anvint sig av rika problem for kreativ matematisk pro-
bleml6sning. Enligt honom iir de flesta matematikproblem fattiga eftersom de har ett
ensidigt och begriinsat syfte. Ett rikt problem definieras av att det 4r utvecklingsbart
och metodiskt mingdimensionellt. Enligt Mouwitz handlar det mer om kulturen i
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klassrummet, vilka frigor som ir tilldtna och vilken upptickesfird lirare och elever
ir beredda pd att gora. Mouwitz ger exempel pa ett standardproblem.

En cylindrisk tristock ér fem meter ling och har en diameter pa 45 cm. Be-
rikna stockens volym.

Denna 6vning ir helt sluten men kan utvidgas till ett rikt problem genom att man
formulerar f6ljande frigor.

Vad viger den?

Hur ménga stockar kan lastas pd en lastbil som far lasta 8 ton?

Hur kan vi berikna detta om stocken inte ir att betrakta som en cylinder
utan som en avhuggen kon?

Utgdende frin en fattig standardmissig uppgift kan verksamheten utvecklas till
kreativ problemlésning beroende pa lirarens sitt att beméta eleverna och upp-
muntra dem till egna frigestillningar enligt Mouwitz. Freudenthal (1991) tar upp
problem som har rik kontext. Dessa problem ger olika méjligheter till matematik
och matematikdidaktik. Exempel pd uppgifter i rik kontext kan vara en bild av
"Disneyland” med allt som hinder dir. En berittelse t.ex. Gullivers resa (en berit-
telse) eller schackbordsproblemet (ett korn pa ruta ett och en férdubbling pé varje
foljande ruta. Hur manga korn blir det totalt?) Guzman (2001) har beskrivit rika
problem s3 att dessa problem ska erbjuda en blandning av matematisk aktivitet och
demonstrera att matematik har en vid tillimpning. Lirarstuderande ska férvanas
over vad de kan géra med sin egen matematiska kunskap och bakgrund genom
att losa rika problem. Studenterna ska uppmuntras till att arbeta tillsammans och
stimuleras av utvecklingen av matematik. Rika problem erbjuder ocksé en méjlighet
att visualisera, schematisera och skapa modeller av verkligheten. Eleverna kan via
rika problem ges tillfille att tillimpa matematik. Problemen férenar ocksd andra
imnen med matematik (a.a.). Exempel pa rika problem som ir beskrivna av Guz-
man ir t.ex. dd eleverna fir se en bild av en by med kyrka och skola och utifrén den
formulera en uppgift som t ex att berikna antalet invinare i byn. En annan uppgift
handlar om att rikna om en miljard sekunder till 4r. “Tornet i Hanoi” 4r ytterligare
ett exempel pa ett rikt problem och slutligen antalet riskorn pd ett schackbride med
ett korn pd ruta ett och dubbelt s& méinga pa var och en av de féljande samt rikna
ut hur manga riskorn det blir totalt (jfr Freudenthals schackbride ovan). Den syn
pa rika problem som presenteras av Guzman (2001) ir den att genom att losa rika
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problem uppmuntras matematisk aktivitet, olika metoder ir tillitna nir man loser
rika problem. Rika problem beskrivs vidare som 8ppna frigestillningar (open-ended)
som formuleras ur det dagliga livet, rika problem férekommer i en stor variation av
former som t.ex. pussel, brevtext, berittelse, tidningsurklipp etc.

Schoenfeld har formulerat en lista pd egenskaper som problem ska ha for att vara
limpliga for att lira elever att tinka matematiskt (Schoenfeld, 1991):

1. Problemet ska vara atkomligt, lite act forstd och ha ett enkelt sprak s ate
eleven har framging med problemet.

2. Problemet ska kunna l6sas eller d&tminstone ska man kunna nirma sig det pd
flera olika sitt. Detta leder till matematiske rika diskussioner, kopplingar och
val av strategier vid problemldsningen.

3. Problemet ska fungera f6r att introducera viktiga matematiska idéer. Man ska
komma fram till det viktiga matematiska innehéllet eller de [6sningsstrategier
som problemet kan illustrera.

4. Problemet ska, om det 4r méjligt, anvindas som en introduktion till ett nytt
matematiskt omrade. Bra problem leder till nya bra problem.

Nedan féljer exempel pd uppgifter som inte ir benimnda som rika av sina forfattare
men som anvints vid forskning om problemlésning. Ingen av uppgifterna hor till
kategorin rutinuppgifter. Dessa uppgifter hor inte heller till vardagsproblem.
Schoenfeld (1985) har underséke studenters formdga att losa problem. Han har
haft kurser i problemlosning for collegestudenter och dir bland annat anvint sig
av foljande problem. Man kan anta att dessa problem uppfyller de kriterier som
han sjilv angivit.
Du har tvi rita linjer som skir varandra och en punkt P markerad pd en av
dem, se figuren nedan. Visa hur du kan konstruera, genom att anvinda pas-
sare och linjal, en cirkel som 4r tangent till bida linjerna och som har punk-

ten P som tangeringspunke till en av dem? (a.a. s. 15)

P
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I en rapportav Jaworski (1994) ska eleverna arbeta med olika problem. Denna rapport
som Jaworski skrivit handlar om konstruktivism som undervisningsfilosofi. Jaworski
beskriver 6 lirares arbete i klassrummet. Efter att ha observerat undervisning dir
eleverna arbetade i sina bocker bérjade en lirare en lektion dir hon lagt tonvikten pa
matematiskt tinkande och utveckling. I detta exempel skriver liraren pa tavlan:

1.2+3=5
2.4+6=10
3.

Liraren uppmanar eleverna att foresld vad som ska skrivas som det tredje exemplet.
Eleverna kom med ménga forslag som skrevs ner sedan fick eleverna vilja ut ett
forslag. Som lirare hade hon nu att vilja vilken slutsats som skulle f3 gilla, var det
en matematisk generalisering eller. ..

Nista exempel handlar om tessellering (heltickning av en yta utan éverlappning).
Liraren vill fokusera pd form och vinkel som matematiska objekt. Liraren presenterar
uppgiften genom att visa en fyrhérning (en utklippt bit) och frgar eleverna om de
tror att de kan ticka sitt koksgolv med en mingd identiska figurer. Fyrh6rningen
har olika lingd pa de fyra sidorna. I ett tredje exempel presenterar liraren problemet
muntligt for eleverna:

Tink er tva pizzor som ska delas lika pa tre personer.

I ett fjirde exempel formulerar eleverna egna uppgifter efter det att liraren har
presenterat en mingd olika férpackningar.

Ett femte exempel handlar om att dra rita linjer som skiir varandra. Eleverna
ska da se hur antalet skirningspunkter beror av antalet linjer. Férst fir eleverna dra
linjerna valfritt sedan frigar liraren efter det maximala antalet skidrningspunkeer
for tre linjer (a.a.).

I en studie av Silver (1985) fokuserades analysen av elevlésningarna pd elevernas stra-
tegier och representationer. Denna studie utgick fran ett problem dir eleverna skulle
berikna antalet prickar i ett monster (en kvadrat med sidan vriden 45 grader).
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I samband med den internationella TIMSS videofilmades lirare frin olika linder
(TIMSS 1997). I ett exempel frin Japan presenterar liraren en uppgift genom att
rita pd tavlan. Uppgiften handlar om att dra en ny rak och rittvis grins mellan tvi
linder. Liraren ger linderna namn efter tvé av eleverna i klassen. Det matematiska
perspektiv som liraren ger till uppgiften ir att alla trianglar som har samma bas
och hojd har samma area. Denna uppgift fljs upp med att eleverna ska finna en
triangel som har samma area som en fyrhérning och den tredje uppgiften ir att
finna en triangel med samma area som en femhérning,.

Alice Johan

I en avhandling frin 1919 beskriver K. G. Jonsson riknepsykologi. Han beskriver
elevers olika losningar vid problemlésning och dven den variation som en person
har vid 16sning av olika problem. Huvudsyftet med hans studie var att “klarligga
de psykiska betingelserna for problemlésandet”. Han vill fa tag i bra och passande
16sningsmetoder. Han kommer fram till att olikheter vad betriffar askadliggorande,
analyseringssitt och omedvetna moment beror av samma sak, d.v.s. olikheter vad
giller analysering och syntetisering. De olika typerna benimner han associativ, lo-
gisk och intuitiv analys och syntes. Den associativa kiinnetecknas av ett angripande
pa méfi, den logiska av ett minutiést sonderplockande och slutligen den intuitiva
av sammangripande och overskadlighet. Jonsson beskriver ocksd processen pa ett
sitt som pdminner om Pélyas faser. En forperiod som pagér tills man tagit del av
problemet och bérjat analyserat, en orienteringsfas. Direfter kommer huvudfasen
med det egentliga 16sningsarbetet och sist en efterperiod for att fi en riktighetskinsla.
Jag dterger hir ett av Jonssons problem:

En bonde fick av en granne penningar for att i staden képa 67 kg vetemjol,
men som priset p& detta hade stigit, fattades honom dirtill 1,34 kr, han kopte
blott 61 kg och fick di 22 6re 6ver. Vad var priset pa 1 kg mjol?

Jonsson skriver i anslutning till detta om att svag analys och otillrickligt dskadlig-

gorande och angripande pd méifi for med sig mindre gott rikneresultat. Enligt
Jonsson bér uppgiften 16sas pa foljande sitt:

51



Forst ldsa igenom och se efter vad det frigas efter. Jo, priset pd 1 kg. Lis igen
for att hitta angreppspunkt. Bonden képte 6 kg mindre. Det fattades 1,34 kr for
honom om han képte 67 kg. Rita si hir:

A B C D

Stycket A-D idr vad som erfordras for att kopa 67 kg. A-B vad som behévs for 61
kg. A-C den summa han hade med sig. D4 motsvarar B-C 22 ére och C-D 1,34
kr. Stycket B-D ir priset pa 6 kg dvs. 1,34 + 0,26 = 1,56 kr. D kostar 1 kg 1/6
didrav dvs. 0,26 kr.

Jonsson anser att denna l8sning 4r f6r dem som stér pd en lig nivd av kunskap.
Vidare anser Jonsson att den riknande ska skriva ner sina tankegingar inte bara i
siffror utan ocksé i ord.

Lester (1983) beskriver ocksd en forskningsstudie om problemlésning. Han an-
vinde di bl.a. foljande problem (som jag skrivit om for svenska forhillanden):

1. Tom fir 17,50 kr i bidrag varje vecka. Denna vecka gav hans mamma honom
18 slantar. Slantarna var 5-kronor, 1-kronor och 50-6ringar. Hur manga av
varje slag fick Tom?

2. En larv placeras i botten av en kruka som dr 8 dm djup och 6 dm bred. Varje
dag kldttrar larven upp 4 dm. Varje natt glider den ner 2 dm. Hur minga dagar
tar det for larven att komma upp s att han kan nudda toppen av krukan?

Enligt Lester (a.a.) har man inte heller efterfrigat vilka kognitiva processer elever
har blivit ombedda att anvinda nir de loser problem t.ex. av typen:

8 skakar hand med varandra. Hur ménga handskakningar blir det? Hur
ménga blir det om 7 stycken skakar hand?

Man vet att eleverna gissar, ritar etc. nir dom loser problemet.
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Sammanfattning - Vad menar olika forskare med rika
problem?

Rika problem anvinds av ett fital forfattare som benimning pa speciella uppgif-
ter. De problem som jag beskrivit ovan antar jag har valts ut for att de ér intres-
santa. De dr alla exempel, som enligt min uppfattning, skulle kunna fungera som
rika problem i ett specifikt ssmmanhang och for en bestimd individ. Aven om
inte forfattaren sjilv i texten motiverat valet av problem sd antar jag att det 4r
gjort utifrdn ett bestimt mal. Uppgifterna har ocks andra gemensamma egenska-
per som gor att de uppfyller kriterier som jag sedan kan sitta upp for att definiera
rika problem. De sammanhang dir uppgifterna har anvints har varit olika men
jag tycker mig se tre olika utgdngspunkter f6r valet av uppgifter.

Rika problem som brobyggare

De rika problemen kan fungera som brobyggare mellan olika matematiska omra-
den och som ett problem att dterkomma till flera ginger och da losa pa olika sitt.
En bro kan vara att visa hur samma uppgift kan l6sas genom att visualisera, skapa
en modell, sitta upp ett schema etc. Bron kan ocksd férena vardagsproblem med
matematik. Att transferera kunskap frin ett omrade till ett annat ir en viktig del
av matematiktillimpningen. Tolkningen av uppgiften genom att se analogier och
kunna anvinda tidigare forvirvad kunskap i nya sammanhang ir viktiga mal i
matematikundervisning.

Rika problem for att skapa rik undervisning

Liraren blir en avgérande faktor f6r om problemet ska bli rikt, fér hur uppgiften
formuleras om och ges ett rikare sammanhang. Ett exempel pd detta dr 6ppna
problem (open-ended) som formuleras av en bild eller hindelse och leder till
mdnga olika problem med olika I3sningar och olika svar. Till denna grupp riknar
jag dven de uppgifter som viljs for att vara limpliga att ha som gruppuppgifter for
elever eller for att redovisa i helklass och fora matematiska samtal utifrin. I den

presenterade forskningen har den matematiska dialogen (som kan ske med hjilp
av rika problem) en viktig roll eftersom skolans undervisning i matematik i dvrigt
forefaller vara tyst.

Rika problem for specifika matematiska idéer eller strategier

De problem som viljs ut for att uppnd matematiska mal maste vara mer specificerade och
jag uppfattar ocksd att de kriver en tydlig styrning av liraren for att malen ska uppfyllas.
I manga fall kanske detta mal ir givet av den kurs som problemlésandet ingdr i.
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Dessa tre motiv for att arbeta med problem hér ihop och maste férenas i en rik
undervisning.

2.7 Slutdiskussion

Féljande frigestillningar har behandlats:

* Vad ir problemlésning och hur ser olika forskare pa det?
* Varfor och hur ska elever 16sa problem?

* Vilka olika aspekter finns det av problemlésning?

* Vad menar olika forskare med “rika problem”?

Dessa fyra fragestillningar vill jag sammanfatta i kriterier for problemen och mal
for undervisningen.

Matematiska mal nas utifran arbete med féljande fokus
pa problemet

Matematisk idé
Rutinuppgift
Uppgift Strategi
Rikt problem
Representationer/uttrycksformer
Matematisk medvetenhet nas med foljande fokus pa undervisning
Matematiska resonemang och argument
Induktivt
Arbetssatt Metakognition och sjéalvuppfattning
Deduktivt
Transfer, tolkning och dverféring

Figur 4: Beskrivning av tva skilda fokus fér problemlésning. Dessa hdnger intimt
samman och kan i verksamheten inte skiljas at.
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Probleml6sning kan handla om den matematik som eleverna anvinder och lir
genom att l8sa ett problem, en personlig kunskap som bekriftas vid problemlés-
ningen. Problemet kan vara konstruerat for att eleverna ska lira sig ett matematiskt
begrepp, en matematisk strategi eller anviinda sig av olika representationsformer vid
problemldsningsprocessen. Problemldsning kan ocksd handla om atr tilligna sig
ett matematiskt sprik. Denna kunskap som bekriftas via ett matematiskt samtal,
ett logiskt resonemang. En metodisk kunskap som innefattar problemlgsningens
olika faser. En kunskap om att matematik anvinds i minga sammanhang och att
samma matematik anvinds for att l6sa olika problem. En transferkunskap dir
uttrycksformer/representationer kan vara ett sitt att 16sa och beskriva en uppgift.
Dessa kunskaper ir en form av metakunskaper om problemlésningsprocessen och
de firdigheter som man anvinder ir ett hantverk for att 16sa problem. Till dessa
kunskaper riknas dven metakognition som ir en visentlig del av elevernas kunskap
om det egna lirandet men det krivs att liraren medvetandegér eleverna om hur
de lir sig. Om avsikten med problemlosning ir att lira ett specifikt matematiske
omride men ocksd att uppticka det matematiska spriket si maste valet av uppgift
och arbetssitt samordnas. De som arbetar med problemlésning (vanligen liraren
och eleven) maste veta vad det ska ga ut pa. Lararen maste kunna anpassa problemet
till eleven och veta vilken kunskap som aktualiseras av den specifika uppgiften, men
dven eleven mdste veta vad det gdr ut pd och vad han/hon ska lira sig.

2.7.1 Vad karaktariserar problemlosningsuppgiften?

Flera av de tidigare nimnda forskarna har beskrivit vilka krav man ska stilla pa ett
problem. Sirskilt Schoenfeld har formulerat fyra villkor som han anser ska gilla
for ett problem:

1. Problemet ska vara ldct ate forsta.

2. Problemet ska kunna losas pé flera olika sitt.

3. Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer eller vissa 16snings-
strategier.

4. Problemet ska leda till nya bra problem.

Bjorkqvist anknyter till punkt tre men han utvidgar kraven pé problemen ytterliggare
genom att lita problemen koppla samman matematiskt olika omrdden d han nim-
ner att de rika problemen ska vara brobyggare mellan olika matematiska omraden.
Aven Guzman (2001) tar upp det matematiska i problemet d4 han siger att det ska
vara en blandning av matematisk aktivitet och demonstration av matematik. Silver
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tar upp punkt fyra nir det giller att formulera nya problem (problem-posing). En
anknytning till detta finns i Jaworskis (1994) beskrivning d hon tar upp att eleverna
ska associera skolmatematiken till verksamheten utanfér skolan. Mycket av den forsk-
ning som jag forsokt beskriva visar pa den viktiga matematiska dialogen. Matematiska
resonemang har inte nimnts i ndgot av de kriterier eller mél som jag har funnit hos
forskarna men det matematiska samtalet beskrivs ingdende av Lakatos (1976), Scho-
enfeld (1985) Jaworski (1994), Pdlya (1945, 1954, 1962), Jonsson (1919), Wistedt
(1992), Dunkels (1996) samt Lithner (2001). Samtal i matematik med matematiska
resonemang torde leda till ett sprak som i sig kan innebira ett lirande.

2.72 Vad lar man sig genom att l6sa matematiska problem?

I min litteraturstudie har jag funnit en mingd argument f6r problemlésning som
jag forsokt lyfta fram som visentliga. Matematisk problemlosning ir en prakeisk
verksamhet enligt Pélya (1945) och enligt Ahlberg (1992) ir problemlssning en
resonemangsprocess. Enligt Schoenfeld innebir problemlésningsférmaga fyra skilda
kompetenser: resurser, heuristik, kontroll och individens instillning till matematik
(belief). Jag skulle sjilv vilja sammanfatta det sd hir: Problemldsning i matematik
leder till och forutsitter manga olika kunskaper och firdigheter. Avslutningsvis vill
jag formulera kriterier for ett problem som ska leda till matematisk medvetenhet
och specifik kunskap. De problem som uppfyller dessa kriterier benimner jag som
rika problem. Med denna definition avgrinsar jag rika problem frén rutinuppgifter
och problem i allminhet.

1. Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer eller vissa 16snings-
strategier.

2. Problemet ska vara litt att forstd och alla ska ha en mojlighet att arbeta med
det.

3. Problemet ska upplevas som en utmaning, kriva anstringning och tillatas ta
tid.

4. Problemet ska kunna losas pa flera olika sitt, med olika strategier och repre-
sentationer.

5. Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrén elevernas
skilda 18sningar, en diskussion som visar pd olika strategier, representationer
och matematiska idéer.

6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare.

7. Problemet ska kunna leda till att elever och lirare formulerar nya intressanta
problem.
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Vid lésning av rika problem fir eleven lira sig matematik genom att uppticka,
utvidga, fordjupa och anvinda sina matematiska kunskaper samt genom att ka
sin matematiska medvetenhet.
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3  Analys av nagra problem

— exemplen Bitar, Tornet och Skolvagen, en studie om
matematiska idéer och representationer i tre "rika
problem?

Matematik ir konsten att undvika rikning (Okind)

I denna artikel analyserar jag tre problem teoretiskt for att se hur kriterierna fungerar
for dessa. Analysen bestér av en teoretisk genomgang och exempel pa 16sningar, dessa
anvinds som illustration till den teoretiska genomgangen. De tre problem jag har
undersoke ir alla inbsrdes olika. I den teoretiska genomgéngen av problemen visar jag
exempel pd problemens matematiska idé, ger forslag pa strategier och visar pa olika
representationer. Losningsexemplen jimfors med den teoretiska genomgéngen av
problemen. Utifrdn detta diskuteras sedan vilka matematiska idéer och vilka strategier
som anvindes, hur problemen fungerade som brygga mellan matematiska omrdden
och om problemen kunde leda till en utvidgning av den matematiska kunskapen.
Slutligen diskuteras problemens férutsittningar for att fungera som rika problem
i klassrumsundervisning. Hir beskrivs ocksd en sirskild fortbildningssatsning med
lirare i skoldr 7-9. Denna satsning initierades frin Skolverket for att ge lirare en
mojlighet att lira sig mer om problemlésning.

3.1 Inledning

Problemldsning i matematik dr inte en entydig aktivitet med bestimda uppgifter.
Som ldrare och ldrarutbildare i matematik med intresse f6r problemlésning har
jag funnit att det 4r en mingd olika faktorer som blir avgérande for vad eleverna
lir sig d& de 16ser matematiska problem. De faktorer jag upptickt som viktiga ir
bland annat, hur liraren viljer problem till eleverna, vilket arbetssitt som liraren
planerat for och vilka hjilpmedel eleverna har tillging till. Men stdrst betydelse
har det om elevernas 13sningar sedan anviinds av liraren som utgdngspunkt for den
fortsatta undervisningen. For att problemet ska bli virdefullt for elevernas lirande
och kunna anvindas i undervisningen maste problemet viljas pa ett medvetet sitt.
Min erfarenhet av undervisning med problemldsning ir att den kriver ett annat
arbetssitt, ett arbetssitt dir elevernas egna losningar fir bli viktiga, en elevdriven
undervisning i stillet f6r en lirar- eller liroboksdriven. De studenter och lirare
som jag arbetat med och som deltagit i fortbildning har delat min erfarenhet av att
probleml6sning for manga innebir en 6kad variation och dirmed ocksa en ckad
arbetsglidje under matematiklektionen.
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I denna artikel ska jag undersoka problem for att se vilka matematiska idéer
som finns i dem, vilken matematik det dr mojlige act lira sig f6r de elever som 16ser
problemet. Den matematik som finns i problemet blir avgrande for om jag ska
vilja problemet att arbeta med tillsammans till eleverna. Eftersom undervisningen
i matematik foljer en planering och utveckling s maste problemen viljas beroende
pa vad eleven for tillfillet arbetar med och kan, samt vad eleven for tillfillet star i
begrepp att lira sig. Problemen mdste anpassas till eleverna och i viss man iven till
liroboken. Detta fér inte tolkas si att eleverna inte fir majlighet att arbeta med
nya okinda moment utan problemen méste vara en utmaning fér eleven. I denna
del underséker jag inte hur problemen fungerar i specifika elevgrupper eller under-
visningsgrupper utan jag tittar bara pa vilka méjligheter som finns i problemen.
I en kommande rapport avser jag att underséka problemen i olika elevgrupper i
undervisningssituationer.

I artikel ett utredde jag vissa termer som jag anvinder mig av hir. I denna artikel
fortsitter jag med att undersoka ett urval av problem och titta pé vilka kriterier som
varje problem uppfyller samt visa exempel pa l6sningar. Jag ska ocksa ge exempel pad
hur problemen har anviints i fortbildningskurser genom att beskriva den fortbildning
som skett inom Matte-NOT projektet.

3.2 Bakgrund

Kursplanen Lpo 94 ligger storre vike 4n tidigare kursplaner vid att eleverna ska utveckla
sin matematiska forméga genom att 16sa problem (Wyndhamn m.fl., 2000). I denna
formaga ligger dven att se meningen med att kunna anvinda matematik i nya samman-
hang och att kunna resonera och argumentera for sina slutsatser. Kursplanen betonar
ocksd nédvindigheten av att arbeta med vardagsniira problem. Undervisningen i ma-
tematik ir starke beroende av lirobokens uppgifter. Nistan hilften (49 %) av eleverna
i rskurs 9 hade mycketsillan eller aldrig arbetat med andra matematikuppgifter éin de
som finns i lirobdckerna, enligt den nationella utvirderingen 1992 (Skolverket, 1993).
De nationella proven ir en tolkning av liroplanens syn pd kunskap och inlirning.
Detta har inneburit att dessa prov dven bestdr av mer omfattande uppgifter. En orsak
till detta ir ocksd att proven ska ge stod for lirarens bedomning av elevens forméga att
anvinda, uttrycka och utveckla sina kunskaper pa ett kreativt sitt (Wyndhamn m.fl.,
2000; Pettersson 1997). I lirobockerna, som dominerar undervisningen, ir de flesta
problem slutna dvs. de har ett enda ritt svar. Problemen stér i slutet av ett bestimt
matematiskt omride varfor eleverna pd forhand vet vilken matematik de ska anvinda

for att16sa problemen. Problemen ir av typen benimnda uppgifter, textuppgifter som
handlar om en inévad riknemetod (Wyndhamn m.fl., 2000).
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I matematik innebir problemlésning att man arbetar med problem dir man
inte i forvig vet vilka strategier eller vilken matematik man ska anviinda (se artikel
ett). For detta indamal kan det vara visentligt att konstruera sirskilda problem och
analysera dessa for att se vad eleverna kan lira sig och efter det att eleverna arbetat

med problemen, se vad de faktiskt lirde sig.

3.3 Matte - NOT - en presentation

Skolverket och Verket for hogskoleservice startade 1994 en nationell satsning pa
naturvetenskap och teknik (NOT) som fortfarande pagir (2003). I denna satsning
ingick inte matematik. Skolverket satsade dirfor pa ett kompetensutvecklingsprojekt
i matematik som erbjéds till alla NOT-kommuner 1998. Fyra kommuner tackade
ja och ett fortbildningsprojekt startade. Detta riktade sig till matematiklirare som
undervisade p& hogstadiet, sirskilt skoldr 8. Denna &rskurs valdes ut for att det
skulle vara méjligt att undersska om dessa elever presterade bittre pa nigon del av
det nationella provet for skoldr 9. Resultat av detta sammanstilldes inte. Projektet
pagick under en termin med tvd dagars uppféljande utvirdering under den efter-
foljande terminen. Lirarna erbjods direfter fortlopande kontakt med kursledare
och 6vriga kursdeltagare.

Genomforande

En projektgrupp bildades med Skolverket, PRIM-gruppen (nationella provgrup-
pen for skoldr 5 till kurs A pd gymnasiet) och kursledare frin fyra olika hogskolor.
Denna grupp triffades regelbundet under den termin som fortbildningen pégick
och planerade kurstillfillena for de deltagande lirarna. Vid dessa triffar diskute-
rades kursens mil och innehill, vilka olika erfarenheter som kursledarna fick vid
kurstillfillena och vilka nya problem som skulle testas i lidrarnas klasser. Min roll i
detta projekt var att vara kursledare och samordnare med sirskilt ansvar for tva orter
samt att vara forskare. Kopplingen mellan fortbildning och forskning gav mig en
unik méjlighet att préva ut uppgifter i klasser dir jag inte undervisade. Under denna
satsning kom kriterier for rika problem att vixa fram. En del av de elevlosningar
som lirarna samlade in anvindes ocksa f6r analys. De mal som gruppen var éverens
om var att konstruera och testa matematiska problem da arbetet med problemen
genomfordes pa ett medvetet sitt. Detta skulle ske genom att klassernas matema-
tikldrare genomforde undervisning med sina egna elever. Vi i projektgruppen ville
analysera och bedéma elevresultaten for att se problemets méjligheter. De problem
vi testade skulle vara olika. Vi ville ocksé se om ett frindrat eller medvetet val av
arbetssitt innebar nagot for elevernas och lirarnas arbete med matematik. Avsikten
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med projektet var ocksd att lirarna skulle fi utveckla sin personliga medvetenhet
och kreativitet i matematik genom att tillsammans diskutera och reflektera kring
innehill och arbetssitt. Kursen utvecklades olika for de olika grupperna beroende
pa att larargruppen i de fyra kommunerna som deltog sig olika ut. Kursledarna
fordelade inom sig ansvaret for respektive deltagande kommun men hade idven ett
kurstillfille med de 6vriga tre kommungrupperna.

Traffar med kursdeltagare

Vid varje tillfille med lirarna, ssammanlagt sju triffar, anvindes ett utvalt problem.
Problemet hade i vissa fall testats tidigare. Gemensamt f6r alla problem var att de
var intressanta och skulle passa for denna elev- och lirargrupp samt hade ett be-
stimt matematiskt inneh&ll. Dessa problem skulle sedan testas i klassrummet med
elever. Vid triffen arbetade f6rst liraren sjilv med problemet. Detta individuella
arbete motiverades av att vi ville fi s manga olika I3sningar som méjligt och med
att ldraren skulle ges tid att sitta sig in i problemet, gora sin personliga tolkning.
Sedan diskuterades och jimférdes de olika 16sningarna tillsammans med en annan
lirare och man beskrev for varandra hur man tinke for att 16sa problemet. Direfter
diskuterade ldrarna sina losningar i tre- eller fyragrupp och valde tillsammans ut
l6sningar som skrevs ner pa ett overhead (OH-blad) eller pé tavlan, detta for att alla
lirare skulle f3 se flera olika Isningar. I denna redovisning pévisades olika val av
16sningsstrategi och lirarna beskrev vilken matematik de hade arbetat med. Motivet
for detta arbetssdtt dr att lira genom att beskriva sin egen losning for andra och
argumentera for denna och samtidigt férstd hur ndgon annan har lést problemet.
Detta ir en viktig kiilla till att lira sig 16sa problem, men ocksa till att byta strategi
om det visar sig att ndgon annan har en bittre metod. Direfter diskuterades och
analyserades losningarna. Analysen fokuserades pd den matematik som anvindes
for att losa problemet men ocksd den matematik eleverna kunde lira sig i arbetet.
Analysen handlade ocksd om vilka skilda strategier som hade anvints. Ett resultat
av dessa diskussioner blev att det visade sig att olika personer loser problem pa
olika sitt, med olika matematik beroende pé vilken matematik man behirskar och
kinner sig trygg med. Aven vid val av strategier har man egna argument och viljer
strategier som man kinner sig hemma med. Att l6sa genom att prova kan vara en
bra strategi for en person medan en annan hellre 16ser samma problem med ett
ekvationssystem. Nista steg blev att alla kommungruppens lirare skulle ge eleverna
samma problem och genomféra samma arbetssitt i de egna klasserna. Detta for
att se om vi kunde finna nigon bra arbetsmetod dir alla elever blev aktiva med
problemlésning. Vid den foljande triffen redovisades elevernas 1osningar. Hur hade
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eleverna lyckats? P4 vilka olika sitt hade lirarna anpassat problemen till just sin
klass. Det kunde handla om att presentera problemet muntligt, rita en bild, erbjuda
konkret material, eller formulera om problemet s att det blev enklare eller svirare.
Vi hade inte i forvig diskuterat dessa anpassningar utan de uppstod som ett behov
i den konkreta klassrumssituationen. Direfter gick vi igenom ett nytt problem
som vi arbetade med pd samma sitt och som sedan genomfordes i klassrummet
samt redovisades vid det foljande kurstillfillet. Ett sidant arbetssitt, dir eleverna
arbetade med samma problem, leder till att det skapades en kommunikation runt
ett bestimt problem som innehsll ett avgrinsat matematiskt omrade och nagra fa
strategier. Elevernas losningar kom i fokus vid den avslutande redovisningen och
diskussionen. Varje enskild elevs bidrag blev viktigt och eleverna visste att det finns
alternativa losningar och kunde, efter att ha sett kamraternas 16sningar, vilja en
annan strategi nista gdng de motte ett likartat problem. Vid redovisningarna av
det egna arbetet med elever var det flera av lirarna som visade videoinspelningar
av undervisningen i den egna klassen. Dessa lag sedan till grund f6r ytterligare
diskussioner runt genomférande av problemlésning i undervisning. I slutet av
terminen var det flera av lirarna som inte ansdg sig ha tid for problemldsningen
eftersom de hade svérigheter att hinna med ordinarie undervisning och uppgifterna
i liroboken. Ovana att anvinda e-post gjorde att de planerade kontakterna inte
fungerade som det var tinkt och nir kursen var avslutad var dven kontakten med
kursledningen utanfér kommunen bruten.

Elevperspektiv

Vi hoppades att de elever som ingick i projektet skulle fi mer tid till kreativ pro-
blemlésning och att detta skulle innebira ett 6kat intresse for matematik. Genom
att byta ut lektioner med liroboken mot lektioner med gemensamma problem dir
alla Iste samma problem och arbetade utifrin sina forutsittningar hoppades vi att
eleverna skulle f3 ett mer variationsrikt lirande. De efterféljande diskussionerna runt
l6sningar och analys av problemet och 18sningsstrategier hoppades vi skulle bli po-
sitiva for alla i klassrummet. (Jag dterkommer till en beskrivning av problemlésning
i klassrummet i en annan rapport). Elever som undervisas i en bestimd metod att
16sa en problemtyp ligger ner all sin kraft pd att genomf6ra metoden i stillet for att
soka efter alternativa l6sningsstrategier. Elever trinas inte i att vilja metod, eftersom
dven liroboken i vissa fall anger vilken metod som ska anvindas; t.ex. rita en bild,
16s med ekvation etc. P4 detta sitt kan eleven f& uppfattningen att det endast finns
ett korreke sitt for att [sa problemet.

63



Lararperspektiv

Vi hoppades att de lirare som deltog i projektet skulle fi egen fortbildning i pro-
blemlésning genom att préva olika strategier pd samma problem och genom att se
vilken matematik som dr nédvindig for de olika 16sningsstrategierna. Lirarna skulle
lira av varandra genom att presenterade den egna undervisningen med den egna
klassen for de andra lirarna. Vi ville ocksa att lirarna bildade sin egen resursgrupp,
grupper inom kommunen dir man kunde fortsitta att diskutera undervisning. Tidi-
gare hade manga skolor, siirskilt hogstadieskolor, imnesgrupper med dmnesansvariga
lirare. Idag har skolorna istillet arbetslag, dir lirarna samarbetar om évergripande
och elevvardande frigor. Dessa lirare diskuterar sillan imnesundervisning eftersom
de inte har triffar med kolleger som har samma imne. Verksamheten vid triffarna
fokuserade pd att analysera och bedéma problem samt analysera de losningar som
eleverna gjort. Vi arbetade ocksd med anpassning av problemen vilket innebar att
lirarna konstruerade nya likartade problem.

Resursgruppen

Vi ville med dessa dterkommande triffar skapa en bredare bas f6r denna fortbild-
ningssatsning, sirskilt for att finna gemensamma maél och vara férankrade i skolans
kursplaner. Gruppens skilda kompetens och stora erfarenhet av sdvil grundutbildning
som fortbildning var viktiga for att utforma triffarna. Aven den samlade erfaren-
heten och kunskapen om provkonstruktion och bedémning av elevprestationer var
viktiga vid konstruktion och val av uppgifter samt vid den efterf6ljande analysen
av elevlosningarna. Dessa triffar fick pd detta sitt en karakeir av egen kunskapsut-
veckling for kursledarna.

Problemtyp

De problem som valdes var alla olika och syftade till att behandla olika matematiska
begrepp och skilda strategier. Alla problem var i ndgon mening rika problem (utan
att kriterier for dessa var definierade), sirskilt vad det giller att eleverna inte hade fatt
ett forslag pa en metod som skulle anvindas. Vi valde uppgifter dir eleverna kunde
anvinda olika representationer som t.ex. konkreta, logiskt/sprakliga, aritmetiska/
algebraiska, geometriska och grafiska (McCoy m.fl., 1996).

3.4 Syfte och fragestallning

Problemlsning i skolan kan vara en aktivitet da elever lir sig matematik och an-
vinder matematiska strategier. For att detta ska vara mojligt méste ldraren veta vilka
problem som for tillfillet 4r limpliga for eleverna, vilken matematisk idé som finns
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i problemet. Syftet med denna studie ir att sd noga som mojligt teoretiskt analysera
ett urval av problem fr att se om de kan fungera som rika problem. Rika problem ir
problem som ir definierade genom att de uppfyller vissa kriterier (se nedan). Syftet
ir ocksd att soka losningar, som kan illustrera den teoretiska genomgéngen och se
om problemen har forutsittningar for att fungera som rika. Direfter vill jag ocksd
diskutera vad som krivs av liraren for att problemet ska kunna anvindas som ett
rikt problem eller vad som kan gora att det inte blir det. Detta leder till foljande
frigestillningar:

Hur val uppfyller de valda problemen kriterierna?

Vilka forutsattningar har problemen for att fungera som rika problem i
undervisningen?

Presentation av kriterierna for rika problem

I forsta artikeln kom jag fram till foljande kriterier for att ett problem ska definieras
som rikt. Den forsta frigan hinsyftar till dessa kriterier.

1. Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer eller vissa 16snings-
strategier.

2. Problemet ska vara litt att forstd och alla ska ha en méjlighet att arbeta med
det.

3. Problemet ska upplevas som en utmaning, kriva anstringning och tillitas ta
tid.

4. Problemet ska kunna lgsas pa flera olika sitt, med olika strategier och repre-
sentationer.

5. Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrén elevernas
skilda I8sningar, en diskussion som visar pa olika strategier, representationer
och matematiska idéer.

6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare mellan olika matematiska
omraden.

7. Problemet ska kunna leda till att elever och lirare formulerar nya intressanta
problem.
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3.5 Analys

I detta avsnitt beskriver jag vad jag vill undersska och vilka kriterier som jag
kan analysera teoretiskt och hur dessa kan illustreras med exempel pé l6sningar.
Forst gor jag en rent teoretisk genomgang som visar pa problemets matematiska
innehdll och alternativa l3sningsstrategier samt representationsformer. Sedan gor
jag en genomging av losningsexempel, insamlade i samband med undervisning
och ldrarutbildning, som analyseras utifrn kriterierna. Dessa analyseras for att
diskutera vilka av problemets méjligheter som kan utnyttjas vid undervisningen.
Slutligen diskuterar jag om problemet kan anpassas till olika elever, om problemet
kan fungera som en brygga mellan olika matematiska omriden och om problemet
kan utvidgas och pa det sittet leda till nya intressanta problem. De l6sningar som
anvinds for att illustrera har samlats in frin fyra skilda hall; frin lirare som gétt
fortbildningskurser och frinderas elever, frin studenter i lirarutbildningar och de
elever som dessa studenter mott i sin verksamhetsforlagda utbildning. Hir har jag
inte skilt mellan 6sningar frin olika problemldsare eftersom syftet ir att studera
problemen och deras inneboende méjligheter, inte att undersska problemlosarens
formaga att losa problemet.

3.6 Teoretisk genomgang

Denna genomging syftar till att underséka problemens majligheter att anvindas
som rika problem. Jag har valt att titta pd problemets matematiska idé och 16s-
ningsstrategi, detta motsvarar kriterium 1 for rika problem som bade Silver och
Schoenfeld tar upp som visentliga vid arbete med problemlésning (Silver & Cai,
1996; Schoenfeld, 1991).

3.6.1 Matematiska omraden/matematiska idéer

PISA (PISA 2002) ir en studie for bedémning av 15-aringars kunskaper i matematik,
sarskilt nir det giller vardagsfirdigheter. Studien har genomforts i OECD-linderna.
I samband med denna studie satte man upp en lista for "mathematical big ideas”
som innefattar f6ljande:

* Chance, (slump)

* Change and growth, (férindring och tillvixt)

* Space and shape, (rum och form)

* Quantitative reasoning, (kvantitativa resonemang)

* Uncertainty, (osikerhet)

* Dependency and relationship, (beroende och samband)
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Hir ser jag en svarighet i att gora en korreke overforing till svenska férhallanden
eftersom dessa termer inte forekommer i vdra kursplaner. Var och en av dessa sex
stora matematiska idéer innehéller flera matematiska begrepp och procedurer.

* En annan indelning av matematiken ir beskriven av Steen (1990).
e Pattern (monster)

e Dimension (dimension)

* Quantity (kvantitet)

* Uncertainty (osikerhet)

Shape (form)

* Change (forindring)

Denna indelning éverensstimmer i hdg grad med den som Pisa gjort.

Hiebert (1986) delar upp matematik i att forstd sirskilda matematiska begrepp
och att samordna dessa med sirskilda matematiska procedurer. Varje matematiskt
omride innehaller pa detta sitt sina specifika matematiska begrepp och procedurer.
Samtidigt fsrekommer ménga begrepp och procedurer i flera omriden.

De svenska kursplanerna for grundskolan och gymnasiet nimner istillet de
matematiska omrddena aritmetik, algebra, geometri, funktionslira och statistik.
Beroende pa vilken kursplan man studerar férekommer dven mitningar, sanno-
likhetslira, trigonometri, differential- och integralkalkyl (Skolverket, 2000). De
matematiska omriden som jag har utgitt ifrén dr de som oftast presenteras i dessa
kursplaner och lirobscker (se figuren nedan). Problemet analyseras for att finna vil-
ket matematiskt omrade och vilken matematisk idé som finns i problemet. Kan det
l6sas inom omradena aritmetik/algebra, geometri, funktionslira och/eller statistik/
sannolikhetslira? Jag viljer att lita matematiska idéer innefatta begrepp och proce-
durer som dels férekommer specifikt inom varje omride men ocksi évergripande
i flera av de matematiska omrddena. Exempelvis forekommer begreppet rationellt
tal specifike i aritmetik och proceduren brikrikning i andra omrdden. Schematiskt
tinker jag mig och anvinder hir uttrycken matematiskt omrdde och matematisk
idé pa foljande sitt
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Matematiska idéer Matematiska omraden
Aritmetik/Algebra

\ Geometri

som
/ Funktionslara/Matematisk analys
Procedurer

Statistik/Sannolikhetslara

Begrepp

3.6.2 Lésningsstrategi

Valet av strategier och heuristiska 16sningsmetoder 4r ssmmanbundna med varandra
(Pélya, 1945; Schoenfeld, 1985). Jag har hir valt de strategier som Lester (1996)
har definierat. Flera av dessa strategier dr ocksi matematiska idéer t.ex. att soka ett
monster. Act skriva upp en ekvation ir t.ex. ocksd en matematisk idé som dven hor till
det matematiska omradet algebra. Hir 4r de strategier som Lester ger exempel pa:

* vilja en eller flera operationer att arbeta med
* rita bilder

* soka monster

* arbeta baklinges

* goraen lista

e skriva upp en ekvation

* dramatisera situationen

* gora en tabell eller ett diagram

* gissa och prova

* 15sa ett enklare problem

* anvinda laborativa material eller modeller

3.6.3 Representationsform

Utéver matematiskt omride/matematisk idé och strategi diskuteras losningarnas
redovisade representation, detta motsvarar kriterium 4 och 5 och dess betydelse
framhélls av bl.a. Silver (1985). Jag viljer att dela in representationerna i fyra olika
typer (se nedan) som motsvaras av dem som Mc Coy m.fl. har definierat. (McCoy
m.fl., 1996). Jag har dven beskrivit detta mera ingdende i forsta artikeln.
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* Konkret representation innebir att eleven har avbildat ett verkligt eller tinkt
material.

* Logisk/spraklig representation innebir att 16sningen férklaras med hjilp av
det svenska spraket. Eleven har inte forkortat beskrivningen med matematiska
symboler.

* Aritmetik/algebra/analys, representation med matematiska symboler.

* Grafisk/geometrisk representation visar i bild hur uppgiften ir 16st. Bilden ir
en vedertagen abstraktion t.ex. rutnit, tabell eller koordinatsystem (Janvier,

1987).

Matematisk idé, matematiskt omréide, strategi och representation ir intimt forknip-
pade med varandra. Exempelvis ir att skriva upp en ekvation en strategi som hor till
det matematiska omradet algebra och bygger pa den matematiska idén att [3sa en
ekvation. I detta exempel iir representationsformen algebra. Jag anser det visentligt
att diskutera dessa olika ingdngar till att angripa problemet pa.

3.7 Losningsexempel

Efter den teoretiska genomgingen soker jag losningsexempel for att se vilka av dem
som kan illustrera teorierna. Jag underséker ocksa om de insamlade 16sningarna kan
visa pd exempel dir problemet kan anpassas till olika elever, och om det kan anvin-
das som brygga mellan olika matematiska omriden samt om problemet kan leda
till formulering av nya kreativa problem. Denna diskussion sker utifrin problemets
mojligheter att fungera som ett rikt problem i enlighet med de kriterier jag satt upp.
Hiir tittar jag speciellt pa kriterium 2 som handlar om anpassning, hur problemet
anpassas till olika elever. Kan problemet formuleras enklare eller goras som en storre
utmaning? Detta 4r ett kriterium som Lester och Schoenfeld lyft fram (Lester, 1983;
Schoenfeld, 1991). Jag uppehaller mig ocksd vid foljande frigor: Vilka méjligheter
finns det for att problemet ska fungera som en brygga mellan olika matematiska
omriden (kriterium 6)? Detta kriterium tas upp av Silver (1985) och Bjorkqvist
(1999). Jag ger exempel utifran de l6sningar som presenteras. Problemets méjliga
utvidgning; kan det leda till konstruktion av nya intressanta problem (kriterium
7)? Detta kriterium tar Schoenfeld (1991) upp nir han beskriver meningen med
att syssla med problemlésning? Huruvida problemet upplevs som en utmaning,
kriver anstringning och tilldts ta tid kan jag inte besvara med det material som jag
har. Detta kriterium (kriterium 3) som sirskilt har betonats av bl a Lester (1983)
hoppas jag kunna dterkomma till i en senare studie.
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3.8 Sammanfattande diskussion av problemet

Hir diskuterar jag problemet utifrin den teoretiska genomgéngen och de 16snings-
exempel som jag valt for att illustrera kriterierna och testa problemens méjligheter
att fungera som rika.

Analysen kan sammanfattas i foljande bild:

Teoretisk genomgang Losningsexempel

\/

Sammanfattande diskussion av problemet

3.9 Presentation av problemen

De tre problem som jag har valt ut f6r att analysera ir olika och jag har valt dem for
att ge en si varierad bild som méjligt. Varje problem behandlas for sig. I samband
med analysen har jag dven anvint mina kolleger for att, om méjligt, begrinsa den
subjektiva delen av analysen. I de fall vi varit oense har vi diskuterat oss fram till en
gemensam 16sning med forskningsmetoden persontriangulering.

* Bitar
e Tornet
* Skolvigen

3.9.1 Bitar

32 bitar kostar 10 kronor. Hur manga bitar fir du fér 25 kronor?

Teoretisk genomgang

Matematiska omraden/matematiska idéer

Aritmetik/Algebra

Dubbelt och hilften ir grundliggande aritmetiska begrepp som kan illustreras med

bitar och kronor.

Successiv halvering med enheter: 32 bitar for 10 kronor, 16 bitar for 5 kronor, 8
bitar for 2,50 kronor, 4 bitar for 1,25 kronor, 2 bitar for 0,625 kronor, 1 bit for
0,3125 kronor.
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Problemet kan lésas med successiv fordubbling utan enheter (3210, 6420,
64+1620+5, 8025).

Problemet behandlar algebraiska begrepp som proportionalitet och beskrivs i ett
brakuttryck.

Problemet utgdr frén naturliga tal och gér 6ver i rationella tal uttryckea i brékform
och decimalform.

Problemet kan uttryckas med en ekvation % = ?1)—3

Funktionslara/Matematisk analys

Problemet kan presenteras genom sambandet y = 3,2 - x, dir y dr antal bitar for x
antal kronor di 3,2 bitar kostar 1 krona.

Problemet kan dven formuleras sa att det leder till sambandet y = 0,3125 - x diir y
ir kostnaden for x bitar di 1 bit kostar 0,3125 kronor.

Losningen kan dven beskrivas som punkter pd en rit linje i ett koordinatsystem och
visa pd skillnad mellan kontinuerlig funktion och diskret funktion.

Strategier

De strategier som jag ger exempel pd ir ett urval av de som Lester har presenterat.
Operationer

I detta exempel ir operationer aritmetiska utrikningar.

Addition, successiv upprikning med dubbelt.

Multiplikation 25 kronor ir 2,5 mer dn 10 kronor leder till operationen 2,5 mul-
tiplicerat med 32 bitar.

Division med tva for att fa hilften.
Ekvationer
Ett algebraiskt uttryck med x som obekant.

X 32 [ Ts 32
25 = 10 Leder till I6sning av uttrycket x = 25 - 10
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Tabell

En matris med samband som s& sminingom kan leda in pa ett funktionsuttryck.

Sambandet mellan pris och antal bitar.

bitar kronor
32 10
16 5
64 20
80 25

Representationer

Jag har hir valt fyra olika representationsformer.

Konkret representation
Grupperingar med konkret material

10 kr 10 kr 5 kr

Logisk/spraklig representation
Losning som aven kan redovisas
muntligt

For 10 kr fir man 32 bitar. For 20
kr fir man 64 bitar. For 30 kronor
far man 96 bitar.

Det ir 16 bitar f6r manga. Men 16
bitar ir hilften av 32 bitar. Alltsa
betalar man bara 5 kr for 16 bitar.
Allts ska man betala 25 kr om man
vill ha 80 bitar.

Aritmetisk/Algebraisk representation
Losningar med matematiska symboler

Aritmetisk
10 Eronor 32 bitar
32 .
] i
krona 10 bitar
25 kronor 25. 32 bitar
Algebraisk

Antag att man fir x st bitar for 25 kr.
Da iir

X _ 32
25 10
x=2532=80

Man far 80 st bitar for 25 kr.

Grafisk/Geometrisk representation
Koordinatsystem med tva givna
punkter

antal bitar
F 9

80
32
0 >
0 10 25 antal kr
Uppstallning i tabell
bitar kronor
32 10
16 5
04 20
16+64=80 | 5+20=25
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Lésningsexempel
Matematiska omraden/matematiska idéer

I Iosningsexemplen férekommer f6ljande exempel pd matematiska omraden/
idéer:

IOkr —’32 bitar
20k — 6Y bitar
5L — [§éitar

25k — §0 bitar
Exempel 1 Exempel 2

25+2,5 «/0

Glltso
9:5'3-2 £ 80

Exempel 1 har som matematisk idé de aritmetiska operationerna dubbelt, hilften,
addition utférda som huvudrikning. I exempel 2 ir uppgiften 16st med multipli-
kation och lésningen redovisar en dvergdng frin heltal till rationella tal.

LY IR 2X Y
32y, 20338 || %€
x = £0 0% aw X = 32 X = %}”".—.30
Exempel 3 Exempel 4

I exempel 3 (se ovan) finns en 16sning som bygger pd en ekvation och rikneopera-
tionerna division och multiplikation. Exempel fyra redovisar en [6sning med det
matematiska begreppet procent.

73



Strategier

Olika strategier finns som féljande exempel:

I exempel 1 (se ovan) ir 18sningen presenterad i en tabelliknande uppstillning som
ar ldte ace f6lja med rikneoperationerna dubbelt, hilften och slutligen addition.

Halverss b J°9 Lommer ¢elt

§biter fr 250"
sl 80 for 35

Exempel 5 Exempel 6

Exempel 5 presenterar en 18sning med strategin arbeta baklinges. Den matematik
som anvinds 4r hilften upprepade ginger. Talomridet utvidgas frin de hela talen
till de rationella talen.

Man kan finna flera olika representationsformer i l6sningsexemplen. Hir foljer
nagra:

Representationer

Konkret representation, avbildning av en lésning blir i detta problem enkla och ir
troligen gjorda av yngre elever. I exempel 6 ovan har problemet 16sts genom att alla
bitar har ritats upp och svaret sedan beriiknats genom upprikning.

Logisk/spriklig representation ir exempel 5 ovan dir forklaringen ocksd gérs med
ett sprakligt uteryck.

Aritmetisk representation dominerar pd detta problem. Samtliga 16sningar ir gjorda
med anvindning av matematiska symboler. Ett uttryck med x som obekant dvs. ett
algebraiske uttryck férekommer i exempel 3 och 7.

Grafisk bild som t.ex. tabell 4r en annan typ av representation som i exempel 1 ovan.
I 6vrigt forekommer det inga grafiska 16sningar pa detta problem.
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Anpassning, brygga och utvidgning

Man kan visa detta med foljande exempel:

Eftersom problemet kan lésas enbart med hela tal men 4ven med en 6vergang till
rationella tal passar det elever med olika férkunskaper. Strategin att férenkla eller att
rita en 16sning samt att 16sa med procent eller en ekvation f6ljer det uppligg som
elevernas skolmatematik gor i lirobockerna. Detta problem kan fungera som en
brygga mellan dessa olika matematiska omridden men ocksé fungera som en 6verging
fran ett proportionalitetsuttryck till en linjir funktion som i exempel 7.

X P”“?f_/,-/

X =035
priset dr 0,3125 kr dus
ca 30 ore Joit

y=ontalet /0 kr 22 G/ fer
0,3125 /| ler 32 bs Yar

N

y = 2
43126
Y =80

ontalet Gr 80 f3r 2.5L,

3

25x2 =80 Moter

Exempel 7 Exempel 8

Anpassning: Hur val passar problemet elever med
skilda forkunskaper?

Problemet kan losas av elever som enbart kinner till naturliga tal. Losningen kan
da ritas eller skrivas utan att additionen med symboler skrivs ut, exempel 6 ir en
16sning dir upprikning (rikneramsan) kan vara en tillricklig kunskap for ate losa
problemet. Elever som utvidgat sitt Talomrédet till att omfatta dven rationella tal
i decimalform kan lésa problemet som i exempel 8. For elever som arbetar med
procent kan exempel 4 vara en méjlig 16sning. Ett generellt uttryck for antalet bitar
som beroende av antalet kronor ir en losning som en elev kan gora som lirt sig
begreppet funktion. Problemet kan 16sas med hjilp av minga olika matematiska
idéer. Beroende pd vilken matematisk idé man viljer s& kan problemet passa olika
elever. Problemet har en inre kvalité som innebir att det kan lésas av elever med
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olika férkunskaper. Eleverna verkar anpassa [3sningsprocessen till sina férkunskaper
vad giller matematisk kunskap genom att t.ex. vilja talomréde eller

Anpassning: Hur kan problemet formuleras om for att bli
enklare eller svarare?

Féljande exempel skulle kunna vara ett alternativ till uppgiften dé eleven kan arbeta
vidare till ett generellt uttryck. Istillet for fragan hur manga bitar fir man for 25
kronor, kan man stilla frigan hur manga bitar fir man for _ kronor. Problemet
ir utvidgningsbart, dvs. det kan skrivas om s att svarighetsgraden successivt okar.

1. Hur ménga bitar fir man for 20 kronor? (enklare uppgift)
2. Hur ménga bitar fir man f6r 25 kronor? (ursprunglig uppgift)
3. Hur manga bitar fir man f6r 45 kronor? (svérare uppgift)
4. Hur manga bitar fir man f6r 60 kronor? (svérare uppgift)
5. Hur manga bitar fir man for x kronor? (svarare uppgift)
6. Vad kostar y bitar? (svérare uppgift)

Alla elever kunde arbeta med problemet f6r att finna en 18sning (kriterium 2). Det
gjordes inga anpassningar av nigot slag. Det fanns inget behov av anpassning for att
gora det littare. Diremot kan det ha funnits elever som inte fick nigon utmaning
(kriterium 3).

Hur val fungerar problemet som brygga mellan olika
matematiska omraden?

Problemet kan vara en brygguppgift fr 6vergingen frin naturliga tal till rationella
tal bide 1 brakform och i decimalform. 32 bitar fér 10 kronor, 16 bitar f6r 5 kronor,
3,2 bitar for 1 krona

32 16 3,2

22 . 2 1 22 _39),
(107 33 ;. —32)

Detta redovisas i exempel 8. 32 60
Problemet kan utvidgas till att berikna kostnaden f6r 60 bitar ( 0 . ) eller
antalet bitar for x

X

40 kronor ( ?_é - )

Inga exempel av denna typ redovisades.
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Problemet kan fungera som en brygga frin aritmetiska operationer till ekvationer.
For att visa pd detta behovs det fler olika exempel pa mellanformer som binder
ihop exempel 1 och 3.

En funktion f6r en rit linje (se grafisk representation i matrisen B ovan) med bitar
som exempel kan leda in till utvidgningar dir funktionen blir en matematisk mo-
dell som beskriver sambandet mellan tid och pengar eller tid och temperatur t.ex.
veckopeng, telefonkostnad och temperaturmitning. Diskussionen kan behandla
diskreta och kontinuerliga funktioner.

Vilka utvidgningar kan man goéra for att formulera problem med
samma matematiska idé?

Utvidgningen innebir att finna ett generellt uttryck, att identifiera problemtypen
och kunna formulera matematiske liknande problem. I detta fall kan nya problem
handla om andra tillimpningar av proportionalitet eller reguladetri, som till exempel
valutavixlingar och jaimf6rpriser. Genom att vilja andra enheter kan man formulera
nya problem. T.ex. 10 pund kostar 140 kronor. Hur ménga kronor fir man for 25
pund?

Sammanfattning av problemet Bitar

Matematiska omraden/matematiska idéer

De flesta har 16st uppgiften med aritmetik och anvint sig av rikneoperationerna
addition, multiplikation och division. Ett exempel pd ekvationslosningar med x
som obekant visar att den som gjort I6sningen har arbetat med algebraiska uttryck.
I exempel 7 finns en utférlig redovisning med antagande men en felaktig uppstill-
ning som 4nd4 leder till ett korrekt svar. Losningar med naturliga tal forekommer
i exempel 1, 3, 4, 6. Flera av losningarna kommer ocksa in pa rationella tal sdsom
exempel 2, 5,7, 8.

Strategier

Operationerna som anvints dr addition, multiplikation och division (hilften).
Ekvationer férekommer i exempel 3 och 7. Det férekommer losningar som visar
pa kunskap om procent som exempel 4 och funktionslira som exempel 7. Det £6-
rekommer inga grafiska losningar med exempelvis tabell men i exempel 1 redovisas
en 18sning som ir tabellartad.
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Representationsformer

Det forekommer flera varianter av representationsformer vid redovisningen av
l6sningar pd detta problem. Konkret (exempel 6), aritmetisk/algebraisk (exempel
2, 3, 4, 7) logisk/spraklig (exempel 5) och geometrisk/grafisk med tabell (exempel
1). De aritmetiska operationerna som bade férekommer som 1sningsstrategi och

matematisk idé dominerar dven som representationsform.

Anpassning, brygga och utvidgning

Problemet kan passa for olika elever genom att det kan lésas pd en mingd olika sitt
med naturliga tal och aritmetik eller med procent och rationella tal eller f6r den som
sd 6nskar med en ekvation eller ett funktionsuttryck. Problemet kan fungera som en
brygga mellan talomraden, en brygga mellan olika matematiska omraden eller som
en brygga mellan olika strategier. Problemet kan utvidgas till ett enklare problem eller
till en svarare och da leda in i en mer avancerad matematisk modell. Utvidgningen
kan dven innebira att finna ett generellt uttryck, att identifiera problemtypen och
att formulera matematiske liknande problem. I detta fall kan nya problem handla
om andra tillimpningar av proportionalitet som till exempel valutavixlingar och
jimforpriser. Genom att vilja andra enheter kan man formulera nya problem.

3.9.2 Tornet

e

e

1. Hur minga kuber behévs for att bygga tornet pd bilden?

2. Hur manga kuber behévs det for att bygga ett liknande torn som 4r 12 st
kuber hogt?

3. Hur manga kuber behévs det for att bygga ett liknande torn som ir 7 st

kuber hogt?
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Teoretisk genomgang

Matematiska omraden/matematiska idéer

Aritmetik/Algebra
Figur nr 1 2 3 4 5 6 n
Antal klossar totalt 1 6 15 28 45 66
Okning= Antal klossar pi vining 1 5 9 13 | 17 | 21
Okning av 6kning 4 4 4 4 4

Talfsljden ska sedan uttryckas med ett algebraiske uttryck (72(27-1))

Funktionslara/Matematisk analys

En l6sning som bygger pé ett sitt att se pa férindring, en grundprincip for derivata
(Bergsten 1997). Funktionen f{x) = 2x?-x har derivatan f’(x) = 4x-1 som ir linjir (och
ligger mellan virdena) och andraderivatan f”’(x) = 4 4r en konstant funktion.
Genom att identifiera forsta och andra derivatan gir det att teckna en polynom-
funktion. (En funktion som leder till ett differentialuteryck)

Geometri

Klossarna placeras sd att de bildar trianglar och rektanglar. Areorna beriknas. Arean
av en rektangel med den korta sidan 7 och den linga sidan (z-1)+1+(n-1) ir 7 -
((n-1)+1+(n-1)) som forkortas till #(2n-1).

Arean av 2 rektanglar med sidorna 7 och 7-1 samt en pelare med héjden 7 dr 2.
n(n-1)+n

Arean av 4 trianglar med héjden 7 och basen (7-1) samt en mittpelare med hojden

nir 4(n(n-1)2) = n(2n-1)

Strategier

De strategier som jag ger exempel pé ir ett urval av de som presenterats i avsnitt 1.

Operationer

Addition av klossar. Multiplikation f6r berikning av areor.

Soka monster, gora en tabell

Ett sitt att skriva tal for att se ett monster 4r att stilla upp en tabell. Detta kan ligga
till grund for att finna att det dr en aritmetisk talf6ljd genom att skriva varje vining
for sig och sedan finna ett uttryck f6r den 7-te figurens antal klossar.
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Skriva upp ett samband

Den aritmetiska talf6ljden, areaberikning och differentialekvationen leder alla till
ett generellt uttryck som anger sambandet mellan antal viningar och totala antalet

klossar.

Losa ett enklare problem

Problemet 4r formulerat s att det borjar med att eleverna fir 1sa ett enklare problem

for att sedan successivt overga till ett generellt uttryck.

Anvanda laborativa material eller modeller

Problemet kan illustreras med en byggd modell och dven l6sas genom att eleverna

bygger tornet och riknar klossarna. Detta dr en méjlig losning fram till sista steget,

den generella modellen.

Representationsformer

Hir ger jag forst exempel pa fyra olika representationsformer f6r problemet Tor-

net.

Konkret representation

Lésning med konkret material
Konkreta 16sningar d4 man bygger tornet
och riknar bitar

Logisk/spraklig representation
L6sning som aven kan redovisas
muntligt

Logiskt/Sprakliga 16sningar dd man for-
klarar med ord hur man har gire dll viga.
Detta kan ske pd valfrite site utifrdn de
matematiska idéer som presenteras ovan.

Aritmetik/Algebra/Analys,
representation

Losning med matematiska symboler
Aritmetik/Analys:

Aritmetisk talf6ljd och differential-ekva-
tionsbegreppet 4r tvd mojliga vigar for
denna representation.

Algebra: Ett uttryck for den 7-te vdningen
som ett resultat av talféljden eller areabe-
rikning.

Grafisk/Geometrisk

representation

Lésningen bygger pé areabegreppet.
Geometrisk. Att utgd frin areabegreppet
och berikna trianglar och rektanglars areor
dr exempel pd denna strategi.

Grafisk. Den tabell som anvinds for att
finna ett monster och 16sa med andra-
derivatan ir en del av den matematiske
analytiska metoden.
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Lésningsexempel

Matematiska omraden/matematiska idéer
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Exempel 9 Exempel 10

Aritmetik/Algebra

Algebraisk 16sning med aritmetisk talf6ljd

I exempel 9 iir uppgiften 16st som en aritmetisk talf6ljd diir antalet klossa i 7-te lagret
dr 4(n-1)+1 och summan av alla klossar tom 7-te lagret ar 7(2(n-1)+1).

I exempel 10 visas ett exempel pd en geometrisk 1sning, i detta fall som en rek-
tangel.

Strategier

I 16sningsexemplen hittar man foljande strategier:

Operationer

I exempel 9 har talfsljden skrivits upp och talen parats ihop for att bilda summan
70. Rikneoperationerna addition, multiplikation och division har anvints for att
16sa problemet och finna det generella uttrycket.

Skriva upp ett samband

Den aritmetiska talf6ljden i exempel 9 och areaberikning i exempel 10 4r bida
generella uttryck som anger sambandet mellan antal viningar och totala antalet
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klossar. I exempel 9 kan man ana att det allminna uttrycket bygger pd en formel
for aritmetisk talf6ljd eftersom inte hela hirledningen ir redovisad. I exempel 10
kommer uttrycket frin berikningen av arean fér en rektangel som ockséd direkt
utgdr frin en formel.

Losa ett enklare problem

Problemet i4r formulerat s att det bérjar med att 16sa ett enklare problem for att
sedan successivt overga till ett generellt uttryck.

Anvanda laborativa material eller modeller

Problemet kan illustreras med en byggd modell och iven lsas genom att eleverna
bygger tornet och riknar klossarna. Detta dr en méjlig losning fram till sista steget,
den generella modellen. Jag ger inget exempel pa detta.

Representationsformer

Man kan finna flera olika representationer bland 18sningsexemplen. Hir foljer
nagra exempel:

Konkreta representationer redovisar jag inga bilder pa. Diremot har jag sett flera
exempel pa losningar med klossar och sockerbitar.

Logiskt/sprikliga representationer finns till en del i exempel 10 som sedan gar vidare
till en geometrisk 16sning.

Aritmetiska/algebraiska representationer anvinds nir l6sningen ska beskrivas i ett
generellt uttryck i bide exempel 9 och 10.

Geometriska representationer som area finns det i exempel 10 ovan.

Anpassning, brygga och utvidgning
Man kan visa detta med foljande 16sningsexempel:

Anpassning av problemet ligger i formuleringen som en steguppgift (ett problem
som ir formulerat i a, b, ¢ for att leda mot ett generellt uttryck) och de forsta stegen
kan l6sas med hela tal vilket gor det mojligt for elever att l6sa delar av problemet
dven om den matematiska kunskapen ir begrinsad till rikneramsan. I exempel 9 gir
det att anviinda upprikning eller addition som 4r enkla operationer. Detta problem
kan fungera som en brygga mellan aritmetisk talf6ljd och geometrisk areamodell.
Exempel 9 och 10 visar pd de olika matematiska omridena. Problemet fir inte
anpassas s mycket att det matematiska malet blir otydligt. Om det ir majligt bor
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problemet leda till ett generellt uttryck. Om man tar bort sista steget i problemet
(det generella uttrycket) forsvinner en viktig utmaning och problemet reduceras
till ett berikningsproblem.

Anpassning: Hur val passar problemet elever med skilda
forkunskaper?

Problemet kan losas av elever som enbart kinner till naturliga tal. Losningen kan
da ritas eller skrivas utan att additionen med symboler skrivs ut. Upprikning
(rikneramsan) kan vara en tillricklig kunskap for att 16sa problemet. Eleverna kan
bygga ett torn som 4r 12 viningar hégt, riva det och rikna antalet klossar. For att
finna det generella uttrycket kriivs kunskaper om aritmetisk talfsljd, areabegreppet,
differentialekvationer eller integraler (en losning for areaberikning). Beroende pd
vilken matematisk idé man viljer sd kan problemet passa olika elever. Problemet
har en inre kvalité som innebir att det kan 16sas av elever med olika forkunskaper.
Eleverna verkar anpassa l6sningsprocessen till sina férkunskaper. Ett exempel frin
skolan, di elever anvinder riknemetoder som de ir sikra pa, dr d& elever som ir
sikra pd addition har byggt ett torn med bestimt antal viningar och raserat det samt
riknat antalet klossar. De 18sningsexempel som jag gitt igenom tyder ocksi pd att
elever som inte lirt sig vad en aritmetisk talféljd 4r kan lésa problemet genom att
anvinda sig av areabegreppet.

Anpassning: Hur kan problemet formuleras om for att bli enklare eller
avarare?

Uppgiften dr formulerad for en anpassning fran det enskilda fallet till det generella.
Problemet kan forstéras genom att delproblem nr 3 stryks sd att man inte soker
efter det generella fallet.

Hur val fungerar problemet som brygga mellan olika matematiska
omréaden?

For att problemet ska fungera som en brygga kan 16sningen presenteras med flera
alternativa 18sningsstrategier. Dessa kan sedan leda till att det generella uttrycket
formuleras. I exempel 9 och 10 4r det tvd representationsformer och tvé strategier
som ir redovisade. Man kan 4ven anvinda en strategi och skapa en brygga mellan
t.ex. aritmetik och algebra.
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Vilka utvidgningar kan man goéra for att formulera problem med
samma matematiska idé?

Utvidgningen innebir att finna ett generellt uttryck, att identifiera problemtypen
och att formulera matematiskt liknande problem. Denna problemtyp ir allmint
forekommande i talféljder som t.ex. kan uppstd ur tindsticksproblem (d4 man byg-
ger olika monster med tindstickor och riknar antalet stickor) eller andra talménster
som t.ex. triangeltal etc.

Sammanfattning av problemetTornet

Problemet innehéller en anpassning, genom att det ir formulerat som ett stegproblem
kan elever med olika férkunskaper i matematik forstd problemet och losa de forsta
deluppgifterna. Problemet kan fungera som en brygga frin en aritmetisk 16sning till
ett algebraiskt uttryck. Denna 6verging kan ske pd minst tre olika matematiska sitt
som exemplen ovan visar. Mellan dessa olika matematiska metoder kan problemet
ocksa fungera som en brygga. Utvidgning av problemet kan vara att 16sa andra
monster (t ex med tindstickor) och finna ett generellt uttryck.

3.9.3 Skolvagen

Oscar och Frida gir i samma skola men bor olika lingt frin skolan. Bida cyklar
till samma busshéllplats. Nir Oscar stdr och vintar pd bussen har han cyklat 1/3
av hela sin skolvig. Frida har, nir hon kommer till busshéllplatsen, cyklat 2/5
av hela sin skolvig.

Vem har lingst vig till skolan?

Hur ir férhallandet mellan Oscar och Fridas skolvigar?

(I de kommande 18sningarna byter eleverna ibland namn.)

Teoretisk genomgéng

Matematiska omraden/matematiska idéer

Aritmetik/Algebra

Skolvigen kan 13sas genom att gora ett antagande och berikna personernas skolvig.
T.ex: Antag att den gemensamma strickan dr 15 km. D4 fir Oscar 22,5 km till
skolan och Frida 25 km till skolan. Foérhillandet blir 22,5/25 (=45/50)
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En méjlig l6sning ir att teckna ett férhéllande dir x och y ir de olika personernas
hela Strickor, da Frida har strickan x till skolan och Oscar har strickan y. Detta
leder till f6ljande algebraiska uttryck 3/5 - x = 2/3 - y.

Férhallandet kan d& skrivas y/x = 9/10 (=45/50).

Geometri

En modell for att forstd att personerna har olika lingt kan vara att rita tva strickor
och rikna med en given skala samt mita fram en losning t.ex. vilja den gemen-
samma strickan till 30 rutor och mita ut Oskars stricka till 45 rutor och Fridas till

50. Forhallandet blir da 45/50.

Strategier

De strategier som jag ger exempel pd ir ett urval av dem som presenterats i del 1.

Operationer

Om l6sningen bygger pé ett antagande av en strickas lingd sd anvinds sedan rik-
neoperationerna division och multiplikation.
Addition och division med heltal 4r en [6sning om man ritar en lésning.

Ekvation

Uttryck med obekanta for att finna forhallandet mellan barnens skolvig ir ett
exempel pa ett algebraiske generellt uttryck.

Representationsformer

Hir ger jag forst exempel pa hur jag har sorterat 16sningsexemplen. Jag har valt fyra
olika representationsformer.

Konkret representation Logisk/spraklig representation

Losningen kan gdras som en modell En muntlig eller skriven beskrivning av
med klossar, en 18sning med olika val av personernas skolvigar.
strickor mellan busshillplatsen och skolan

Aritmetisk/Algebraisk Grafisk/Geometrisk representation
representation Ritad 16sning med stricka avbildad i skala
Aritmetisk: Berikning efter ett antaget och uppmitt avstdnd.

virde pd strickan.
Algebraisk: Ekvationsuppstillning med
obekanta.
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Losningsexempel
Matematiska omraden/matematiska idéer

(Hir heter eleverna David och Eva.)
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Exempel 11 Antagande med x dir x 4r skillnaden i vig. Kompletterande bild.
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Exempel 12 Antagande med x och y. Kompletterande bild.
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Exempel 13 Felaktig 13sning
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Exempel 14 Felaktig l6sning. Lika nimnare.
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Exempel 15 Berikning utifrin given stricka. Omformulerad uppgift med los-
ning.
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Exempel 16 Felaktig l6sning. Cirkel med berikning utifrin skala och area.

Samtliga exempel har aritmetik och/eller algebra som matematisk idé. De ritade
strickorna ir till for att illustrera 16sningen och anvinds inte for att l6sa proble-
met.

Aritmetik/Algebra

I exempel 11 och 12 férekommer det multiplikation och division. Dessa exempel
dr ocksé redovisade med algebraiska uttryck.

Geometri

Exempel 11 och 12 har férutom en algebraisk 16sning en bild som man skulle
kunna mita for att se hur linga de olika strickorna ir. Losningarna fir pd detta
sitt sitt eget facit.

Strategier

I 16sningsexemplen hittar man foljande strategier:

Rita en bild

I exempel 11 har lsningen kompletterats med en bild.

Operationer

I exempel 11 och 12 férekommer multiplikation och division.
Gora ett antagande
Exempel 11 utgdr eleven frin en antagen stricka.
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Skriva upp en ekvation

Exempel 11 och 12 innehaller ekvationsuttryck. Exempel 11 med x som den lingre
strickan. I exempel 12 har den ena strickan y till skolan och den andra striickan x.

Representationsformer

Hir f6ljer ndgra exempel:

Konkreta representationer redovisar jag inga exempel pd. Att anta en stricka med en
jaging

given enhet dr en mycket konkret 18sning. Arbete med klossar ir ett annat exempel

pa konkret representation.

Logiskt/sprikliga representationer finns till en del i exempel 15 som 4r en berikning
utifrin en annan formulering av problemet.

Aritmetiska/algebraiska representationer redovisas i bdde exempel 11 och 12.

Geometriska representationer ir de ritade strickorna i exempel 11 och 12.

Anpassning, brygga och utvidgning

Detta kan visas med f6ljande exempel:

I ex.15 har ldraren forindrat problemet och gjort om det frén ett problem med
ménga I8sningsmojligheter till ett problem som enbart 16ses med berikning. Denna
omformulering gér om problemet s3 att det blir ett icke rikt problem. Anpassning
av problemet blir det om eleverna fir gora olika antaganden for att se att det blir
samma forhillande mellan avstinden oberoende av vilken stricka man antar. En
anpassning blir det om eleverna fir rita och mita f6r att finna samma forhéllande
mellan strickorna. Problemet kan vara en brygga mellan en aritmetisk berikning
som bygger pd en antagen stricka och en ekvation med x och y som antagna
strickor. Om uppgiften formuleras med en given stricka reduceras problemet till
ett berikningsproblem.

Anpassning: Hur val passar problemet elever med skilda férkunskaper?

Eleverna bor kinna till brikbegreppet for att forstd uppgiften. Problemet kan 18sas
med mitning och kriver dd inte ndgra mer specifika kunskaper.

Anpassning: Hur kan problemet formuleras om for att bli enklare eller
svarare?

Om problemet formuleras med en stricka s blir det enklare men samtidigt tar
man bort det som gor problemet till ett rikt problem. De givna braken kan ersittas
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sd att 2/5 skrivs som 40 %. Bida briken kan ocksa bytas ut mot andra tal som ger
storre gemensam namnare.

Hur val fungerar problemet som brygga mellan olika matematiska omra-
den?

Problemet kan visa pi sambandet mellan ett brakuttryck och ett algebraiskt uttryck.
Problemet kan ocksa visa pé en lingd, ett avstind som ett brakuttryck.

Vilka utvidgningar kan man goéra for att formulera problem med samma
matematiska idé?

Utvidgningen innebir att finna ett generellt uttryck, att identifiera problemtypen
och kunna formulera matematiskt liknande problem. Genom att byta enhet och tex
formulera ett problem med pengar kan man hélla fast vid den matematiska idén.

Sammanfattning av problemet Skolvagen

Anpassning genom att forenkla problemet och ange en stricka som i exempel 15
innebir att problemet gors om till en berikningsuppgift dir strategin dr mera given.
Detir en vinst att lita eleverna sjilva gora sina antaganden om skolvigens lingd for
att sedan se att oberoende av hur lang skolvig eleverna har s blir forhéllandet lika
om svaret uttrycks i procent eller som ett brikuttryck. Detta problem kan vara en
brygga mellan brik och procent. Det ir ocksé ett bra exempel pa att en ritad 16sning
kompletterar en aritmetisk operation. Ett exempel pa utvidgning kan vara att byta
enheter till t ex kronor. Personerna fir samma lonepéslag i kronor som motsvaras
av olika procentsatser. Ett exempel pd detta: Anna och Lisa arbetar extra och har
olika 16n varje ménad. En ménad fir bida lika mycket pengar mer i paslag pé sin
16n. For Annas del motsvarar detta ett 16nepaslag pa 40 % av hennes l6n och for
Lisa 4r paslaget 1/3 av hela hennes [6n. Vem har hogst 16n och hur mycket mer har
hon il6n, jimf6rt med den andres lon. (Jimfor med momstilligg och momsavdrag
som forekommer i vardagskontexten.)
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3.10 Sammanfattande analys med diskussion
3.10.1 Hur val uppfyller problemen kriterierna?

1. Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer eller vissa
I60sningsstrategier.

Alla tre problemen uppfyller detta kriterium. Bitar ir det problem som elever tidigt
kan 16sa med endast heltal och addition. Skolvigen har ett avgrinsat matematiskt
innehall som endast behandlar brakbegreppet. Tornet ger eleven majlighet att lira
sig samband mellan matematiska omriden sisom den aritmetiska talféljden beskri-
ven med areabegreppet. Losningen med differentialekvationernas matematik kan
tyckas langsokt men f6r den matematikstuderande studenten kan det ge meningen
4t matematikstudierna. Schoenfeld (1991) och Silver & Cai (1996) tar upp detta
kriterium som det viktigaste mélet for problemldsning (att utveckla det matematiska
tinkandet). I problemet Bitar forekommer en mingd olika lésningsstrategier som
kan forefalla mycket mirkliga men som ger ett exempel pd de tankar som elever fir
da de ska losa problem. Tornets ritade 16sning ér ett bra komplement till den arit-
metiska talfoljden. De olika generella uttrycken blir ocksa enklare att forstd om de
kompletteras med en bild. Att anvinda andraderivatan (Bergsten m.fl., 1997 s. 83)
hoppas jag kan leda till en intressant diskussion om tillimpningar av matematiska
begrepp och procedurer. I Skolvigen ger strategin rita en bild en bra férklaring till
de skilda helheter som elevernas skolvigar utgér. Den ritade l6sningen kan ocksi
forklara varfér den aritmetiska utrikningen eventuellt blir felaktig. Manga forskare
(Lester, 1983, 1996; Silver m.fl., 1995) tar upp vikten av att trina l6sningsstrategier
och Schoenfeld (1992) har dven beskrivit sina kurser i problemldsning som sirskilt
handlar om strategier och visar da pa elevernas framgangar.

2. Problemet ska vara latt att forsta och alla ska ha en mojlighet att
arbeta med det.

Problemet Bitar har varit litt att férstd och jag har inte funnit nigra missuppfatt-
ningar av problemet. Vid en annan studie med ett likartat problem var problemet
formulerat pa detta sitc ”32 bilar i en pése kostar 10 kronor. Hur manga bilar fir
man for 25 kronor?” En elev hivdade att det inte gick att handla f6r 25 kronor ef-
tersom det inte gick att kopa delade pasar. I detta exempel, med en vardagstolkning
av problemet, uppfyller inte problemet kriterium 2 (eleven har uppfattat problemet
som ett vardagsproblem och inte som ett matematiskt problem). Skolvigen ir ett
problem som kriver férstielse for hur tal skrivs och vad man menar med 3/5. For
de 1sningar som jag redovisat dr det inte tillrickligt att frstd vad det dr som efter-
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fragas utan det krivs ocksd kunskap om vad som ir det hela (i detta fall tva olika
hela) och vad delen riknas till for helhet. De som har ritat en losning har skaffat
sig en bittre utgangspunkt for att losa problemet 4n de som endast har gjort en
aritmetisk/algebraisk utrikning. I de fall dir flera representationsformer forekom-
mer fungerar losningarna som “facit” for varandra. Ett exempel pa anpassning ir
det dé problemet férstors genom att eleverna far en given stricka att rikna pa som
i problemet Skolvigen (strickan 4r da given till 6 km). Ett exempel pa feltolkning
av uppgiften, som kan bero pa vad eleverna for tillfillet arbetar med, ir cirkeln i
problemet Skolvigen i exempel 16. Anpassning kan ocksa ske genom att man visar
pa den ritade [6sningen. Detta kan leda till en stérre forstielse for brikbegreppet och
dven ge bra diskussioner om de olika [6sningsstrategierna. Problemet Skolvigen ir
korrekt 16st av dem som 16st det pa flera sitt dvs. dven ritat upp strickorna. Detta
ir ett exempel pd hur olika representationsformer kan komplettera varandra.

3. Problemet ska upplevas som en utmaning, krava anstrangning
och tillatas ta tid.

Detta kriterium kan endast prévas genom att studera hur elever 16ser problem och
maste utredas i en undervisningssituation.

4. Problemet ska kunna |6sas pa flera olika satt, med olika
strategier och representationer.

Detta kriterium uppfylls av alla tre problemen. Problemet Bitar dr bland annat 16st
med rikneoperationer, tabell och ekvation. Tornet ir lost med sdvil aritmetisk/
algebraisk som geometrisk matematisk idé. Skolvigen ir 16st med algebraisk och
geometrisk matematisk idé. Matematisk idé, strategi och representation hinger
intimt samman och bildar en integrerande helhet i problemlésning. En person som
har mycket matematisk kunskap kan anvinda ménga olika strategier och redovisa
sin 16sning med flera representationer.

5. Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifran
elevernas skilda I6sningar, en diskussion som visar pa olika
strategier, representationer och matematiska idéer.

De redovisade problemen har férutsittningar for att initiera till matematiska samtal
utifrin valda l8sningsstrategier, matematiska idéer och representationer. Eftersom
det 4r mojligt att visa enklare och mer komplicerade alternativ kan eleverna vilja
strategi utifrdn sina forkunskaper. Huruvida detta sker méste undersokas i en un-
dervisningssituation.
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6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare mellan olika
matematiska omraden.

Problemen kan fungera simre eller bittre som brygga. For att detta kriterium
ska uppfyllas stills det sirskilt stora krav pé lirarens kompetens. Har liraren valt
problemet for att leda eleverna frin de naturliga talen till de rationella talen som
i problemet Bitar? Har liraren valt att visa pa proportionalitet och gd vidare till
ett funktionsuttryck? Har ldraren valt problem for att visa pd ett rationellt forhal-
lande som kan illustreras med en ritad stricka? Hir vilar problemets rikedom och
mojligheter pd lirarens ambitioner, kunskaper och férmaga. Liraren kan ocksd
vilja problemet for att det ska fungera som en brygga mellan olika matematiska
omraden frin ett ekvationsuttryck med heltalslésningar som i problemet Bitar till
ett funktionsuttryck. Problemen kan dven fungera som brygga mellan olika losnings-
strategier. En annan brygga kan vara den mellan en specifik [6sning och en generell
l6sning. Ytterligare en brygga dr den som startar i ett generellt uttryck och leder till
16sning av ett speciellt problem.

7. Problemet ska kunna leda till att elever och larare formulerar nya
intressanta problem.

Detta kriterium har jag inte prévat i denna rapport. Man kan dock i de tre problem
som jag redovisat hitta specifik matematik, vissa strategier eller representationer och
utifrdn detta formulera nya likartade problem.

3.10.2 Hur kan problemet fungera i undervisningen?

Fér att problemen ska ha forutsittningar att fungera som rika maste flera villkor
for undervisningen vara uppfyllda. Hir betraktar jag problemen och jag vill ocksd
se vilken betydelse kriterierna for rika problem kan ha f6r undervisningen. Frigan
om vilka forutsittningar som problemen har for att fungera som rika kan hir en-
dast ges ett teoretiskt svar, jag avser att utreda hur problemen verkligen fungerar i
praktiken i nista rapport.

Matematiska idéer och l6sningsstrategier

At bli fértrogen med matematiska idéer och 16sningsstrategier ir enligt Silver & Cai
(1996) och Schoenfeld (1991) det egentliga malet med undervisningen i matematik.
Lester (1983) anser att strategier ir sirskilt forknippade med problemldsning. Det
dr darfor vikeigt att ldraren noga har satt sig in i problemet och forsoke att hitta sa
manga l6sningar som méjligt for att vara forberedd pé de losningsstrategier och
representationsformer som eleverna kan tinkas anvinda sig av. Det matematiska
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innehéllet idr ofta sd stort att det i varje given situation beror pd vad liraren och
eleverna for tillfillet viljer att avgrinsa och fordjupa. For att valet ska kunna styras
av de l6sningar och strategier som eleverna presenterar méste det finnas minga
olika strategier och matematiska idéer f6r eleverna att arbeta med. Denna méngfald
av strategier och idéer maste vara mojlig for den enskilde eleven men ocksd for en
grupp av elever. Eleverna maste se att det dr en vinst med ett problem som kan
l6sas pd ménga olika sitt och att den personliga l6sningsstrategin eller matematiska
idén har ett virde. Det gér litt att minska det matematiska virdet hos problemet
genom att som i problemet Tornet ta bort sista delfrigan eller i problemet Skolvigen
formulera om problemet och ge en stricka mellan skola och busshéllplats. Nir det
giller Tornet kan eleverna rikna ut antalet bitar med ramsriikning, om det inte ir for
mdnga vaningar. Om man tar bort uppgiften att finna ett uttryck fér 7-te viningen
tar man ocksd bort en utmaning och problemets specifika karaktir. I problemet
Skolvigen reduceras problemet till en berikning och viktiga matematiska idéer
som att gora ett antagande gar forlorade. Det giller for liraren att géra medvetna
val vid formulering av uppgifter och anvinda mangfalden av olika 16sningar pa ett
for eleverna och lirandet konstruktivt sitt.

Moijlighet for alla elever att arbeta med problemet

De tre problem jag har undersokt hir bér kunna fungera for alla elever i alla klasser
eftersom det finns s& manga matematiska idéer och losningsstrategier att arbeta med.
Varje elev i en grupp kan vilja sin 16sningsstrategi och 16sa den del av problemet
som eleven har férutsittningar att klara av. Problemen kan fungera som rika om och
endast om liraren ir medveten om och utnyttjar problemens méjligheter.

Brobyggare i undervisningssituation

I problemet Bitar kan eleverna utveckla sitt talomrade frin hela tal till rationella tal.
Rikneoperationerna kan utvecklas frin dubbleringar till divisioner och multipli-
kationer. Tornet kan 16sas med ramsrikning, aritmetisk talfoljd och areaberikning.
Skolvigen ir ett problem dir hel och del av idr begrepp som kan utvecklas genom
att 18sningen av problemet kompletteras med en bild. Problemet Bitar kan leda
frin det matematiska omrédet algebra med ett ekvationsuttryck till funktioner med
samma uttryck men omskrivet och omtolkat som en funktion. I problemet Tornet
kan strategin rita en bild och berikna en area vara en brygga till summan av en
aritmetisk talf6ljd. Vart och ett av de tre problemen kan I16sas med olika matema-
tiska idéer och med matematik frin flera matematiska omriden. P4 detta sitt kan
problemet fungera som en brygga. Fér att problemet ska f3 denna funktion, som bl
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a Bjorkqvist (1999) tar upp som en egenskap for rika problem, giller det for liraren
att gora ett aktive val och soka bland de 18sningsforslag som elever presenterar. Detta
stiller stora krav pd ldrarens kompetens. Lirarens kreativitet 4r en viktig faktor och
arbetet kan underlittas om flera lirare samarbetar for att utveckla sin undervisning
i problemlosning.

Formulering av nya problem

Sirskilt Schoenfeld (1991) har tagit upp formulering av nya problem som ett viktigt
mél vid problemlssning. Ett resultat av min undersokning ir att problemen kan
identifieras som t ex ett proportionalitetsproblem som Bitar, eller en talféljd som
Tornet eller som ett brakproblem som Skolvigen. Denna tolkning maste ske av elever
och lidrare tillsammans f6r att leda till och ingd i en intressant klassrumsdiskussion.
Utifran den tolkning som eleven tillsammans med liraren ger problemet kan sedan
ett nytt problem konstrueras.

Hir har jag forsoke att undersika tre inbérdes olika problem pa djupet. Denna
djupanalys av problemen 4r nédvindig for att se vilka olika méjligheter som finns
nir eleverna sedan ska losa problemen. Jag ser detta som en forutsittning for att
i nista steg undersoka hur lirare utnyttjar problemen och deras méjligheter i en
given klassrumssituation.
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4 Matematiska idéer i problemet

— exemplet Stenplattor, en studie om generella och speci-
fika matematiska idéer under problemlésningsprocessen

Vad liraren siger i klassrummet dr inte oviktigt men vad eleverna
tiinker dr tusen ginger viktigare. ldéerna ska fodas i elevens medve-

tande och liraren ska bara agera barnmorska.
(Pélya 1962 del 2 5.104)

Denna artikel beskriver en del av en storre studie dir lirare och elever arbetade med
s kallade rika problem. Rika problem #r problem som ska uppfylla sju bestimda
kriterier. Ett av dessa ir att problemet ska introducera l6saren i viktiga matematiska
idéer. I denna artikel diskuteras och definieras matematiska idéer samt gors en indel-
ning i generella och specifika idéer. Den 6vergripande termen “matematiska idéer”
innefattar sdvil generella som specifika idéer. Matematiska idéer dr de “verktyg”
som ir nddvindiga for att 16sa ett matematiskt problem pa ett matematiske sitt.
Generella matematiska idéer innefattar begrepp, procedurer, konventioner, formler
och strategier. Med specifika matematiska idéer menas de idéer som anvinds for att
lsa ett bestimt rike problem.

Syftet med denna studie var att finna vilka specifika matematiska idéer elever
och ldrare arbetade med d& de l6ste det rika problemet Stenplattor och hur dessa
specifika idéer behandlades. Problemet Stenplattor ir ett problem, dir det giller att
soka sig fram mot ett generellt uttryck for antalet plattor, en formel med symbolen 7.
Resultatet av studien visar att elever och lirare under 16sandet av problemet arbetade
med en mingd olika specifika idéer, uttryckt som konkret arbete (klippa, méla och
rita) eller som rekursion, area, tabell, ménster, regel, bokstav som symbol, generellt
uttryck, proportionalitet och formel. Vissa av de specifika idéerna presenterades av
liraren, andra av eleverna. En del av de specifika idéerna redovisades och féljdes upp
av liraren och eleverna framme vid tavlan. Andra specifika idéer som elever kommit
med men som ldraren inte var forberedd pé f6ljdes inte upp vid lektionstillfillet.

4.1 Inledning

Denna artikel 4r en del av en storre studie Rika problem i matematikundervisningen
(RIMA). Béde artikeln och studien behandlar matematisk problemlésning i skolan.
I den senaste svenska kursplanen i matematik for grundskolan (Skolverket 2000)
star bland annat foljande:
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For att framgangsrikt kunna utéva matematik krivs en balans mellan krea-
tiva, problemlosande aktiviteter och kunskaper om matematikens begrepp,
metoder och uttrycksformer. (Skolverket 2000 sid. 1)

Problemldsande aktiviteter innebiir, enligt Lester (1983), att eleverna ska lésa en
speciell sorts matematiska uppgifter, nedan kallade problem. Lester definierar dessa
som uppgifter eleverna vill eller behéver finna en 16sning pa, men dir de inte kiinner
till en procedur som garanterar eller innebir en komplett 16sning utan de méste
anstringa sig for att finna l6sningen. Inom bide den internationella och nationella
matematikdidaktiska forskningen ir elevers arbete vid problemldsning i matematik
och deras férméga att klara av matematiska problem beforskat sedan méinga &r.
Sidana studier har bland annat gjorts av Silver (1985) , Schoenfeld (1992), Wynd-
hamn (1993) och Méllehed (2001). Exempelvis har Schoenfeld (1992) genom
noggrann registrering av data forskat om problemlésningsprocessen, till exempel
vilka strategier elever anvinder for att framgangsrikt 16sa problem. Négot som ver-
kar vara mindre utforskat ir lirares planering och genomférande av undervisning
med problemldsning, hur eleverna uppfattar denna undervisning samt vid vilka
tillfillen lirande tycks ske. Lesh, Landau & Hamilton (1983) framhéll redan 1983
att problemldsning inte kommer att anviindas i skolan om inte lirare 6vertygas om
att den spelar en viktig roll nir det giller elevernas férvirvande av grundliggande
matematiska idéer. Jaworski (1996) papekade i en studie att det kan vara svirt for
lirare att planera undervisning med problemlésning, att veta hur den ska organiseras
s4 att klassrummet blir en milj6 for lirande och samtal. Dessa och andra forskares
liknande tankegingar ligger till grund for RIMA-studien, dir en sirskild typ av
problem anvinds, s& kallade rika problem. Dessa ska uppfylla sju kriterier. Kriterier
har framfor allt formulerats efter studier av olika forskares synpunkter nir det giller
vilka mal elever ska nd genom att lsa problem. Egna erfarenheter pa omradet har
ocksd paverkat formuleringen (Taflin, 2003). Hir foljer de sju kriterierna for att ett
problem ska vara ett rikt problem (nagot forindrade frin 2003):

1. Problemet ska introducera till matematiska idéer.

2. Problemet ska vara litt att forstd och alla ska ha en méjlighet att arbeta med
det.

3. Problemet ska upplevas som en utmaning, kriva anstringning och tilldtas ta
tid.

4. Problemet ska kunna 16sas med flera olika matematiska idéer.

5. Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrin elevernas
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skilda losningar, en diskussion som visar pa olika matematiska idéer och
representationer.

6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare mellan olika matematiska
omraden.

7. Problemet ska kunna leda till att elever och lirare formulerar nya intressanta
problem.

Om problemet r ett rikt problem eller inte gdr endast att besvara genom att prova det
i en elevgrupp. Forst efter att lirare och elever har arbetat med problemet kan man
se om det var ett rikt problem i just den situationen. Under Skolverkets granskning
av matematikundervisningen i Sverige 2003 (Skolverket, 2003) framkom det att
undervisningen &verlag ir alltfor ensidig och liroboksstyrd och att matematik ofta
uppfattas som synonymt med att 16sa uppgifter ur lirobscker. De rika problemen
har tagits fram for att utgora ett komplement till sddan enahanda undervisning.
Avsikten har varit att formulera problem som kan hjilpa liraren att variera arbets-
sittet. Med hjilp av de rika problemen ir det 4ven meningen att liraren ska kunna
fokusera pa elevernas egna matematiska idéer. Eleverna kan ocksé erbjudas att arbeta
tillsammans med andra i form av pararbete eller grupparbete. Detta kan vara yt-
terligare ett sitt att variera undervisningen. Problemen ska helst vara formulerade s&
att alla elever i en elevgrupp ska kunna arbeta samtidigt och under minst en lektion
med samma problem. Liraren ansvarar for att skapa situationer dir eleverna lir sig
matematik och ansvarar dven for att eleverna efter problemlssningstillfillet inser
vad de har lirt sig. Problemen ska ocksa ge liraren majlighet att fora matematiska
resonemang med eleverna.

I denna artikel berors sirskilt kriterium 1. Det allminna syftet med studien 4r att
lyfta fram och belysa matematiska idéer som genereras och anvinds av lirare och
elever nir undervisningen utgar frin ett problem som ir avsett att vara rikt.

4.2 Bakgrund

Huvudsyftet med detta kapitel 4r att skapa en teori som grund f6r behandling av
empiriska data. Teorin ska ge en férutsittning for analys av matematiskt innehéll
i problemlosningsarbete. I detta kapitel gors ett f6rsok att definiera generella ma-
tematiska idéer och bestimma terminologi som kan vara limplig att anvinda for
det fortsatta arbetet. I detta sammanhang behandlas dven studier som angrinsar
till forskningsomradet.

Att dela in de matematiska idéerna i generella respektive specifika idéer har sin
grund i att man i undersokningen kan behdva se varje matematisk idé dels allmin-
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giltigt, det vill siiga overgripande for alla typer av problem, dels situationsbundet,
det vill sidga knutet tll lsningen av det specifika problemet. Fér att hitta mate-
matiska idéer i empiriska data behovs de generella matematiska idéerna. Efter den
sorteringen ir det naturligt att man beskriver de specifika matematiska idéer som
uppenbarar sig under lésandet av problemet. Man kan férhoppningsvis éven se hur
dessa olika specifika matematiska idéer samverkar med varandra. Sedan vill man
kunna se vad varje specifik matematisk idé¢ innehaller uttryckt i mer évergripande
matematiska termer och hiir kommer de generella matematiska idéerna dter in. Om
det 4r mojligt att identifiera, beskriva och sortera matematiska idéer pd detta siitt
skulle lirare kunna 3 ett verktyg for att analysera elevlgsningar och en begreppsap-
parat att anvinda i sin undervisning.

4.2.1 Definitioner av generella matematiska idéer

Termen matematiska idéer anviinds i detta arbete dd det handlar om sévil generella
som specifika idéer. Syftet med nedanstdende litteraturgenomgang ir dock endast
att formulera en definition av generella matematiska idéer. Denna definition begrin-
sas dessutom till det som kan tillimpas vid analys av elevlgsningar samt inspelad
muntlig kommunikation mellan elever och mellan lirare och elever, det vill siga
det som kan avlisas av en utomstdende observator. Specifika matematiska idéer
definieras senare.

Att forsoka definiera matematiska idéer kan uppfattas som viktigt eftersom de
av ledande forskare som Schoenfeld (1991) och Silver (1985; 1986) ansetts som
visentliga faktorer vid arbete med problemlssning. Schoenfeld exempelvis betonar att
undervisning i problemldsning ska leda till att eleverna fir en kinsla f6r matematik,
kan tinka matematiskt och kan tillimpa matematiska idéer. Han definierar dock
aldrig direkt vad han menar med matematiska idéer. Som exempel pé beteenden for
att utveckla virdefull kunskap riknar han upp féljande: skapa modeller, anvinda
symboler, kommunicera, analysera, forklara, anta/gissa, bevisa. Silvers tankar om
matematiska idéer terfinns lingre fram i kapitlet.

Besliktade med Schoenfelds (1991) matematiska idéer dr Kilpatricks (2002)
definition av matematisk skicklighet. Projektet "Adding it up: Helping Children
Learn Mathematics” 1998, (Nationalacademies, 2005) som leddes av Kilpatrick,
fick till f5ljd att han definierade matematisk skicklighet. Skickligheten delar han

upp i olika kompetenser:

* Begreppslig forstdelse “conceptual understanding” (elevens uppfattning av
matematiska begrepp, operationer och relationer).
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* Litthet att anvinda procedurer “procedural fluency” (elevens forméga att
anvinda matematiska procedurer med ledighet, flexibelt, korrekt och effek-
tivt).

* Strategisk kompetens "strategic competence” (elevens méjlighet att formulera,
representera och l6sa matematiska problem)

* Anpassade och anvindningsbara resonemang “adaptive reasoning” (elevens
kapacitet for logiskt tinkande och for reflektion pd, forklaring av och bevis
for matematiska argument)

* Produktiv uppfattning ”productive disposition” (elevens férméga att se mate-
matik som ett tillimpbart, anvindbart och virdefullt imne att lira sig och att
virdera den egna arbetsinsatsen och se sig sjilv som en skapare av matematik)
(a.a. sid 107).

I de gillande kursplanerna finns, enligt Helenius (2006), beskrivningar av mate-
matikkunnande som liknar Niss” kompetenser. Hir féljer de tvd delar och étta
kompetenser som Niss (1999) tar upp:

1. Forméga att formulera och besvara frigor i och med matematik

* Tankekompetens (formulera typiska matematiska frigor, matematiska defini-
tioner, begrepp)

* Resonemangskompetens (folja och ta stillning till matematiskt resonemang,
forsta bevis)

* Modelleringskompetens (analysera modeller, avmatematisera, behandla, re-
flektera 6ver modeller)

* Problembehandlingskompetens (formulera, precisera, avgrinsa och 16sa ma-
tematiska problem)

2. Formaga att handskas med matematiskt sprik och verktyg

* Representationskompetens (férstd, kunna anvinda och skifta mellan olika
representationsformer)

* Symbol- och formaliseringskompetens (frstd symbol och formelsprak samt
att oversitta mellan symbolsprak och naturligt sprik)

* Kommunikationskompetens (uttrycka sig och forstd andra skriftligt och
muntligt)

* Hjilpmedelskompetens (ha kunskap om och kunna anvinda olika hjilpme-

del)
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Kilpatricks tre forsta exempel p& matematisk skicklighet: begreppslig forstdelse,
liitthet for att anviinda procedurer och strategisk kompetens samt tre av Niss itta
kompetenser: tankekompetens, problembehandlingskompetens och symbol- och for-
maliseringskompetens, ligger till grund for nedanstiende definition av generella
matematiska idéer. Ovriga ovan nimnda skickligheter och kompetenser behandlas
inte i detta arbete. Definitionen av generella matematiska idéer avgrinsas alltsd i
denna studie till de matematiska idéer som enkelt kan upptickas i empiriska data:
begrepp och procedurer, konventioner, formler och strategier. Definition av dessa
foljer nedan. Representationskompetens behandlas i Taflin (2003).

Begrepp och procedurer

Matematiska begrepp och procedurer kan betraktas som centrala for att beskriva
vad kunskaper i matematik innebir. Det ir viktigt att tydligt klargora vad som
menas med begrepp respektive procedur i matematik samt att diskutera eventuella
kopplingar dem emellan.

P4 sokordet "matematiskt begrepp” i Internetupplagan av Nationalencyklopedin
(NE; 2000) finns det faktiskt ingen generell definition av detta, endast exempel pa
olika matematiska begrepp. D& man istillet s6ker pa ordet "begrepp” s& beskrivs
detta bland annat som “noggrant bestimd typ av tankeenhet ofta uppfattad som
sammanfattningen av utmirkande egenskaper”. Sékordet “matematisk proce-
dur” leder inte till ndgra artiklar i NE, ordet "procedur” ddremot ger synonymerna
“tillvigagingssitt, forfarande”(a.a). Ovanstiende tolkningar av de mer allminna
uttrycken begrepp och procedur stimmer dock vil in pa hur orden anvinds dven i
matematiska sammanhang.

S& hir ser Terminologicentrum (TNC, 2007) pa sambandet mellan begrepp,
term, definition och referent:
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Termen process forklaras ”som en verksamhet som bestdr av ett antal relaterade
hindelser som tjanar visst indamal eller leder till visst resultat” (a.a.).

Ordet begrepp finns med i savil grundskolans som gymnasieskolans kursplaner
(Skolverket 2000) i matematik. Hir ir ett exempel ur grundskolans kursplan:

Problemldsning har alltid haft en central plats i matematikimnet. Ménga
problem kan l6sas i direkt anslutning till konkreta situationer utan att man
behdver anvinda matematikens uttrycksformer. Andra problem behéver lyf-
tas ut frdn sitt ssmmanhang, ges en matematisk tolkning och lésas med hjilp
av matematiska begrepp och metoder. [Skolverket 2000. Anm: Min kursive-
ring av matematiska begrepp ovan.]

Ordet procedurer férekommer inte i grundskolans kursplan, men man kan tolka
ordet metoder som en besliktad term, eftersom metoder enligt NE (2006) betyder
" planmiissigt tillvigagingssitt for att uppnd visst resultat”.

Hir idr ett exempel ur Skolverkets forslag (atertagen efter valet 20006) till ny kurs-
plan (Skolverket, 20006) for Matematik A, Gy 07, dir bade begrepp och procedurer

Aterfinns:
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Amnet Matematik skall bidra till att utveckla kunskaper i matematik och en
matematisk beredskap for vardagsliv, yrkesliv och fortsatta studier. Den ma-
tematiska beredskapen innebir att f6rstd begrepp och begreppsliga samband, att
hantera problem och modellera, att behirska procedurer och rutinuppgifter,
att kommunicera och argumentera samt att forstd matematikens relevans och
historiska utveckling. (Atertaget forslag Skolverket 2006. Anm: Min kursive-
ring av begrepp, begreppsliga samband och procedurer ovan.]

Valet av termerna begrepp och procedur som en del av de generella matematiska
idéerna dr med andra ord dven motiverat med tanke pé ordvalet i de svenska kurs-
planerna i matematik.

For att dterknyta till forskningen inom matematisk problemldsning sd ansig
Silver redan 1985 (Silver, 1985) att noggranna analysmetoder behévde utvecklas,
modeller f6r att beddma matematiska kunskaper och prestationer och sitta dessa
i samband med probleml6sning behovde ocksa utvecklas. Han framhall att det
hade gjorts studier som handlade om utveckling av begrepp men bara inom négra
f4 matematiska omrdden sisom rationella tal, hela tal och elementir geometri. Inga
av dessa studier hade dock berort problemlésning, utan utveckling av matematiska
idéer i andra sammanhang. [Anmirkning: matematiska idéer definieras hir inte av
Silver.] Silver gav som exempel pé den forskning, som han ansig saknades, sin egen
studie dir han beskriver hur elever som arbetade med problemlssning byggde upp
savil brdk- som additionsbegrepp (a.a.).

Genom att fokusera pa vilken kunskap som behovs for att 16sa problem kan man
fi syn pd bide procedurer och begrepp menar Silver i ett senare arbete (Silver, 1986).
Problemlésning kan, siger han, vara en vig for att forklara och forstd samband
mellan begrepp och procedurer som elever anvinder. Det ir emellertid méjligt for
elever att arbeta med procedurer utan att ha begreppen klara och det ir lika mojligt
att forstd begrepp men sakna procedurer. Begrepp, procedurer och problemlésning
méste betraktas som en helhet och inte som tre skilda omriden, som det traditio-
nellt har gjorts i studier, enligt Silver (a.a.). Han papekar ocksé att procedurer och
begrepp hor samman och vixelverkar och att det ir relationen mellan dessa tvé olika
kunskapsformer som ger en person kunskap och kraft att tillimpa sina matematiska
kunskaper i olika sammanhang. Som ett exempel ger han att kunskap om liksidiga
trianglar for med sig kunskap om andra trianglar sdsom trianglar i allminhet, likbenta
trianglar liksom regelbundna polygoner och polygoner i allminhet. Det 4r ocksd givet
att kunskap om begreppet dven har en relation till procedurer som att konstruera en
triangel, mita sidor, mita vinklar, berikna omkrets och berikna area.
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Matematiska begrepp har bland annat beskrivits av Sfard (1991) som menar att

begrepp kan beskrivas dels som dynamiska, dvs. ett operationellt begrepp, ett resul-

tat av en process eller av processen i sig sjilv, dels som ett statiskt begrepp, dvs. ett

objekt. Enligt henne har elever littast att se matematiska begrepp som procedurer

och det tar enligt Sfard lingre tid for eleverna att forstd begreppen pa ett statiskt

sitt som objekt. Ett nytt begrepp som ska utvecklas startar med férstdelse for en

procedur och forst senare utvecklas forstelse f6r begreppet, enligt Sfard (a.a.). Sfard

menar att problemlésning som process bestdr av ett samspel mellan dessa tvd typer

av begrepp.

Sfard fortydligar sina tvd begrepp enligt nedan:

Operationellt begrepp

Strukturellt begrepp

Generell karaktaristik

Ett operationellt begrepp ir
mdjligt som ett resultat av
en process eller av processen
i sig sjilv

Ectt strukturellt begrepp
dr mojlig som en statisk
struktur som om det var ett

verkligt objekt

Inre representation

Stottas av en spriklig/
verbal representation

Stottas av en visuell
avbildning

Plats i begrepps-
utveckling

Utvecklas som forsta
steget i begreppsskapandet

Utvecklas/uppstdr av
kunskap om operationella

begrepp

Dess roll i en
kognitiv process

Ar nddvindig, men inte
dllricklig, for effektiv

problemlssning och lirande

Underlittar alla kognitiva
processer (lirande och pro-
blemlésning)

(Sfard 1991 s. 33)

En tolkning av Sfards resonemang har gjorts av Higgstrom (2004) som ger ett

exempel med anknytning till algebra d& han beskriver betydelsen av att frstd inne-

borden av likhetstecknet for att forstd begreppet ekvation:

Likhetstecknet kan uppfattas pd ett dynamiske sitt i uttryck som 2 + 3 = 5,

som att forst har vi 2 och 3, dessa adderas och sedan fir vi summan 5. ”"Det

blir fem”. Det finns en klar dynamik i hur uttrycket forstas. Man kan siga att

det tolkas som en procedur i riktning frdn vinster led till hdger led. Nir det

giller ekvationer av typen 2x + 3 = 13 — x, blir det vildigt svért att hélla fast

vid denna dynamiska tolkning. Hir méste likhetstecknet och hela uttrycket
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istillet forstds som en statisk struktur, d v s att vinster och hoger led bada
finns samtidigt och att de ir lika. Hela uttrycket maste uppfattas som ett
objekt som man kan operera pd. (Higgstrom 2004)

Sfards teoretiska modell kan jimf6ras med Hiebert (1986). Han delar upp ma-
tematik i att forstd sirskilda matematiska begrepp och att samordna dessa med
sirskilda matematiska procedurer. (Anmirkning: Dessa bada delar beskrivs senare
med den gemensamma termen “procept” (procedur + concept). Varje matematiskt
omréde innehéller enligt Hiebert pé detta sitt sina specifika matematiska begrepp
och procedurer, men samtidigt fdrekommer manga begrepp och procedurer inom
flera matematiska omraden.

Definition pa begrepp och procedur

Begrepp ir ett statiskt objekt och bestér av en term, en definition och kan beskrivas
av en referent. Exempel pé ett begrepp ir yta dir yta (term) 4r en sammanhingande
2-dimensionell punktmingd i rummet (definition) och kan ses som en area (referent).
Ett annat exempel ir begreppet rationellt tal (term) som kan skrivas som a/b dir a
och b ir heltal och b ¢j dr 0 (definition) och dir 4/5 ir ett uttryck (referent).

Procedurer dr dynamiska, det sitt pa vilket man konkret utfér en uppgift, en
verksamhet som bestar av ett antal relaterade hindelser som tjinar visst indamaél
eller leder till visst resultat, en form av handling. Exempel pa procedurer ir att utfora
berikningar med de fyra riknesitten eller att fylla i en tabell.

Matematiska konventioner

I matematik som i andra imnesomrdden ir det viktigt att formulera 6verenskom-
melser, konventioner, som ir specifika for just matematik.

I NE (2006) beskrivs konvention som ”formell iverenskommelse om angeliigen-
heter av gemensamt intresse pi visst omréide [...[". Enligt Svensk ordbok (1986) ir
konvention ”formell Gverenskommelse om angeliigenheter av gemensamt intresse pd visst
omréde [...] dv. allméinnare om jverenskommen regel [...].”.

I grundskolans kursplan (Skolverket 2000) kan man lisa: ” Utbildningen syfiar
till atr utveckla elevens intresse for matematik och mijligheter att kommunicera med
matematikens sprak och uttrycksformer”. 1 Gy 07 (Skolverket 2006) Aterfinns foljande
text: “Firmdgan innebir att tolka och anviinda matematikens sprikliga uttryck, sym-
boler och andra representationsformer som grafer och diagram”. En forutsittning for
att kunna kommunicera ér givetvis att man ir 6verens om innebérden/betydelsen
av det som behandlas.
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Definition pa matematisk konvention

Matematiska konventioner ir gemensamma verenskommelser d4 matematik kom-
municeras muntligt, i bild eller i skrift. Dessa innefattar sprik och symboler som ir
specifika for matematik och kan beskrivas med f6ljande exempel:

a) hur symboler anvinds t.ex. tecknet +.

b) 6verenskommen terminologi, t.ex. rektangel, heltal, division.

c) beskrivning av system, t.ex.. koordinatsystem med origo, axlar, punkter,
strickor och plan.

d) prioriteringsregler.

Formler

I matematik har man ofta behov av att uttrycka sig generellt och samtidigt kortfattat.
Ett sitt 4r att anvinda sig av formler. Under tusentals ir har matematiker anvint
sig av olika typer av formelsamlingar f6r att underlitta sitt arbete.

I NE (20006) beskrivs formel som “uttryck som betecknar eller utsiiger nigor med
hjéilp av sirskilda symboler, kombinerade enligt bestiimda regler”. Enligt Svensk ordbok
(1986) ir formel “uttryck som beskriver viktiga egenskaper eller samband med hjilp
av symboler siirsk. om logiska el. mat. sidana”. 1 Karush (1962) ”Ett uttalande av et
matematiskt samband i symbolisk form [...]. En verbalt given formel kallas en regel.”

I grundskolans kursplan (Skolverket 2000) tas formler upp i féljande samman-
hang som ett mal att striva mot "Skolan skall i sin undervisning i matematik striva
efter att eleven — grundliggande algebraiska begrepp, uttryck, formler, ekvationer och
olikheter.” 1 forslaget for gymnasieskolan Gy 07 (a.a.) behandlas formler i f6ljande
sammanhang Centralt innehill: [...] representationer av proportionalitet, metoder
[for att lisa ekvationer och hantering av formler och algebraiska uttryck relevanta for
karaktirsimnena.

Att forstd och kunna anvinda formler dr en del av Niss (1999) kompetenser:
"Symbol- och formaliseringskompetens (avkoda symbol- och formelsprik samt atr sversiitta
Sfram och tillbaka mellan symbolsprik och naturligt sprik [...]).”

Definition pa formel

Formler #r generella matematiska samband uttryckta med siffror, bokstiver eller
andra symboler. Exempel pa formler:
a) konjugatregeln:
b) formel for berikning av rektangelns omkrets: 2z + 26 dir 2 och 4 ir sidorna
i rektangeln
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Strategier

Pélya (1945) och Schoenfeld (1985) har pavisat strategiers centrala roll nir det
giller problemlésning.

I Pélyas (1945) vilkinda bok "How to solve it” behandlas heuristik ingiende.
I hans heuristiska lexikon behandlas olika tumregler som 4r anvindbara vid pro-
bleml6sning, bl.a. att arbeta baklinges, att stilla upp en ekvation, att soka likheter
med ndgot redan bekant, att dela upp i delproblem, att soka generaliseringar, att
gissa och prova. Pélya ger idven forslag pa limpliga frigestillningar som t.ex. Vad
dr det som soks?, Vad ir givet? Kinner du till ndgot liknande problem? Skulle du
kunna 16sa en del av problemet?

Schoenfeld (1985) definierar heuristics som strategier och tekniker for att skapa
framging nir det giller okinda problem och problem som inte ir av standardtyp;
tumregler for effektiv problemldsning som innefattar att rita figurer; inféra och
presentera ett limpligt sitt att skriva, utnyttja besliktade problem, omformulera
problemet; arbeta baklinges, testa och préva procedurer.

NE (20006) beskriver strategi som " lingsiktigt ivergripande tillvigagingssiitt”.

Termerna “strategi” och “strategier” férekommer inte i kursplanerna. Diremot
anvinds metoder i samband med problemldsning. “Eleven visar sikerbet i sitt pro-
blemlisningsarbete och anviinder olika metoder och tillvigagingssitt” (Skolverket 2000).
I forslaget till ny gymnasiekursplan Gy 07 (Skolverket 20006) finns foljande under
rubriken betyg och bedomning: "Problem och modellering: Bedomningen giiller elevens
[formdga atr analysera, vilja metod och lisa matematiska problem’”.

Strategier som speciella for problemlésning behandlas av Lester (1988) och Bill-
stein m.fl. (2001) d& de beskriver olika tillvigagingssitt for att [6sa matematiska
problem. Exempel pd metoder ir att vilja en eller flera operationer, rita en bild,
gora en lista, skriva upp en ekvation etc. Kilpatrick (2002) beskriver strategi som
strategisk kompetens. Niss (1999) beskriver inte strategi speciellt men man kan
anta att det hér till problembehandlingskompetensen. I detta sammanhang bor
det ocksa pipekas att Silver (1985) menar att Pélyas heuristiska tillvigagingssitt
dr anvindbart framfor allt vid karakeerisering av framgangsrik problemlésning och
inte vid undervisning i problemlésning.

Definition pé strategi

Strategier ir speciella metoder for att 16sa problem, t.ex. vilja en eller flera opera-
tioner, rita bilder, s6ka monster, gora en tabell, teckna en ekvation, gissa och prova,
arbeta baklinges, 16sa ett liknande enklare problem. Denna studie begrinsas till
strategier som 4r mojliga att uppticka for en observator.
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4.3 Matematiska resonemang

Savil Niss (1999) som Kilpatrick (2002) lyfter fram matematiska resonemang
som en viktig del av matematiskt kunnande. Matematiska resonemang aterfinns
dessutom i savil grundskolans som gymnasieskolans kursplaner i matematik. Hir
ir ett exempel ur grundskolans kursplan:

Beddmningens inriktning

Bedémningen av elevens kunnande i imnet matematik giller f6ljande kva-
liteter:

[...]

Férmdgan att f6lja, forstd och prova matematiska resonemang

Bedémningen avser elevens formaga att ta del av och anvinda information
i sévil muntlig som skriftlig form, till exempel férmégan att lyssna till, folja
och préva andras forklaringar och argument. Vidare uppmirksammas elevens
formaga att sjilvstindigt och kritiske ta stillning till matematiske grundade
beskrivningar och l8sningar p& problem som férekommer i olika samman-
hang i skola och samhille.

[Skolverket 2000. Anm: Min kursivering av matematiska resonemang ovan.]

Ett exempel ur forslaget till ny kursplan for gymnasiet (Gy -7).

Férmigan att kommunicera och argumentera befister begreppsforstdelse
och samverkar med matematikens logiska uppbyggnad. Férmagan innebir
att tolka och anvinda matematikens sprikliga uttryck, symboler och andra
representationsformer som grafer och diagram. Formagan innebir ocksd att
fora matematiska resonemang i tal och skrift, argumentera och genomfora be-
vis.

[Skolverket 2006. Anm: Min kursivering av matematiska resonemang ovan.]

Det kan dirfor vara pé sin plats att forsoka reda ut och definiera dven detta be-
grepp.

Termen matematiska resonemang férekommer inte i NE (2006), diremot termen
resonemang som beskrivs som “det att resonera {diskussion, samtalf: som lirare gillar
han att fora - med klassen; vi kom inte si lingr i virt -~ BETLNYANS: med tonvikt pa
resultatet, sirsk. om enstaka persons tankeging: folja linjen i hans ~; ett teoretiskt - som
var svdrt att folja.
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Lirandesvérigheter i matematik, speciellt kopplat till problemlésning och ma-
tematiska resonemang har lyfts fram av Lithner (2001). Han drar slutsatsen att
det ir stor skillnad mellan elevers forméga att fora ett matematiskt resonemang
och att just detta dr avgorande for elevers framgdngar i matematik. Lithner (2006)
definierar (matematiska) resonemang som de tankebanor, de tankesitt, som viljs
for att underbygga pastdenden och na l6sningar. Resonemangen behéver inte vara
baserade pa formell, deduktiv logik och behéver inte ens vara korrekta, s linge
det finns ndgon sorts fornuftiga motiv bakom tinkandet (f6r den som resonerar).
Silunda 4r (matematiska) resonemang inte begrinsat till enbart bevisféring utan
innefattar det tinkande studerande (pd alla utbildningsnivéer) utfor nir de lgser
sina ordinira matematikuppgifter.

Problemets betydelse for de matematiska resonemangen i skolan har Silver
(1997) tagit upp. Han menar att liraren bér vilja ut problem p3 ett sddant sitt att
eleverna ges mojlighet att jimfora olika 16sningar av samma problem och utveckla
sin kreativitet.

Enligt NCTM:s Curriculum and Evaluation Standards (2000) beskrivs "resone-
mang och bevis” som ett kunskapsomride dir eleven som mél ska

* inse att resonemang och bevis dr grundlidggande aspekter av matematik

* kunna gora matematiska antaganden och undersska dem

* kunna utveckla matematiska argument och bevis och virdera dem

* kunna vilja och anvinda olika typer av resonemang och metoder vid bevisfo-
ring

Definition pa matematiskt resonemang

Matematiskt resonemang innebir att matematiska idéer behandlas med hjilp av
olika uttrycksformer, t.ex. muntdligt, skriftligt, med hjilp av materiel, med gester
eller i bild. Matematiska resonemang har som mal att man med hjilp av dem ska
kunna dra logiska slutsatser om matematiska idéer och samband och kunna for-
mulera generaliseringar.

4.4 Angransande studier

Avsikten med de studier som presenteras hir ir att belysa aspekter som denna studie
behandlar. Begrepp och procedurer kan beskrivas da elever lir sig men dven som
deras ldrares kunskaper. Problemlésning handlar om processen, lirares undervisning
och elevers lirande. Hir redovisas dven exempel pé studier dir valet av uppgift/
problem kan ha haft betydelse.
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4.4.1 Begrepp och procedurer

I en studie av Boaler (1997) jimférdes tva skolor. I jimf6relsen anvinde hon termerna
begrepp och procedurer nir hon analyserade skillnaden i matematisk kunskap mellan
eleverna pd de bada skolorna. Skolorna hade olika uppligg pd matematikunder-
visningen. Den ena skolan, Amber Hill, var traditionell med i huvudsak mekanisk
fiardighetstriining i liroboken. Den andra skolan, Phoenix Park, hade en hog grad
av variation bide nir det gillde innehll och arbetssitt. Ett resultat som Boaler kom
fram till var att eleverna vid Amber Hill hade avsevirt bittre procedurkunskaper
in begreppskunskaper medan eleverna vid Phoenix Park hade ungefir lika goda
procedurkunskaper som begreppskunskaper. Eleverna uppfattade att de uppgifter
som behandlade begrepp var svirare in de som behandlade procedurer. Denna
uppfattning gillde dven f6r de elever som hade lirt sig de matematiska reglerna och
procedurerna och forstitt inneborden av dem.
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Figure 6.3 Percentages of students attaining correct answers for ‘procedural
and ‘conceptual’ questions at Amber Hill
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Figure 6.4 Percentages of students attaining correct answers for ‘procedural’
and ‘conceptual’ questions at Phoenix Park

Figur, himtad ur Boaler (1997), sid. 78.
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Ett annat viktigt resultat som Boaler fick fram var att de elever som behirskade bade
procedurer och begrepp hade en storre férmaga att anvinda sina kunskaper i olika
sammanhang och situationer. De elever som var duktiga pi procedurer men svaga
pa begrepp visste inte nir eller hur de skulle anviinda och tillimpa sin matematiska
kunskap.

I syfte att ta reda pa varfér amerikanska skolelever presterat si daligt pa internatio-
nella test jimfort med elever i andra linder gjorde Ma (1999) en undersokning dir
hon jimf6rde ndgra amerikanska och kinesiska lirares egen matematiska forstelse
for nagra grundliggande matematiska begrepp och procedurer. Hon intervjuade 23
amerikanska lirare for elever i dldrarna 6-14 r och 72 kinesiska lirare for elever i
motsvarande dlder. Resultatet av studien visade att de amerikanska lirarna till skillnad
frin de kinesiska inte alltid sjilva férstod och kunde forklara vare sig de fyra exemplen
pd elementir matematik som ingick i studien eller elevers felaktiga uppfattningar
om dem. Ma drog slutsatsen att det ir viktigt for elevers matematiklirande att ma-
tematiklirarna sjilva dger en djup forstielse i grundliggande matematik.

4.4.2 Problemlésning som laroprocess

Probleml$sning som det sammanhang diir imnet matematik ska liras lyfts fram
av Wyndham, Riesbeck & Schoultz (2000) och Taplin (2004). Wyndham, Riesbeck
och Schoultz skriver bland annat:

Problemldsning som motor i lirandet

Laroplanen och kursplanen frin 1994 (Lpo 94) anligger ett annat perspektiv
pa problemldsning. Perspektivet ir rent konstruktivistiskt. Konstruktivismen
hivdar att minniskan pé eget rérligt initiativ bygger upp sin egen kunskap
och férstdelse och att i varje inlirningssituation tolkar hon ny kunskap i for-
hallande till det hon redan kan och férstdr. I skolan bor en elev dirfor beredas
tillfillen att préva och utforska sin begreppsliga forstdelse. Problemlosning
har en sidan inneboende méjlighet. [...] Den konstruktivistiska stindpunk-
ten kan kondenseras till en mening: Eleverna lir sig matematik genom att
l6sa problem. [...] Lirandet av matematik grundad pa forstielse gynnas dels
av olika typer av problem pa mangahanda sitt, dels av resonerande kring och
kommunicerande av olika idéer och l8sningar. (sid. 305)

Problemldsning ir inte enbart ett medel att utveckla elevernas logiska tinkande,

menar Taplin (2004). Den kan 4dven ge eleverna en kontext att lira sig matematiska
kunskaper i och den kan 6ka deras majligheter att tillimpa sina kunskaper i ovana
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situationer och den ir i sig en konstform. Hon menar att ett problemlosningsgrepp
om undervisningen kan vara ett medel for att fi eleverna att konstruera sina egna
matematiska idéer och sjilva ta ansvar for sitt lirande. Utmaningen for lirare, pa
alla nivder, pdpekar hon, ir att dels f6rmd eleverna att utveckla sin matematiska
tankeprocess parallellt med kunskaperna och dels att soka efter mojligheter att
presentera till och med rutinuppgifter i problemlésningssammanhang.

4.4.3 Lararens uppgifter vid problemlosning

For det fortsatta arbetet kan det vara av virde att férdjupa sig ytterligare nigot i
hur andra forskare ser pa betydelsen av lirarens agerande for att elever ska lira sig
matematik via problemlésning.

En forskare som studerat matematikundervisning ir Jaworski (1994). Som ett
resultat av sin forskning presenterar hon det hon kallar sin triad (se figur nedan).
Denna triad beskriver tre faktorer som ldraren har att ta hidnsyn till och som ir
avgorande for att eleven ska lira. Liraren ska ha en kinsla for den enskilde eleven,
dess styrka och svagheter, for att utifrin den kunskapen sedan vilja en uppgifi som
innebir en matematisk utmaning. For att eleven ska lyckas i lirandet maste liraren
ocksd planera for undervisningen, dvs. organisera for lirandet och den miljo dir
lirandet ska ske. I rollen som organisatér nimns som exempel att liraren ska vara
ordférande, utmanare, lyssnare och lirande men inte domare.

Organisatorisk formaga

Vilja en

utmanande
uppgift

Jaworski (1996) har ocksd beskrivit lirarens tvd roller. I den ena rollen ir liraren
stddjande, lyssnande och uppmuntrande. I den andra rollen lyfter liraren fram ma-
tematiken genom att klargora sin egen uppfattning om den aktuella matematiken,
stilla fragor till eleverna om matematiken samt belysa och betona den matematik
som eleverna kommit fram dill.

Man kan dela in en typisk problemldsningslektion i tre faser, anser Lester (1985).
Han har tydliggjort sivil elevens som lirarens roller under dessa faser. I forsta fasen
ska liraren se till att eleverna har forstdtt problemet. I andra fasen ska liraren se till att
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eleverna kan bérja arbeta med problemet, liraren ska ocksd under denna fas ge stod
och uppmuntran och anvisa samarbete mellan kamrater. I tredje och sista fasen ska
ldraren se till att eleverna delar med sig av sina olika resultat. Liraren ska ocksa lyfta
fram viktiga resultat och visa pd alla tinkbara generaliseringar. Slutligen ska liraren
dven hjilpa eleverna att virdera arbetet, att se vad som fungerade och varfor.

Lirarens funktion i férhallande till elevens problemlésande har beskrivits av
Haapasalo som refereras av Bjorkqvist (2001). Haapasalo beskriver fyra nivder
for lirarens funktion i relation till elevens lirande under problemlésningstillfil-
len. P4 nivd 1 fungerar liraren som modell, da eleven inte alls vet hur man kan
bete sig i samband med problemlésning. P4 niva 2 ir ldraren ett stod for eleven
som forstdtt problemldsandets innebdrd och ir bekant med problemet i nigot
avseende, eleven ir di ofta medlem i en grupp. P4 niva 3 ir liraren leverantor
av problem eftersom eleven har en god forestillning om vad problemlésande ir
och dven vigar prova nya strategier. P4 hdgsta nivin, niva 4, uppmuntrar liraren
det kreativa elevarbetet eftersom eleven sjilv kan vilja limpliga strategier och
producera nya l8sningssitt, se mojligheter till variation och generalisering och
presentera dem for andra.

Winslow (2004)) har i en studie analyserat lirares och elevers arbetsuppgifter
under tv& problemldsningslektioner i skoldr 9 i Japan. Sirskilt har kan beskrivit
bakomliggande principer fér hur undervisningen ir upplagd i dstra Asien. Lirarens
huvuduppgift ir enligt honom att se till att eleverna fir uppticka den matematiska
strukturen. Detta sker genom att liraren fungerar i tvd olika roller. I den ena rollen
dr ldraren aktiv tillsammans med alla elever. Det kan vara under en samlad klass-
undervisning da ldraren stir framfér eleverna vid tavlan och undervisar alla elever
samtidigt eller det kan vara nir elever gir fram till tavlan och redovisar for klassen
och liraren kommenterar infér alla elever. Den andra rollen som ldraren har ir att
hjilpa eleverna enskilt eller i mindre grupper. Detta sker nir liraren cirkulerar i klas-
sen medan eleverna arbetar. Dessa bdda roller leder enligt Winslow till att eleverna
lir sig den matematiska strukeuren.

Hur elevers formodade tinkande kring och lésningar av ett problem kan tas som
utgdngspunke for lirares planering av undervisningen tas upp av Hiebert (2002).
Hur tinker eleverna kring en idé nir lektionen bérjar? Vilka metoder 4r det troligt
att de kommer att anvinda for att 18sa problemet? Hur kommer metoderna att
forindras under lektionens ging? Hiebert menar att lirare sillan stiller sig sidana
frigor. Men denna typ av férutseende kan ge viktiga insikter som hjilper liraren
att mer effektivt nd sitt mal. Hur skulle planeringen av undervisningen se ut om
det centrala var forutseende kopplat till att forbittra elevernas tinkande, frgar
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Hiebert sig. Han uppmuntrar dven lirare att forsoka ta del av andras erfarenheter,
till exempel kollegers eller vad man kan finna i litteraturen. Hieberts tankegéngar
stdds av den studie Ma (1999) gjort. De mer framgingsrika kinesiska lirarna vi-
sade sig dir vara betydligt bittre 4n de amerikanska lirarna pd att tolka, anvinda
och jimfora olika typer av 18sningar och de var dven bittre pd att anvinda sig av
alternativa uttrycksformer.

Lirares kommunikation med eleverna i klassrummet kan beskrivas med tvé
begrepp, lotsning och stétening (scaffolding). Léving (2004) beskriver hur lirares
samtal anpassas till elevernas férvintningar genom att ldraren ger enkla och korta
forklaringar och pé en algoritmisk niva forklarar hur eleverna ska komma fram till
resultatet. Lotsning sker utan att eleverna fir forklaring pd viktiga samband och
ldraren styr eleven till det korrekta svaret utan att eleven fir nagon forstielse for det
som behandlas, liraren l6ser pd detta sitt problemet 4t eleven. Stéttning (engelska
scaffolding som betyder byggnadsstillning) innebir enligt Mason (2000) att liraren
bygger upp en struktur som eleven succesivt kan ta 6ver for att slutligen klara sig
sjilv. Begreppet stottning hér samman med Vygotsky (1978) och den proximala
utvecklingszonen dvs. di eleven fir den hjilp, utifrin av lirare eller kamrat, som
behovs i ett givet 6gonblick for att skapa sig ny kunskap.

4.4.4 Elevernas larande vid problemlésning

Ett sitt att beskriva elevens lirande ir att betrakta lirandeprocessen som en inre och
en yttre process. Bjorkqvist (2001) har uttrycke det s att losningsstrategier dels kan
ses som medveten kontroll av mentala processer och dels som en f6ljd av matema-
tiska operationer som man avser att utféra. Detta kan jimforas med Silver, Leung
& Cai (1995) dir skillnaden mellan fysiska (yttre) representationer och mentala
(inre) representationer beskrivs.

Vygotsky (1978) menar att eleven bygger upp sin egen kunskap genom att pd
ett medvetet sitt bearbeta de sinnesintryck som kommer frin omgivningen. Vid
konstruktion av denna kunskap spelar tidigare erfarenheter och kunskaper stor
roll. Den nya kunskapen anpassas till den erfarenhets- och kunskapssfir som redan
finns. Det betyder ocksd att varje elev i en grupp, som utsitts f6r identiska stimuli,
bygger upp sin unika, personliga och subjektiva kunskap. Skillnaden mellan vad
en elev kan lira sig pd egen hand och med ndgon annans, lirarens eller en kamrats,
hjilp kallar Vygotsky den "nirmaste (proximala) utvecklingszonen” (zpd = zone of
proximal development). I denna zon anses eleven vara sirskilt ppen for lirande.
En tolkning av Vygotskys tankar ir dirfor att eleven ska utsitta sig for utmaningar
pa grinsen till sin forméga f6r att uppnd maximalt lirande.
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Lester (1985) menar att eleven sjilv bor stilla frigor till liraren for att forstd
problemet eller f6r att fi ledtrddar som innebir att hon eller han pé egen hand kan
16sa problemet. Vid elevens konstruktion av kunskap spelar ocksa studiekamrater en
stor roll, menar Lester. Man kan uttrycka det s3 att eleverna férhandlar om insikter
och vetande med varandra. Detta resulterar d& i matematiska operationer som eleven
utfor. Detta synsitt stimmer vil 6verens med vad Winslew (2004) tar upp om elevens
lirande i ett socialt ssammanhang i sin analys av tvd problemldsningslektioner, att
eleven sjilv tillsammans med kamrater konstruerar kunskap med hjilp av spréket i
en kommunikation med kamraterna och lidraren Det viktigaste med undervisningen
i ostra Asien ir enligt Winslew att eleverna fir uppticka matematikens strukeur.
Aven Pélya (1962) anser att det giller for eleven att uppticka si mycket matematik
som mdjligt. Han anser ocksa att eleven genom att [sa problem och sirskilt trina
pa minga problem som inte ir av traditionell typ, kan utveckla bade sin kreativitet
och sin matematiska formaga. I sin bok "Mathematical Discovery” (Pélya 1962) har
han ett sirskilt inledande kapitel som heter ”Ledtradar till lisaren” dér han sjilv ger
ledtridar men iven behandlar ledtrdar som ett generellt hjilpmedel till eleverna.

4.5 Syfte och fragestallningar

I denna studie beskrivs ndgra av de specifika matematiska idéer som fyra ldrare och deras
elever arbetade med da de I5ste ett rikt problem. I en inledande teoretisk genomging
ges exempel pd ndgra specifika matematiska idéer som problemet ka7 generera.

Det dr omgjligt att exakt tala om nir och hur lirande sker och vad som lirs.
Avsikten idr emellertid att kunna finna tecken pé olika specifika matematiska idéer
som ldrare och elever arbetade med under lektionen med det rika problemet. Syftet
dr ocksd att ta reda pd om och hur lirarens egna specifika idéer péverkade eleverna
och hur dessa specifika idéer anvindes di eleverna loste problemet. Foljande frigor
formuleras for att besvaras:

Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av, nar de arbetar
med ett matematiskt rikt problem?

Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som uppkommer?

4.6 Metod

Denna studie ingdr i ett mer omfattande longitudinellt forskningsprojekt, RIMA,
Rika problem i matematikundervisningen. Fyra klasser fran tvd skolor och deras
lirare har f6ljts under skoldren 7, 8 och 9. Under dessa tre &r fick eleverna tillfille
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att arbeta med totalt tio rika problem. Problemet Stenplattor som behandlas i
denna artikel genomfordes under virterminen i skoldr 8. Lirarna hade informe-
rats om begreppet rika problem och kinde till att kriterier for dessa fortlspande
formulerades. Man triffades fore och efter varje nytt val av problem f6r att utbyta
erfarenheter av det genomforda problemet och diskutera nista. Lirarna utformade
sjilvstindigt sin undervisning med de rika problemen och fick inga anvisningar for
hur de skulle planera sin lektion. De var endast 6verens om vilket problem de skulle
arbeta med och de fick ett férslag pa hur problemet kunde formuleras. Eleverna i
de fyra klasserna fick olika instruktioner av sina lirare. Lirarna hade vid samtliga
tillfillen valt att anvinda minst en normal lektion (45 min) till problemet. Alla
problemen har valts ut i samrdd med de deltagande lirarna som ocksd i vissa fall
hade 6nskemal om att uppgifterna skulle anknyta till de moment som for tillfallet
var aktuella i klasserna. Studien omfattar inte vad eleverna hade arbetat med pa
matematiklektionerna fore eller efter problemlssningstillfillena De problem som
anvindes i RIMA-studien ir alla valda s& att de ska ticka sa stor del som mgjligt
av de matematiska omraden som férekommer i den svenska kursplanen f6r grund-
skolan. Varje problem ska kunna lésas med flera olika matematiska idéer (se vidare
de 7 kriterierna ovan).

4.6.1 Metoder for att samla data

De ldrare som deltog i RIMA-projektet var valda si att de representerade s3 olika
lirarbakgrund som méjligt. Tre av de fem lirarna hade erfarenhet som handledare
for studenter. Alla fem deltog frivilligt och hade visat intresse for utveckling av ma-
tematikundervisning. En lirare var 60 ar och tre i 40-arsdldern och en lirare var 30
dr. Detvar tre mén och tvd kvinnor med olika utbildningar och skolerfarenheter. De
tva skolorna var en titortsskola och en landsortsskola. Datainsamlingen gick till s att
lirarna intervjuades fore och efter lektionen. Under hela lektionen videoinspelades
lirarna. De bar dessutom en ljudbandspelare med en liten mikrofon, s.k. mygga.
Eleverna intervjuades pa skolorna. Problemlésningstillfillet bide videoinspelades
och ljudbandsinspelades i samtliga klassrum. P4 den ena skolan intervjuades eleverna
enskilt, tre flickor frin en klass och tva pojkar frin den andra, bade fore och efter
lektionen. Dessa intervjuer spelades in pa ljudband. Vid den andra skolan gjordes
videoinspelningar under lektionen och vid efterféljande intervjuer med fyra grupper
av elever. Vid intervjuerna var eleverna indelade i en flick- och en pojkgrupp frin
vardera klassen, med 2-3 elever i varje intervjugrupp. Allt ljudmaterial frin savil
lirarintervjuer som elevintervjuer transkriberades. Frin de bdda skolorna samlades
dven elevernas skriftliga losningar in.
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Det hade varit mgjligt att i stillet sitta och anteckna under lektionerna och vid
intervjuerna. Eftersom data samlades in for att besvara flera olika frigestillningar
(det material som 4r insamlat ska anvindas for andra frigestillningar 4n de tva
som ir aktuella i denna artikel) valdes videoinspelade lektioner och elevsamtal
och lirarsamtal med ljudbandspelare. P4 detta sitt fanns det ocksd majlighet att
dterkomma till insamlade data och méjlighet att senare gora individtriangulering
(analysen sker da av tvd personer oberoende av varandra) for att fi en hogre grad
av tillférlitlighet i analyserna. Genom att samla in elevlsningar har vi fitt 6kad
forstaelse for samtalen mellan lirare och elever och en bittre forklaring pa hur
eleverna har lést problemet.

Fére datainsamlingen hade vi kontakt med de bada skolornas rektorer for att
informera och fi méjlighet att genomfora studien. Vi informerade forildrarna vid ett
forildraméte och sdg till att de forildrar som saknades fick information om studien
av de lirare som medverkade. Vi skickade ocksd hem en skriftlig information och
forfragan om elevernas deltagande till alla forildrar. I de rapporter och redovisningar
som gors av projektet kommer inga elever eller lirare att kunna identifieras. Under
studien har varje ldrare fitt lisa de utskrivna intervjuerna med henne/honom. Lirarna
har fitt de rapporter som skrivits och idven fitt se de videofilmer som anvints vid
presentationer av studien. Eleverna har efter avslutat projeke fitt se en sammanklippt
video av de inspelningar som gjorts under de tre dren som studien pagick.

4.6.2 Metoder for att analysera data

I denna studie undersoks vilka matematiska idéer som elever och lirare arbetar med
nir de [6ser det rika problemet Stenplattor. TvA typer av matematiska idéer definieras:
Generella och specifika idéer. For att finna de specifika idéerna har samma principer
foljts som giller for att skapa kategorier enligt forskningsmetoden grundad teori (Glaser
& Strauss 1967, Alcock & Simpson 2004). All datainsamling har f6ljt de rekommen-
dationer som vetenskapsradet (2007) ger nir det giller forskningsetiska fragor.

1. Foljande data har samlats in:

a) Lirarnas samtal med eleverna under lektionen inspelade med audiotape och
yttre mikrofon ("mygga”), enskilt eller med grupp eller klass. Samtal finns
ocksd inspelade mellan elever d& ldraren stdr invid eftersom mikrofonen ir
fistad pa ldraren.

b) Elevintervjuer fére och efter lektionen inspelade med audiotape.

¢) Lirarintervjuer f6re lektionen och efter lektion (som stimulerad aterblick och/
eller 6ppen intervju) inspelade med audiotape.
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d) Videoinspelade lektioner med ldrarens arbete i fokus.

e) Videoinspelade lektioner med elevgruppers arbete i fokus.
f) Videoinspelade efterintervjuer med elevgrupper.

g) Elevlgsningar.

Allt audioinspelat material och videoinspelade efterintervjuer med elevgrupper
skrevs ut

2. Via litteraturstudien hade generella matematiska idéer definierats som: be-
grepp, procedurer, formler, konventioner och strategier.

3. En teoretisk genomging gjordes av problemet som byggde pa litteratur-
genomgingens generella matematiska idéer. Den teoretiska genomgingen
syftade till att finna vilka olika specifika matematiska idéer som kunde tinkas
komma till anviindning vid just detta problem, specifika idéer som var sirskilt
framtridande och hade avgérande betydelse f6r problemet. Ett exempel pa en
sddan specifik idé 4r rekursion. Rekursion ir svil ett begrepp, en procedur,
en formel som en strategi. Sammanhanget dir den specifika idén rekursion
forekommer och anvinds blir avgorande for vilken typ av generell matematisk
idé som 4r aktuell. Rekursion kan inte direke hjilpa problemlésaren att finna
ett generellt uttryck (eller en formel) for 16sningen pé det ursprungliga pro-
blemet, men den kan via en annan for problemet specifik idé, ofta en tabell,
leda Igsaren vidare mot maélet.

4. De utskrivna lektionssamtalen (audioinspelat "myggan”-material frin liraren)
och videointervjuerna med eleverna bearbetades av mig sjilvstindigt for att
de generella idéer begrepp, procedurer, konventioner, formler och strategier
som hade anvints skulle upptickas. Forst markerades alla exempel pd begrepp,
sedan alla exempel dir procedurer anvints, alla exempel pd konventioner, alla
exempel dir lirare och elev arbetat med formler och slutligen alla de olika
strategier som ldrare och elever anvint sig av for att [6sa problemet. Vissa av
de markerade generella idéerna stimde &verens med de specifika idéer jag
funnit i den teoretiska genomgéingen. De generella idéer som inte stimde
med de specifika idéer som jag funnit i den teoretiska genomgingen gav
upphov till nya specifika idéer. P& detta sitt utvidgades de specifika mate-
matiska idéernas antal och flera varianter pa specifika idéer som kunde leda
till en 16sning av problemet kom fram. En del av de specifika idéer som jag
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fann vid genomgangen av utskrivna data, och som jag inte hade forutsett att
elever och lirare skulle ha, visade sig leda till dtervindsgrinder eller felaktiga
16sningar, det ansdgs ind vara viktigt att ta med dessa specifika matematiska
idéer i redogorelsen.

. Efter det att de specifika idéerna identifierats i de utskrivna audioinspelade

lektionerna ("myggan” material) och videoinspelade elevintervjuerna be-
arbetades samma material igen. Detta kompletterades nu med insamlade
elevlgsningar, audioinspelade elevintervjuer, videoinspelade lektioner med
sjilvstindigt arbetande elevgrupper och videoinspelning med lirarens
agerande, detta for att eventuellt finna fler specifika idéer eller justera de
gamla.

. Ovriga tva forskare granskade allt material sjilvstindigt for att prova de

specifika idéerna. De specifika idéerna sammanstilldes efter att full enighet
uppnatts.

. For att besvara forskningsfriga 2 gick jag ater igenom allt material dvs. ut-

skrivna audioinspelade lektioner, videoinspelade elevintervjuer, insamlade
elevlosningar, audioinspelade elevintervjuer, videoinspelade lektioner med
elevgrupper och videoinspelade lektioner med liraren. Varje specifik idé foljdes
upp genom att soka efter hur den specifika idén hade uppstitt och hur den
hade behandlats. Jag undersékte hur liraren behandlade en specifik idé som
kom fran eleven och hur eleven behandlade en specifik idé frin liraren men
ocksa hur en elev foljde upp en specifik idé frin en kamrat. Foljde liraren
upp den specifika idén pa tavlan eller muntligt infor hela klassen, som en
hemlixa, i enskilt samtal med eleven eller pd annat site? Sirskilt beaktades
om den specifika idén hjilpte eleverna vidare i 16sningsprocessen eller om de
fastnade i en egen specifik idé som inte ledde vidare eller valde specifika idéer
som gjorde att de hamnade i atervindsgrinder.

. Slutligen undersékte vi om det fanns nigra samband mellan de olika speci-

fika idéerna for att finna om och hur en specifik idé gick vidare till en annan
specifik idé eller om en specifik idé inte ledde vidare eller ledde till en felaktig
16sning. Hir utgick vi frin samtliga specifika idéer och sig vad som skedde

med dem dvs. hur de behandlades.



9. Som ett sista steg i analysen beskrevs sambanden mellan de funna specifika
idéerna och hur en specifik idé ledde 6ver till en annan. Sambanden mellan
de specifika idéerna visade sig kunna beskrivas lings en tidsaxel frén det att
en specifik idé uppstod for forsta gingen och sedan behandlades pd olika
sitt under problemlésningsprocessen. Aven de specifika idéer som ledde till
dtervindsgrinder och till felaktiga 16sningar beskrevs och behandlades.

I denna studie har vi sokt och tagit med alla specifika matematiska idéer som upp-
tickts under genomgingen av insamlat datamaterial, vi har diskuterat tolkningar av
data tillsammans. Ambitionen har varit att nd tillférlitlighet i tolkningarna genom
att strikt folja det ovan beskrivna teoretiska ramverket samt den beskrivna analysme-
toden. Aven om denna studie endast giller fyra klasser s ir dessa enligt vér (lirare
och forskare med lang erfarenhet frin manga olika lirandemiljoer) bedomning
vanliga klasser nir det giller elever och lirare, om man med vanliga klasser menar
kommunal skola utan nivigrupperade elever. Vid urvalet av skolor och lirare var
vi angeldgna om att f3 s stor mangfald av lirare och elever som méjligt. De bida
skolornas sociala upptagningsomrade ir blandat. Skolan pé landsbygden har minga
pendlande forildrar och elever som dker skolskjuts. Eleverna bor i hyresbostider i
brukssamhillet eller i staden eller i friliggande egna hus. Lirarna ir beskrivna ovan
och kan nog uppfattas som representativa for yrkeskéren.
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4.7 Problemet Stenplattor

Stenplattor

Ett ménster liggs med hjilp av kvadratiska stenplattor, mérka och ljusa.

S4 hir ser monstret ut:

RERET

&)

figur 1 figur 2

a) Hur manga plattor gér det &t dill figur 5?

Hur ménga av dem ir ljusa och hur minga ir mérka?

b) Hur ménga mérka respektive ljusa plattor gar det it dill figur 152
¢) Hur mnga morka respektive ljusa plattor gir det 4t till figur 100?
d) Hur ménga mérka respektive ljusa plattor gir det at dll figur 72
e) Skapa ett liknande problem. Los det.

(Problemet ir hir ndgot forkortat)

4.71 Presentation av problemet

Problemet ir ett exempel pd en problemtyp som leder till ett induktivt resonemang.
Detta 4r en metod for att finna en generalisering (ofta uttryckt som en formel dir
n ingdr). Metoden baserar sig pd observationer och dirigenom funna matematiska
monster. Ett alternativt resonemang kallas deduktivt och bygger pa satser, bevis
och motbevis. (Billstein m.f.2001) Problemet leder ocksa till algebraiska samband
som t.ex. kvadreringsregeln och matematiska konventioner som t.ex. anvindning
av parentesuttryck.
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Problemet 4dr formulerat i flera delproblem for att alla elever i en klass ska kunna
arbeta samtidigt och kunna l6sa delar av problemet. Genom att formulera delproblem
finns det en stdrre mojlighet att alla elever fir en utmaning for sitt eget arbete men
ocksa att alla har mojlighet att forstd resonemang och redovisning av problemet.
Delproblemen ger ocksd en anvisning till eleven och liraren si att de sedan ska
kunna komma fram till den matematiska generaliseringen.

4.72 Specifika matematiska idéer, teoretisk genomgang av
Stenplattor

I denna genomging visas exempel pd specifika matematiska idéer i problemet men
ocksa exempel pd den terminologi som anvinds. Denna genomgéng har ocksd gjorts
for att tolka elevernas specifika idéer och l6sningar i det empiriska materialet. De
generella matematiska idéerna gor det méjligt att finna de specifika idéer som loser
problemet Stenplattor.

De lésningsexempel som presenteras hir har samlats in under ménga ar av
undervisning di jag arbetat med liknande problem. Erfarenhet av undervisning
omfattar grundskola, gymnasieskola, lirarutbildning samt lirare i fortbildning.
Om erfarenheten hade omfattat andra studerande pd andra utbildningar si hade
mojligen andra I8sningar varit aktuella. De hir presenterade losningarna kan man
forvinta sig av elever i skolér 7-9.

Anvanda strategin att rita en bild eller strategin att anvanda
konkret material

Delproblem a) kan lésas med konkreta metoder. Hir handlar det om att berikna
antalet plattor. Detta kan ske genom att rikna rutor och med hjilp av procedurerna
upprikning, addition och/eller multiplikation.

:1_.-"-_ r'_' £ N
I 2 3
a\“a’eﬂ g
e 5518 :‘i'f‘f':’-' 8
figur 1 figur 2 figur 3 figur 4
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Anvanda begreppet rekursion

Rekursion innebir att ett foljande element kan beriknas ur féregiende element.
Tex. 1, 4,9, 16, 25...(ddr 6kningen av differensen ir lika stor 3, 5, 7, 9,...) For
denna talf6ljd 4r rekursionsformeln

a=a_  +2n- 1. Eleverna maste dd kidnna till antalet plattor pa figuren fore for
att veta antalet pd den aktuella figuren.

Delproblem b) kan lésas med begreppet area och procedurerna addition och
multiplikation som i deluppgift a). Det giller f6r eleverna att finna en metod for
att slippa rita alla figurer fram till och med figur nr 15 och istillet forsoka hitta
matematiska ménster som underlittar att 16sa delproblemet.

Anvanda begreppet yta och proceduren att berdkna areor

Yta definieras som en sammanhingande tvidimensionell punktmingd i rummet.
Den kan vara begrinsad eller obegrinsad och saknar tjocklek. Area idr ett métt pd
en begrinsad yta, t.ex. en stenplattas area. Area kan beriknas som ett antal av en
bestimd areaenhet.

Alternativ 1: Tva kvadratiska areor

Totala antalet stenplattor i figur 5 4r 7- 7 st = 49 st (mork kvadrat i figuren ovan).
Av dessa dr 5- 5 st = 25 st ljusa (ljus kvadrat i figuren ovan) och resten ir
(49 - 25) st = 24 st morka (mork kvadrat - ljus kvadrat).

Alternativ 2: Inre kvadratisk area med omgivande area i ramform

Antalet ljusa plattorna beriknas fortfarande som en area, 5- 5 st = 25 st ljusa (ljus
kvadrat i figuren nedan, sidan 5). De mérka plattorna ses diremot som en ram och
kan beriknas pd flera olika sitt, t.ex. s& hir:

a) b)

4.(5+1)st=24st4-5st+4-1st=24st
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Anvanda strategin att gora en tabell

Hir ér tre exempel pd monster, nir det giller de mérka plattorna. Det finns fler

maonster.
Figur | Samtl. Monster Ljusa | Monster| Morka | Monster Monster Monster
nr plattor plattor plattor alt 1 alt 2 alt3
1 9 3.3 1 1.1 8 | 4.2 9-1 2-3+2-1
2 16 4.4 4 2.2 12 [ 4.3 16 -4 2.4+2.2
3 25 5-5 93-3 16 | 4-4 25-9 2.5+2.3
4 36 6-6 16 4-4 20 | 4-5 36-16 2.-6+2-4
5 49 77 25 5-5 24 | 4.6 49 - 25 2.7+2.5
6 64 8.8 36 6-6 28 | 4.7 64 - 36 2.-8+2-6
7 81 9.9 49 7.7 32 4.8 81 -49 2.9+2.7
8 100 | 10-10 64 8.8 36 4.9 100 - 64 2.-10+2-8
9 121 11-11 81 9-9 40 |4-10 121- 81 2-11+2-9
10 144 | 12-12 100 [10-10 44 |4.11 | 144-100 |2-12+2-10
11 169 | 13-13 121 |11-11 48 [4-12 ] 169-121 |2-13+2-11
12 196 | 14 .14 144 |12.12 52 |4-13 | 196-144 |2.-14+2-12
13 | 225 | 15-15 169 [13-13 56 |4-14 | 225-169 |2-15+2-13
14 256 | 16-16 196 |14-14 60 [4-15 ] 256-196 |2-16+2-14
15 | 289 | 17-17 225 [15-15| 64 |4-16| 289-225 |2-17+2-15
(nr+2)- Nr - nr 4. (nr| alla-ljusa | 2-(nr+2)+
- (nr+2) +1) +2-nr

Det gér alltsd at 225 st ljusa och 64 st mérka stenplattor dill figur nr 15.

Delproblem ¢ kan 18sas med samma l8sningsstrategier som a och b men hir ir
antalet satt s stort att det ska leda till att eleverna soker generella uttryck. Om de
inte gjort det redan i delproblem b s& gor de det férhoppningsvis hir.

Kanske kan de med egna ord uttrycka de matematiska monstren generellt och
som regler och tillimpa dessa regler pa figur 100:

Exempel:
"For atc fi fram hur manga ljusa plattor det 4r tar man figurens nr ginger sig
sjdlvt,
100 - 100 st = 10 000 st.”
"For att f3 fram hur minga morka plattor det dr tar man figurens nr plus 1 fyra
ganger,
4. (100 + 1) st = 404 st.”
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Anvanda konventionen n som symbol

Delproblem d) innebir att finna ett generellt uttryck oberoende av figurens num-
mer och antal plattor pé sidan i kvadraten. Hir ska det enskilda fallet 6verga i det
allminna. For att 6versitta sina regler formulerade med egna ord till matematiskt
sprak (en matematisk formel) giller det att vara inférstddd med den vanligt férekom-
mande matematiska anvindningen av bokstaven z. Om man har hittat ménstren
i b giller det att sitta in 7 istillet f6r “nr” i tabellen ovan, dir 7 d4 alltsd betecknar
ett godtyckligt positivt heltal, dvs. i detta fall kan 7 sta for vilket figurnummer som
helst. Formlerna giller alla figurer.

Ale 1: Antalet morka plattor (ramen): 4 (7 + 1) = 4n + 4. Antalet ljusa plattor
(inre kvadraten): 7.

Alt 2: Totala antalet plattor (yttre kvadraten) - antalet ljusa plattor (inre kvadraten)
= antalet morka plattor (ramen): (n+2)% - #? = 4n + 4

Delproblem e) innebir att eleverna kan visa att de insett vilka specifika mate-
matiska idéer som ingick i problemet genom att de sjilva skapar ett matematiskt

liknande problem.

4.8 Resultat och lokal analys

I resultatredovisningen prévas forst om det valda problemet ir ett rikt problem.
Sedan tas de for problemet specifika matematiska idéerna upp och exempel visas pd
hur de behandlades. Alla operationer (riknesitt) som eleverna utforde tas inte upp.
Den specifika matematiska idén beskrivs ocksd som en av fyra méjliga representa-
tionsformer (konkret, logisk/spraklig, aritmetisk/algebraisk, grafisk/geometrisk), (se
Taflin 2003). Termerna uttrycksform och representationsform anvinds synonymt.
Allt transkriberat material redovisas som de samtal som lirare och elever hade un-
der lektionen, lirarintervjuer fére och efter lektionen, efterintervjuer dé eleverna
dterberittade hur de tillsammans med kamrater och lirare arbetade med problemet
samt elevernas skriftliga 16sningar.

4.8.1 Provning av kriterier for rika problem

Som tidigare nimnts s& kan man inte veta om ett problem ir rikt innan man testat
det pé ldrare och elever i klassrummet. Innan empiriska data analyseras testas dirfor,
via en kortfattad argumentation, om det varit ett rikt problem for dessa elever el-
ler inte. For att tydligare visa huruvida kriterierna uppfylls ges ndgra exempel frén
den efterf6ljande resultatredovisningen. I denna artikel é4r det kriterium 1 som ska
behandlas dvs. vilka matematiska idéer som lirare och elever arbetar med och hur
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de gor det. Resultatredovisningen med analys och efterfoljande diskussion, visar att
problemet vil uppfyller kriterium 1.

Vad giller kriterium 2 s observerades att alla elever uppfattade vad de skulle géra
och att eleverna arbetade med problemet under hela lektionen (minst 45 minuter).
minst ett fall arbetade eleverna koncentrerat med att klippa och resonera hela tiden.
Bara ett fital av eleverna hann dock arbeta med deluppgift e) vilket innebir att de
varit upptagna med problemet under hela lektionen.

Ingen elev hade en given 16sningsstrategi och elevernas engagemang och diskus-
sioner under problemlésningen uppfattades som att de ocksé upplevde en utmaning
och fick anstringa sig. I skolsammanhang ir det ovanligt att ett matematiskt problem
tar en lektion eller mer men lirarna lit eleverna arbeta sé linge det var rimligt for
att de skulle kunna presentera dellosningar pd problemet, dvs. problemet tillits ta
tid. Lirarna berittade ocks3 efter lektionen att de tyckte att det var svart att avbryta
elever som arbetar bra, for att gora en gemensam genomgéng. I tvd av klasserna
anvindes trots detta slutet av lektionen f6r en gemensam genomgéng, dven om det
innebar att inte alla elever var firdiga med alla deluppgifter. Problemet uppfyller
ddrfor kriterium 3.

Redovisningen nedan med elevernas specifika matematiska idéer visade att pro-
blemet kunde lésas pa flera olika sitt och det uppfyllde diirfor kriterium 4.

Det férekom matematiska diskussioner i samtliga klasser, d& ldraren vandrade runt
bland eleverna och samtalade med dem om deras olika losningar. Problemet kan
alltsd initiera matematiska diskussioner och uppfyller dirfor kriterium 5. Exempel
pa detta finns bland annat i exempel 12, 13, 14.

Hir redovisas flera specifika matematiska idéer som eleverna vixlade mellan och
byggde broar mellan, di de 16ste problemet. Exempel pa bro ir bland annat d&
eleverna gick frin tabell tll generellt uttryck eller frin areaberikning till generellt
uttryck. En annan bro var frin aritmetik med tal till att anvinda de algebraiska
symbolerna 7 och x. Broar férekom bl.a. i exempel 4, 11 och 16. Problemet kan
dirfor fungera som brobyggare och uppfyller dé kriterium 6.

Som deluppgift e) skulle eleverna formulera egna problem, vilket nigra elever
ocksa gjorde och redovisade som skriftliga 6sningar som samlades in. Aven krite-
rium 7 dr dirfor uppfylle. (I denna studie redovisas inget empiriskt material som
hor till detta kriterium).

I och med detta har jag visat att jag valt ett rike problem for eleverna att arbeta
med.
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4.8.2 Elevers och larares matematiska idéer och hur de behandlas

Fér att losa problemet Stenplattor har lirare och elever anvint en mingd olika
specifika och generella matematiska idéer. De specifika idéerna kan relateras till en
eller flera generella idéer. Nedan presenteras de specifika idéerna och vilken eller
vilka typer av generella idéer som de representerar.

Vilka specifika idéer som kommit till anvindning beror av vilka lirare, elever
och problem som studeras. Det ir alltsa inte helt sikert att det gar att generalisera
resultaten men det dr hdgst troligt att lirare for motsvarande stadium och studenter
med samma matematiska bakgrund skulle kunna 3sa problemet med de specifika
idéer som redovisas hir.

De specifika idéerna nedan ir svar pa forskningsfriga 1. De specifika idéerna
beskrivs ocksd beroende pa vilka representationsformer de ir uttryck for.

Fraga 2 besvaras genom att jag underséker vid vilka tillfillen de specifika mate-
matiska idéerna uppstdr och pa vilket sitt de behandlas.

Specifika idén: Att klippa, mala, rita

Denna specifika idé dr en konkret representationsform eftersom lsningen beskrivs

med en ritad bild.

Presentation av problemet:

Ex. 1

1. Elev: Ni har hallit pi med algebra nu och det kan man ha lite nytta
av nir man I8ser det hir problemet! Om det 4r ngon som
vill klippa ut bitar, om ni skulle vilja s har jag sax med mig
och s& finns det papper som ni kan ta av om ni skulle vilja
méla mérka och ljusa plattor]...] jag tinkte inte ett 5gon-
blick p4 att ni behdvde rutade papper!

Under lektion:

Ex.2

2. Elev: Klipper ut sina dir rutor som vi ska rikna med sedan]...]
Dom hir ir jittebra!

3. Lirare: Ja, d& kan ni rikna sen dd. Hur har ni gjorc d4? [...]Vilken ir
ni p&?

Ex.3

4. Elev: Vi behéver ett stdrre papper om vi ska kunna méla figur 100.

5. Lirare: Ska ni méla den?
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6. Elev: Ja, vi mélade ju figur 15.

7. Lirare: Jaha, men tror ni inte att ni kan 16sa den utan att méla[...]
Om ni bara héller er till siffror kanske?

Intervju med elever efter lektion:

Ex. 4

8. Intervjuare:  Gav hon dig ndgon ledtrid?

9. Elev: Ja, att man skulle anvinda liksom och rita och géra en sddan
dir tabell.

Ex. 5

10. Intervjuare:  Jag ser att du har ritat bilder

11. Elev: Ja, det blir littare att fatta da[...]S& man slipper ha allting i

huvudet och rikna.

Fraga 1:Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av,
nar de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Procedurer: Eleverna riknade antalet rutor (2, 11) efter att de ritat (10) eller klippt
3).
Strategier: Hir anvinde eleverna sax for att klippa och rikna rutor (2). Eleverna
anvinde ocksd rita (9) och méla (5) som strategi. Rita anviindes hir som strategi
for att sedan sitta upp en tabell (9). Tabell bildar en egen specifik matematisk idé.

Nir det giller begrepp, formler och konventioner fanns inga tecken p4 att elev-
erna anvint sig av dessa generella idéer annat dn marginellt. Det dr mojligt att tolka
in talbegreppet (2, 11) i denna specifika idé men eleverna visade inte att de kunde
mer 4n “ett till ett korrelationen” och talramsan som i sig endast #4r en ramsa som
eleven ldrt sig utantill. Det férekom inga formler i samband med denna specifika
idé. Vad giller konventioner sé sysslade eleverna med dessa d& de skulle hilla sig
till siffror (7) eller sitta upp en tabell (9). Bade siffror och tabell 4r exempel pa hur
matematik uttrycks med symboler och illustrationer. Eftersom dessa tre generella
idéer inte har spelat en framtridande roll vid detta problem har de heller inte blivit
en del av den specifika idén klippa, mala och rita.

Ur ovanstdende data ir foljande stycke en representant for den specifika idén
klippa, mala, rita: Klipper ut sana déir rutor som vi ska rikna med sedan. ..

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna
procedur och strategi.
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Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som
uppkommer?

Redan nir liraren presenterar problemet visade det sig att liraren ledde in eleverna
pa ett val av strategi (1). Det dr oklart om liraren foljde upp de elever som ritade
och klippte eller om de sysslade med detta hela lektionen. Under lektionen fick
eleverna forklara vilken strategi de var inne pa for att [6sa problemet (3, 7). Det
ir inte sikert att eleverna hade klart f6r sig vad problemet gick ut pa. Genom att
foresld dem att arbeta med siffror (7) ville ldraren att de skulle komma vidare. Rita
kunde ocks vara ett stdd for att komma vidare t.ex. genom att sedan sitta upp en
tabell (9) eller for att inte behova ha alla siffror i minnet (11). Vid efterintervjun
berittade eleverna att de hade fitt forslag frén liraren att de skulle kunna rita och
fortsitta med tabell (9).

Specifika idén: Rekursion

Denna specifika idé kan beskrivas med manga olika representationer. Om rekursio-
nen visas i en tabell dr det en grafisk representation, visas den med en formel ir det
en algebraisk representation och i Ipande text visar den sig som en logiskt-spraklig
representation.

Presentation av problemet:

Ex. 6

12. Lirare: Den frsta figuren till den andra figuren till den tredje. ..
sen ska ni rikna ut hur ménga plattor det finns i den femte
figuren i den hundrade...ni ska alltsd forsoka lista ut monst-
ret och hur man riknar ut framover.

Under lektion:

Ex.7

13. Elev: D4 6kar det i alla fall pi dom vita och sen dom svarta ligger
man pd fyra varje ging.

14. Lirare: Frin det som var innan?

15. Elev: Ja.

16. Lirare: S& for att losa figur femton si méste man kiinna till figur
fjorton?

17. Elev: Jag vet inte vi satt ju och rikna!

18. Lirare: Men om ni ligger pa hela tiden fyra p4 varje si betyder det

for att kunna rikna ut femton si méste ni veta fjorton for ni
miste veta vad ni ska ligga till fyra dill, eller hur? S& for act
rikna ut figur hundra s d4 maste ni veta vad det 4r pd nicti-
nio. D4 méste ni rikna er fram hela tiden fram dll nittinio.
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19. Elev: Jag kan inga andra.

20. Lirare: Men alltsd jag menar inte sd men jag menar har ni tinkt pd
att ni miste gd den vigen. Nu ir ni inne i ett system dir ni
mdste rikna ut alla f6r att komma fram till den sista.

Fraga 1:Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av,
nar de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Liraren hinvisade till begreppet rekursion (dven om inte ldraren anvinder ter-
men rekursion) for att eleverna skulle f3 klart for sig att de var inne i ett system (20).
Procedurer: Eleverna anviinde upprikning som bygger pé figuren med ligre num-
mer (13, 18) for att komma till nista figur. Detta innebar att eleverna hade anvint
rekursion som procedur. For att f3 veta antalet for den nya figuren hade eleverna
adderat med 4 (13) och anvinde d& proceduren addition.
Strategier: Liraren anvisade redan vid presentationen av problemet strategin rekur-
sion (12). Denna strategi, att berikna nista figur genom att rikna pé figuren innan,
stimmer dverens med definitionen pa rekursion.

Det fanns inga tecken pa att rekursionsformel eller nigon konvention fére-
kom.

Ur ovanstiende data ir foljande stycke en representant for den specifika idén
rekursion: 84 for att losa figur femton si mdste man kinna till figur fjorton?

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna
begrepp, procedur och strategi.

Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som
uppkommer?

Vid presentation av problemet gjorde ldraren klart for eleverna att de skulle utg frin
figuren fore for att finna nista (12). Denna presentation innehdll de bida specifika
idéerna rekursion och ménster (ex.6 och ex.19). Under lektionen f5ljde sedan liraren
upp och ifrdgasatte elevernas specifika idé genom att géra dem medvetna om att de
hade manga utrikningar att gora, om de fortsatte med samma specifika idé (18).
Liraren pdpekade svarigheterna med att ta reda pd antalet plattor om de hela tiden
méste utgd frin den tidigare figuren. Hir finns forutsittningar for ny kunskap som
kan initieras av liraren, eftersom eleverna ir motiverade till att byta strategi.
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Specifika idén: Area

Denna specifika idé kan uttryckas med en geometrisk representation, en ritad

area.

Under lektion:

Ex.8

21. Elev 1: Det 4r 25 stycken, jag tinker sd hir att man plussa ihop dom
vita med dom dir. Som skulle bli sjilva det dir.

22. Elev 2: Hur méinga var det i den hir sa du?

23. Elev 1: 16 och 16 minus 9 om jag inte har riknat fel pi nigon platta
da far man fram det och s3 plussar man ihop dom tvd och d&
fir man nista.

24. Elev 2: Hir dr ju figur 5! 16 +25 och s3 vidare. Hur ska man géra

med dom mérka plattorna?

25 Lirare: Vad fir du dd om du riknar 7 ginger 72[...] Vad 4r det som
4r 492[...]Jo jo i den hir figuren!... Vad var det andra du sa,
area? Vad dr det man miiter arean i di?

26. Elev 2: Héjden ginger basen?

27. Lirare: Men vad 4r det man riknar hir? Vad har ni riknat for nigon-
ting?

28. Elev 2: Rutor!

29. Lirare: Det ir alltsd hur manga rutor ir det i hela figuren?

30. Elev 2: Over hela det hir svarta och[...]

31. Lirare: Ja, jag bara tinkte du riknade 1, 2, 3, 4 till 49 och det 4r ju
faktiske 7 pé varje rad och det ir ju 7 gdnger 7 plattor.

32. Elev 2: 49 stycken.

Vid redovisning framfor tavlan:

Ex.9
33. Lirare: Vi har ju faktiskt tvd metoder hir f6r att rikna ut areorna.
34. Elev: Dom ljusa i varje figur att vara, alla kommer att vara basen

ginger hojden pa den figuren. Figur 100 kommer att vara
100 ganger 100.
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Intervju med elever efter lektion:

Ex.10

35. Intervjuare:  Kan du siiga allmint hur man bir sig 4t for att rikna ut anta-
let ljusa plattor i ndgon, i nigon figur?

36. Elev: Ja, d4 tar man ju den hir sidan génger sidan.

37. Intervjuare:  Precis. Och hur vet man d4 hur manga plattor det ligger i
den hir sidan?

38. Elev: Det ir lika minga som numret pé figuren...

39. Intervjuare:  Hur bir man sej at for att, hur bir man sej &t for ace rikna ut
totala antalet plattor d&?

40. Elev: D4 tar man den sidan, fast di ligger man till tva pd den hir

sidan, tar man den [ginger den] sidan.

Intervju med lirare efter lektion:
Ex.11

41. Lirare: Med area var det en hel del som kom pd att det var samma
tankesitt, ssamma metod och rikna summan av antalet plat-
tor. Sen sig dom att det hir med omkrets att det blev lite
konstigt ddrfér att dom tog till pd en ging dom sig att ja 102
pd en ledd ja, 4 ginger 102 att dom inte, faktiske blev hornen
som dom riknade 2 ginger.

Fraga 1:Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av,
nar de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Lirare och elever arbetade med begreppet yta/area for att kunna anviinda
ritt formel (26). Hir handlade det om en rektangulir yta, specifikt en kvadrat som
skulle beriknas med en procedur (addition eller multiplikation).

Procedurer: Eleverna hade gjort sina férsta berikningar med addition (21) och
fortsatt med subtraktion (23) och en ny addition (23) och arbetat vidare med hjilp
av lirarens lotsning och gjort en multiplikation (31). Procedurer hade anvints for
att bearbeta begrepp, som en tillimpning av en konvention, som tillimpning av en
strategi och vid tillimpningen av en formel.

Formler: Liraren hade frigat eleven hur en area beriknas (25). Eleven hade svarat
att arean dr hojden ginger basen (26) (eleven vet troligen att arean kan beskrivas
som en formel). Detta ledde vidare till proceduren multiplikation (31).
Konventioner: Elev och lirare var verens om att sidorna i en rektangel benimns

héjd och bas (26).
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Strategier: Det visade sig att eleverna hade anvint areaberikning (25) som bygger
pd definition av yta som begrepp. Areaberikning blev hir en strategi som eleven
utgick ifrdn for att sedan ta reda pa antalet plattor genom att utféra proceduren
multiplikation.

Ur ovanstdende data ir foljande stycke en representant for den specifika idén area:
Vad var det andra du sa, area? Vad ir det man miter arean i di?

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till alla generella
idéer.

Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som upp-
kommer?

Under lektionen féljde liraren upp elevernas forslag pa hur de skulle berikna antalet
plattor genom att berikna arean (25). Vid redovisningen pa tavlan (33) presenterade
eleverna tvé olika areaberikningar. Efter lektionen kunde eleverna beskriva hur de
16st problemet genom att berikna den ljusa kvadraten (36) och totala antalet plat-
tor (40). Liraren var medveten om att eleverna anvinde areaberikning (41) for att
l6sa problemet.

Specifika idén: Tabell

Denna specifika idé dr ett exempel pd en grafisk representation med rader och
kolumner.

Intervju med lirare fore lektion:

Ex.12

42. Lirare: Utan jag siger att kanske du kan rita en tabell om du skriver
upp dom s hiir i rad ser du liksom ndgot ménster nu?! Just

det dir att leta efter ménster och skriva upp i tabell och
ordna systematisera det har vi pratat om

Under lektionen:

Ex.13
43, Elev: Du [...] kan man inte anvinda siffror?
44, Lirare: Jo det kan man om du gér upp en tabell hur det ckar figur

till figur s& kanske du kommer p&, om du gor upp en tabell
med figur ett, hur ménga plattor, hur ménga som ir ljusa och
hur ménga som 4r mérka.
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Ex.14

45. Lirare:
46. Elev:
47. Lirare:

Och den méste i s fall vara 8 ginger 8.
Och den 9 ginger 9, 10 ginger 10 och 11 ginger 11.

Om ni fortsdtter med den tabellen och nu kan ni ju rikna ut
det utan att liksom sitta med hur manga det 4r mellan varje

gang.

Intervju med elever efter lektion:

Ex.15

48. Elev 1:

49. Intervjuare:
50. Elev 3:

51, Elev 2:

52. Elev 3:

53. Intervjuare:
54, Alla tre:

Sedan gjorde hon ju en sddan dir tabell pé tavlan som vi
skulle rita och fylla i och fortsitta pd

P4 vilket sitt hjilpte den er?

Hur man skulle kunna gora.

Att se hur monstret sdg ut och si.

Hur man skulle kunna fortsitta och bygga pd ménstret och
s dir.

Det sdg ni i tabellen?

Ja. Mm.

Intervju med lirare efter lektion:

Ex.16

55. Lirare:

56. Intervjuare:
57. Lirare:

Man kommer in pd mycket, det var ljusa och mérka plattor,
du kom in p3 area.

Dom fick berikna antalet plattor totalt, vi kom ju inte in si

mycket pa kvadrater det som var fyrans tabell. Hade jag haft
mer tid s hade jag tagit figuren, tabellen bittre.

Du hade kunnat g3 ett steg till, den innehéller minga delar.

Dir fir du fram hela svaret dir verkar ju en del vildigt ofor-
stdende med hur dom skulle géra. Dirfor var jag férvanad
att nir dom inte hade fyllt i tabellen kom dom fram till en
l6sning i alla fall

Fraga 1:Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av,
nar de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Tabell forefaller vara ett bekant begrepp for eleverna (42, 44). Eleverna

forstod inneborden av termen tabell och méjligen sig de ocksa en illustration i form

av rader och kolumner framfor sig.
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Procedurer: Eleverna hade anvint multiplikation och addition nir de multiplicerade
och adderade tal i tabell (44,47).
Formler: Det fanns inga formler i samband med den specifika idén tabell.
Konventioner: Liraren foreslog att eleverna skulle géra anteckningar for att se varje
forindring (44), (i de anteckningar som samlades in hade eleven gjort rader och
kolumner).
Strategier: Eleverna hade anvint tabell for att s6ka ménster (51).
Ur ovanstiende data ir foljande stycke en representant for den specifika idén tabell:
Sedan gjorde hon ju en sidan dir tabell pd tavian som vi skulle rita och fylla i och
fortsitta pd

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad dill alla generella
idéer utom formel.

Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som
uppkommer?

Vid intervju med liraren fére lektion pipekade liraren att eleverna tidigare anvint
tabell for att finna ménster (42). Liraren gav forslag pa att de skulle sitta upp en
tabell (44, 47, 48). Denna information fick hela klassen eftersom liraren hade
skrivit pd tavlan (48). Liraren gav forslag pa en strategi som gjorde att eleverna
kunde limna det rekursiva tinkandet och komma vidare till ett generellt uttryck
(47). Eleverna hade hir forst uttrycke ett muntligt samband som de dverforde till
tabell. Liraren var férvinad 6ver att nigra elever fann det generella uttrycket trots
att de inte hade satt upp en tabell (57). Liraren uttryckte ocksé ett nskemal om
att senare f6lja upp elevernas arbeten (55).

Specifika idén: Monster

Den specifika idén ménster kan beskrivas med flera representationer: Spriklig
representation nir ndgot skrivs eller berittas s att man kan se sambandet, konkret
representation di det 4r ritade figurer med inbérdes ordning, aritmetiskt som en
talfoljd eller en formel som uttrycker samband. Ett monster kan ocksé bli tydligt
med en grafisk representation i t.ex. en tabell.

Intervju med lirare fore lektion:
Ex.17

58. Intervjuare:  Vilka tankar och vilka matematiska och vilka andra mél
riknar du med att eleverna ska n3?
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59. Lirare: Att kunna generalisera monster, fora dom vidare och lite
storre perspektiv.

Ex.18
60. Intervjuare:  Vad tror du att eleverna fir ut av den hir lektionen?
6l. Lirare: Det stdr ingenting i uppniendemalen om just ménster

ddremot i strivansmalen.

Vid presentation av problemet:

Ex.19

62. Lirare: Den forsta figuren till den andra figuren till den tredje...sen
ska ni rikna ut hur manga plattor det finns i den femte figu-
ren i den hundrade...ni ska allts3 forsoka lista ut monstret
och hur man riknar ut framéover.

Under lektion:

Ex.20

63. Lirare: Men fyll i s8 kanske du ser ett mdnster dd kan man skriva
hur det ser ut for 7.

64. Elev: S4 det idr det som ir n, monstret.

Intervju med lirare efter lektion:

Ex.21
65. Intervjuare:  Vad ir det viktigaste innehéllet...?
66. Lirare: Att dom forsoker fi fram det hir med monster.

Fraga 1:Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av,
nar de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Lirarna hade anvint termen ménster som ett centralt begrepp for detta
problem (59, 61, 62).

Procedurer: Liraren hade uppmanat eleverna att rikna ut antalet plattor figur for
figur (62) for att finna ménstret, alltsd en upprepad procedur.

Formler: Det férekom inga i samband med denna specifika idé.

Konventioner: Saknades i samband med den specifika idén monster.

Strategier: Liraren hade anvint ménster som strategi for att eleverna skulle kunna
beskriva “hur det ser ut for »” (63).
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Ur ovanstdende data ir foljande stycke en representant for den specifika idén
monster: Men fyll i sd kanske du ser ett minster di kan man skriva hur det ser ut
for n.

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna
begrepp, procedur och strategi.

Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som upp-
kommer?

Uppgiften uppfattades av lirarna som ett problem dir det gillde att finna ett monster
(58, 61, 62, 66). Bade vid forintervjun (59, 61), vid presentation av problemet
(62) och under sjilva problemlésningsprocessen (63) uppmanade liraren eleverna
att tinka pd act de skulle finna ett monster. Vid efterintervjun (66) beskrev en ldrare
att det var det viktigaste innchéllet i problemet.

Specifika idén: Regel

En regel ir ett samband som kan gilla i ett enskilt sammanhang, ett ménster som
kan uttryckas sprakligt, med en logisk-spriklig representation. En regel kan leda
vidare till en formel som ir en algebraisk uttrycksform. Ett generellt uttryck ir en
regel som giller i alla ssmmanhang och som kan uttryckas som en formel.

Under lektion:

Ex.22

67. Elev: Kolla hir 100 d4 4r det bara att ligga till 2 lingst ut s3

Ex.23a

68. Elev: Men figur ett hade tre, figur tva hade fyra sd d& plussar man
pa tva plattor d4 figur femton méste ha sjutton pa varje sida
s hir.

Ex23b Overgﬁngen mellan ménster, tabell och regel. (Detta exempel diskuteras

ikap 7)
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(Text i figuren: *Mérka plattor 6kar med 4 per figur. *Antalet plattor. Eftersom det
ar 9 plattor i figur 1 sa lagger man pa 7 for att det ska bli lika mdnga som i figur
2.)

Fraga 1:Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av,
nar de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Inga begrepp forekom i samband med den specifika idén regel.
Procedurer: Eleverna hade arbetat med proceduren addition med tvé (67, 68).
Formler: Eleverna kunde formulera en regel (67, 68). Detta upprepades flera ginger
vilket visade att eleverna hade upptickt en regel (67) som gillde dven for figur 100.
Denna regel (67) kunde sedan leda till en formel, en formel som pa detta sitct blir
underforstddd. Regler kan beskrivas som en logiskt-spraklig representationsform
och formel som en algebraisk representation.
Konventioner: Det férekom inga i samband med regler.
Strategier: Det fanns inga exempel pa att eleverna anvint regel som strategi.

Ur ovanstdende data ir foljande stycke en representant for den specifika idén
regel: ...da dr det bara att liigga till 2 lingst ut s. ..

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna
procedur och formel.

Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som
uppkommer?

Regel uppkom da eleverna under lektionen sokte ett samband mellan antalet plattor
och figurens nummer och som de muntligen forklarade med att man adderar med
tva (67). I den specifika idén “bokstav som symbol” finns fler exempel dir eleverna
funnit en regel (73, 85). I de exemplen uttrycks regeln generellt med 7.
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Specifika idén: Bokstav som symbol

Den specifika idén bokstav som symbol 4r en algebraisk representation. Tal kan ut-
tryckas som aritmetik och bokstiver stdr som symboler for flera tal. Olika bokstiver
anvinds for att beskriva olika tal i olika matematiska omréden.

Presentation av problemet:

Ex.24

69. Lirare: Figur 7 vad tror ni 7 vad star det i era bocker istillet for
n[...Jja d& star det x dd kan man tinka p& samma sitt som ni
tinker pa nir det stdr x i béckerna.

Under lektion:

Ex.25

70. Elev: Vad di »?

71. Lirare: Vilken som helst, vilken figur som helst.

72. Elev: D4 tar vi den d tar vi 0!

Ex.26

73. Elev: n det dr figurnummer, 7 kan vara vad som helst d& tar jag 7
+ 2 om man vill fi fram hur minga dom vita ir di tar man »
- n. Om man vill f3 fram hur minga mérka det 4r dé tar man
alla minus dom dir.

Ex.27

74. Elev: Du 7 vad kan det vara, a, b, ¢, d, ¢; e ir d3 5, n dr 14?

75. Lirare: Ne;j (skrattar) 7 4r det matematiska tecknet f6r vilken som
helst.

76. Elev: Jaha!

Ex.28

77. Elev: Jag vet ju hurl...]ska jag rikna ut 7 - x?

78. Lirare: Nej inte 7 - x! Utan ni har ju ett bestdmt sitt, hur ni riknar
ut dom bruna...

79. Elev: n- n.

80. Lirare: Ja, #- n. Vad har du riknat ut d4?

81. Elev: Dom vita plattornal

82. Lirare: Dom vita plattorna. Vad di av dom vita plattorna?

83. Elev: Hur méinga det ér!
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84. Lirare: Hur méinga det ir, ja!

85. Elev: Sen tar man 7 + 2!

86. Lirare: Ja, ganger?

87. Elev: Génger det det blev! Och si tar man det minus hur ménga...
Ex.29

88. Elev: n + 2 ir lika med en bokstav.

89. Lirare: Nej. D& maste du forklara vad det dr var att 7 + 2 det 4r hur

ménga bruna, gréa, eller vad dom ir, plattor du har i den 7:te
figuren [...] jdtcebra [...]ja [...] yes

Elever redovisar missuppfattningar om vad 7 ir:
Ex.30

90. Elev: Ah, iih, ja, men alltsd vi borjar med att, att liksom rikna
s& hir, dom ljusa forst och kalla den, dom f6r x, och dom
morka var liksom bara s§ manga som dom var. Sen riknar s3
pd alla dom tre forsta figurerna och sen s, ja x:et stdr for att
dom ljusa plattorna, eller hur manga dom ljusa plattorna ir.

N NG ING DS
e Ny LTS Ny ST
e i O el

Figur till exempel 30
(de ljusa plattorna betecknas som x och &r 4 stycken dvs. 4x, de mérka plattorna
ar 12. Detta ger uttrycket 4x+12)

Intervju med elever efter lektion:

Ex.31

91. Elev: Ja, och sedan si [...] man klarar av lite algebra ocksa.
92. Intervjuare:  Ja, vad ska du ha algebran till d&?

93. Elev: Till den dir d dir, 7.

141



94. Intervjuare:  Ja, precis, du sdg det, ja, och da vet du ocksa vad algebra ir
for nanting.

95. Elev: Mm, man riknar med bokstiver i stillet for siffror.

Ex.32

96. Intervjuare:  Var ska det vara parenteser? Kan du forklara fér mig for jag
vet inte, om jag fattar vad du menar.

97. Elev: Ja, men det vet inte jag, for det ska han g8 igenom senare.

98. Intervjuare:  Jaha. S& det blev inte ritt dirfor att det fanns ... du visste inte

hur man skulle sitta

99. Elev: Nej, det 4r ett tal ginger ett likadant tal.

Samma elev omtalas av sin ldrare i efterintervjun:
Ex.33

100. Lirare: Men sen spinner det frin allt att man forstdr numret pa figu-
ren 4r 7 till [...]som hon bérjade multiplicera med parenteser.

Intervu med ldrare efter lektion:

Ex.34
101. Intervjuare:  Dom visste inte riktigt vad 7 betyder.
102. Lirare: I kemin héller vi pd med cellulosa och stirkelse och di har jag

ju formler med 7. DA for stirkelse och cellulosa ir ju samma
kemiskt men det ir olika l&nga kedjor.

Fraga 1: Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av,
nar de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Liraren presenterade problemet pa ett sitt s att eleverna skulle forsta att
de skulle kunna anvinda x och lésa ekvationer (69). Det visade sig ocksa att eleverna
visste att algebra innebir att man riknar med bokstiver (95).

Procedurer: Det fanns t.ex. multiplikation (70) addition (78) och parentesuttryck
(103).

Formler: Det visade sig att eleverna kunde formulera flera formler f6r de olika
kvadraterna (73).

Konventioner: Det visade sig i flera exempel hur svért eleverna hade att f6rsta sym-
bolen 7. Det var oklart f6r manga hur man skilde pa och anvinde x och 7 (70).
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Strategier: Det fanns ingen som anvinde bokstav som symbol som strategi.

Ur ovanstdende data ir foljande stycke en representant for den specifika idén
bokstav som symbol: ... 7 det ir figurnummer, n kan vara vad som helst. ..

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till alla generella idéer
utom strategi.

Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som
uppkommer?

Vid presentationen av problemet (69) gav liraren eleverna forslag som ledde mot
algebra och hur man arbetar med x. Liraren f6reslog att eleverna skulle betrakta x
och 7 som synonymer (69).

Bokstaven n uppfattades pd méanga olika sitt:

a) bokstav som obekant konstant

Eleven uppfattade inte liraren korrekt utan liter 7 betyda 0 d& # fir betyda vad
som helst (26).

b) bokstav som variabel

En elev hade uppfattat att man kan anvinda » som beteckning f6r nigot obekant,
i detta fall som figurens nummer (71, 73).

¢) x som beteckning for kod, hemligt sprak

Att uppfatta 7 som ett bestimt virde beroende pd positionsnummer i alfabetet.
En elev hade riknat ut att 7 har plats nummer 14 i alfabetet (74) och trodde att
n maste betyda 14. En liknande tolkning kan det vara dé »+2 uppfattades som en
dold bokstav och inte som ett tal (88).

d) x som beteckning for objekt/enhet

Eleverna angav antalet plattor som 4x+12 (90) dir x skulle innebira att det 4r just
de ljusa plattorna som anges, dvs. x som en enhet.

Kommentar till parentesuttryck:

I de exempel d& eleverna arbetade med area (sidan- sidan) hade de fatt uttryck
med parenteser. Eleven forklarade (99) att det ir ett tal ginger sig sjilvt. Eleven ville
veta ndr parentes ska anvindas och berittade att liraren hade lovat att gi igenom
detta senare (97).

Specifika idén: Generellt uttryck

Den specifika idén generellt uttryck kan beskrivas som en spriklig representation
eller en algebraisk. Ett generellt uttryck kan fungera som mellanled fran regel till
formel.
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Under lektion:

Ex.35

103. Lirare: Nej, ni har en formel som ni kan rikna ut i stort sett vilken figur
ni vill. D4 byter ni ut siffran mot 7. I stillet for att rikna ut den
58:e figuren sa riknar ni ut den 7:te figuren.

104. Elev: Den n:te?

105. Lirare: Den n:te figuren, den 7:te figuren 4r matematiska och det betyder
vilken figur som helst.

106. Elev: D3 ska vi bara ta den?

107. Lirare: Nej, ni skriver 7. D& vet matematiker att d kan man anvinda den
hir formeln dill vilken figur man vill.

108. Elev: D4 mdste man ju veta liksom lite.

Vid analys av inspelad video d4 elev skriver och redovisar pa tavlan:

Ex.36
109. Lirare: Hade ni n-te termen? Vill ni héra for figur 7?2
110. Elev: n gdnger n vita (7+2)(n+2) ir alla. (En elev gér fram till tavlan och

ritar och skriver. Kamraterna dr uppmirksamma.) Vill man 3 fram
hur minga mérka det 4r d4 tar man alla minus 7 ginger »

Intervju med elever efter lektion di eleven berittar vad han lirt sig nir kamraten har
redovisat pa tavlan:

Ex.37

111. Elev: n gdnger 7, det var ju dom ljusa...

112. Intervjuare: [...]varfor ska det vara parenteser dir?

113. Elev: Forst riknar man ut det hir, n plus tv4, n plus tv4, sen tar man det

génger det.

Ex 38 Samtal under lektion med &vergdngen frén tal till regel och vidare till generellt
uttryck:

114. Elev: Om det 4r 15 st sddana dir vita, kolla d4 4r det en svart pd varje
sida si dir eller hur?

115. Lidrare: Hittar ni nigot monster

116. Elev: 102 ginger 102[...]10204.

117. Lirare: S ni utgdr frin det hir ordningstalet?

118. Elev: Och figur 15 d& 4r det 15 vita och sa slinger man pé 2 stycken dill.
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119. Lirare: Listigt! Det later bra, formulera det ordentligt s att ni kan redo-
visa det pa tavlan. Sen &ngar ni pi med nista

(Vid efterfsljande redovisning d eleverna varit framme vid tavlan):

120. Lirare: [...]dr det nigon som har nigot att tilligga, for vi har ju tv
metoder hir for att rikna ut areorna. (Eleverna ritar och skriver ett
generellt uttryck pé tavlan, kamraterna svarar 7vi fattar”)

Fraga 1:Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av, nar de
arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Inga begrepp forekom i samband med generella uttryck. Det gér att kalla
ett generellt uttryck f6r begrepp men det ir en formel.
Procedurer: Hir fanns inga procedurer. Det hade férekommit en mingd procedurer
innan uttrycket dr formulerat.
Formler: Liraren forklarade vad man skulle ha formeln till (103, 107).
Konventioner: Liraren ville fi eleven att forstd hur 7 skulle anvindas (107).
Strategier: Inga strategier framtridde i samband med generellt uttryck.

Ur ovanstiende data ir foljande stycke en representant fér den specifika idén ge-
nerelle uttryck: ... di kan man anviinda den hir formeln till vilken figur man vill.

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till de generella idéerna
formel och konvention.

Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som upp-
kommer?

Liraren ville att eleverna skulle forstd att de skulle finna ett uttryck for att kunna
rikna ut antalet plattor for valfri figur (105). Genom att férklara for eleverna att en
formel kan anvindas f6r att beridkna valfri figur ville liraren att eleverna skulle soka
detta generella uttryck (103). En lirare forklarade att bokstaven 7 ingdr i spriket
matematiska (105) som anvinds av matematiker och att det innebir valfri figur
(107). Vid redovisningen visade en elev hur det generella uttrycket skulle skrivas
(ex.36). Detta foljdes upp vid efterintervjun di en elev forklarade hur han hade
forstdce och da dven kunde beskriva det som skrevs pé tavlan (ex.37).

Specifika idén: Proportionalitet
Den specifika idén proportionalitet kan uttryckas med en spraklig eller algebraisk
representation. Proportionalitet och reguladetri kan behandlas pd samma siitt.
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Under lektion:

Ex. 39

121. Elev: Ja alltsd for figur femton ir ju tre gdnger sa stor som figur fem.

122. Lirare: Och det innebir att ni har kommit fram till? Hur kan du veta
att den ir tre gdnger si stor?

123. Elev: Men det méste den ju vara?!

124. Lirare: Maste den? Hur mycket storre dr den 4n den?

125. Elev: Inte dubbelt s4 stor!

126. Lirare: Nej, men det borde den vara enligt ditt sitt att rikna!

127. Elev: (skrattar) Ja just det! D4 blir det fel! Ja just!

128. Lirare: D4 blir det fel ja. Dir kom ni p ndgot! DA fir ni bérja tinka

lite il hir dd. DA fir ni bérja om med figur femton tror jag.

Intervju med elev efter lektion:
Ex.40

129. Elev: Jo, det var, 4h, tre ginger mer, femton 4n fem. Tog vi
fyrtinie gdnger tre och tjugofem ginger tre.

Fraga 1:Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av,
nar de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: Eleverna hade anvint proportionalitet. (Det hade varit méjligt att anvinda
detta begrepp korrekt men hir gjorde eleverna det pa ett felaktigt sitt). Hir uppfat-
tade de forst att proportionalitet gillde (114).
Procedurer: Multiplikation (114, 118) hade anvints.
Formler: Ingen formel hade anvints for att uttrycka proportionalitet.
Konventioner: Proportionalitet uttrycks hir med en proportionalitetskonstant som
var 3 (114, 122).
Strategi: Eleverna anvinde proportionalitet som strategi (ex 38).

Ur ovanstdende data ir foljande stycke en representant for den specifika idén
proportionalitet: Zog vi fyrtinie ginger tre och tjugofem ginger tre.

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till alla generella
idéer utom formel.

Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som
uppkommer?

Den felaktiga uppfattning om proportionalitet som eleverna i ex.39 hade foljdes inte
upp av ldraren under lektionen. Vid efterféljande intervju med eleverna framkom
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det att de trodde att de 16st problemet korrekt. Resonemanget mellan andra elever
och lirare (ex 38) visade att eleverna med lite handledning kunde forstd att de tinke
fel. Lararen utgick frin elevernas 16sning (114) och stillde fragor som ledde till att
eleverna sjilva upptickte sitt misstag.

Specifika idén: Felaktig formel

Den specifika matematiska idén formel 4r en algebraisk uttrycksform som anvinds
for att visa samband och som kan anvindas for att gora berikningar.

Intervju med lirare efter lektion:
Ex.41
130.

Lirare: Han hade ju blandat in pi vet du. Men du hur ser figuren ut
d&? Visst idr det radien ginger radien? Har du radie hir d&? Sa
det var ju bra vet du. S det hir 4r fel? Ja man lir sig mycket
pa felen ocksd. (Liraren dterger samtaler med eleven)

Intervjuare:  Det var ju vildigt bra att han gjorde det.
Lirare: Ja, for nu tror jag att han vet.

Intervjuare:  Han vet att den hér ihop med cirkeln.

2 IC’;)'____:ZT_';Lfo_cél'_i.'fiéa,_z._rfci'géa_ Rea T T PTT
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Fraga 1:Vilka matematiska idéer anvander sig larare och elever av,
nar de arbetar med ett matematiskt rikt problem?

Begrepp: I detta exempel har eleven blandat ihop en mingd begrepp sisom cirkel,
kvadrat, radie, sida, formel etc. Termer, definitioner och illustrationer samman-
blandas.
Procedurer: Eleven hade stillt upp flera multiplikationer.
Formler: Eleven kunde teckna formeln for cirkelns area (ex. 41).
Konventioner: Eleven visste hur en formel ska skrivas med bide A, 7, r och d som
symboler.
Strategier: Eleven hade anvint formeln som strategi.

Ur ovanstiende data ir foljande stycke en representant for den specifika idén
felaktig formel: Han hade ju blandat in pi vet du

I de analyserade exemplen var denna specifika idé relaterad till samtliga generella
idéer.

Fraga 2: Hur behandlar larare och elever de matematiska idéer som upp-
kommer?

En elev anvinde sig felaktigt av en areaformel, formeln f6r cirkelns area (ex. 41),
nir han l6ste delproblem c. Denna elev hade ritat en cirkel i en kvadrat. Cirkeln
hade fétt radien 5000. Eleven hade inte klart for sig skillnaden mellan cirkelns area
och kvadratens area. Eleven hade ritat en figur for bide delproblem b och c¢. (Man
kan anta att eleven tidigare fitt formler for att berikna areor, sitta in virden och f3
ett svar, egen tolkning). Liraren berittade i efterintervjun (130) hur samtalet med
eleven redde ut sambandet mellan cirkelns area och . Liraren trodde att eleven
efter detta hade klart for sig att 7 hor till cirkeln.

Sammanfattning

Slutligen kan de viktigaste specifika idéerna och deras samband med generella idéer
sammanfattas i f6ljande figur.

Spec. idé | Klippa, mila rita) Rekursion| Area | Tabell | Monster]  Regel
Gen.idé
Begrepp X X X X
Procedur X X X X X X
Formel X X
Konvention X X
Strategi X X X X X
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ec. idé Bokstav som | Generellt uttryckl Proportionalitet| Felaktig formel
Gen. idé symbol
Begrepp X X X
Procedur X X X
Formel X X X
Konvention X X X X
Strategi X X

4.9 Lokal analys, samband mellan specifika idéer

I denna analys fokuseras pd de samband som férekommer mellan de olika specifika

idéerna och huruvida det ir elever eller lirare som presenterat idén eller om idén

finns hos savil elev som lirare. Den specifika idén granskas ocksé med avseende pd

hur den leder vidare till andra specifika idéer och om idén kan leda till en l6sning

av problemet. Pilarna illustrerar vilka samband lirare och elev skapar mellan idéerna

genom samtal. I mittstringen av bilden visas hur 16sningsprocessen leder vidare till

ett generellt uttryck. En elev eller lirare som arbetar med problemet behover inte

behandla alla idéer och inte heller behandla idéer i en bestimd ordning. De idéer

som inte redovisats separat ir skrivna inom parentes. Siffrorna hinvisar till den

efterfljande analysen.
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Elevens

idéer

Problemet Stenplattor

Gemensamma
idéer

Lararens
idéer

2. Klippa, mala,
rita rutor

\4

12. Proportionalitet

11. Felaktig formel

A

4. (Felaktigt
algebraiskt uttryck)
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3. (Rakna rutor)

1. Klippa, mala rita

9. Area

1, 5, 7. Monster

1, 2, 6.Tabell

5. Rekursion

1, 4. (Algebra)

4. Bokstav
som symbol

7. Monster

8. Regel

\4

10. Bokstav
som symbol

A

13. Generellt
uttryck




. Vid presentationen av problemet berittade ldrarna vilken specifik matematisk idé
de ansdg att eleverna skulle arbeta med. Hir kom forslag pd att eleverna skulle
arbeta med algebra och klippa ut bitar (ex. 1), eller komma pé ett monstret (ex.
6) eller behandla problemet som d& de méter x i lirobockerna och betrakta 7
som x (ex. 24). Av dessa anvisningar kunde klippa” uppfattas som en indirekt
strategi. Om ldraren tydligt hade anvisat en strategi i detta skede hade troligen en
miingd specifika idéer aldrig kommit fram. Det ir viktigt att eleverna sjilva far
tolka problemet och fundera ut egna specifika idéer di de loser ett problem.

Den lirare som tog med sax och papper till lektionen anvisade en specifik idé som
dven 4r en konkret strategi, att klippa. Liraren hade inte tinkt sig att eleverna
skulle behéva rutade papper men liraren bekriftade att eleverna arbetade ritt
nir de klippte och riknade rutor. For att strategin klippa och rikna rutor ska
kunna leda vidare till en generell l6sning méste eleverna fa hjilp med att byta
specifik idé. Alla lirare gav nigon ging som forslag att eleverna skulle géra en
tabell. For dessa klippande elever hade det varit en méjlig idé, de skulle kunna
rikna sina rutor och stilla upp sina tal i tabellen. Men de skulle dven kunna f3
hjilp att se de utklippta bitarna som areaenheter fér att uppticka sambandet
mellan de olika stora areorna och fora upp dessa tal i tabellen. Elevernas och
hir dven lirarens idé med att klippa och rikna utan att se samband och scka
monster kan inte leda vidare. (ex. 1)

Eleverna som mélade ville ha ett storre papper eftersom de uppfattade uppgiften
s att de skulle anvinda mala som specifik idé for att ta reda pé antalet plattor.
Eleverna hade nir de mélade stérre figurer begreppet rekursion som specifik idé
dvs. de utgick frin den senaste figuren for att fi veta antalet plattor for nista
figur. Eftersom denna specifika idé dr otymplig nir man séker ett storre antal
eller ska uttrycka ett generellt samband foreslog liraren att de skulle uttrycka
rekursionen i siffror istillet for act méla. Liraren utgick hir frin elevernas egna
specifika idéer och gav anvisningar sd att eleverna forstod att de kunde arbeta
med siffror istillet for att médla. Kanske vintade liraren med att ge flera tips
s att eleverna sjilva gavs en chans att komma pé hur de kunde arbeta vidare.
Kanske kunde de sjilva komma pé att sitta upp en tabell? (ex. 2)

Under lektionen stillde ldrarna frigor till eleverna beroende pé vilka specifika
idéer som eleverna for tillfillet arbetade med. Eleverna som klippte rutor fick
fortsitta med det, liraren kom under lektionen tillbaka till dem flera ginger
men de fortsatte med sin specifika idé hela lektionen. Eleverna som ville méla
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storre figurer rekommenderades diremot att borja med siffror. En orsak till att
liraren gav eleverna olika stod kan vara att liraren har kunskap om elevernas
skilda kapacitet, det som 4r en méjlig specifik idé for en elev kan vara en simre
specifik idé for en annan elev. Trots detta skulle eleverna troligen ha vunnit pa
att utmanas och fi tinka 6ver vad problemet gick ut pd, vad det var de sokte
svar pa. For att losa problem behéver eleverna kunna anvinda flera olika speci-
fika idéer och skifta mellan dem, de maste dirfor ocksd kunna granska sitt eget
arbete for att kunna vilja limpliga specifika idéer.

Béde att klippa och att méla ir tidskrivande (hir fungerar idéerna som kon-
kreta strategier) som inte behandlar matematiska begrepp och som inte heller
leder till generella uttryck. Dessa konkreta metoder kan dock vara viktiga for
att forstd uppgiften och dven som en férsta undersékning att arbeta vidare
utifrin. Klippa, méla och rikna rutor ger ocksd eleven méjlighet att trina pd
enklare procedurer som huvudrikning t.ex. att ramsrikna, addera, subtrahera
och multiplicera.

En ldrare presenterade problemet som att eleverna skulle arbeta med x si som
det presenteras i liroboken och som om 7 och x dr samma sak att arbeta med.
En annan lirare ansdg att eleverna skulle arbeta med algebra. De matematiska
specifika idéer som lirarna hir gav kunde leda eleverna in pa felaktiga l6sningar.
Senare under lektionen bérjade eleverna att arbeta med algebra dé de uttryckte
antalet vita plattor med x. En orsak till att detta uttryck kom frin eleverna
kunde vara den information som liraren gav i borjan av lektionen. Dessa elever
anvinde bokstaven x for att ange en enhet. De kallade de ljusa plattorna for
x vilket ledde till uttrycket 4x+12, 4 ljusa plattor och 12 mérka plattor. Hir
gillde det for ldraren att uppmirksamma denna missuppfattning om eleverna
skulle forsta att bokstiverna stir for tal och inte enhet (ex. 25-31).

Att anvinda x som béde konstant och variabel for valfritt tal och 7 som
symbol f6r variabla hela positiva tal dr exempel pa matematiska konventioner.

I lirobdckerna introduceras x som symbol i ett ekvationsuttryck vilket innebir
att x stdr for ett bestimt tal (i borjan alltid ett heltal). Det kan inte vara lyckat
for eleverna att associera till x nir de méter symbolen 7 for forsta gingen. Ef-
tersom x ocksd anvinds som variabel kriver dessa symboler att lirare forklarar
och visar olika exempel pa hur dessa matematiska symboler anvinds och vilka
konventioner som giller. Med problemet Stenplattor kan lirare f3 tillfille att
introducera dessa konventioner nir det giller att beteckna tal och se skillnaden
mellan begreppen variabel och konstant.



5.

Rekursion ir en specifik matematisk idé som kan anvindas som strategi men
rekursion ir ocksa ett begrepp som kan behandlas med en aritmetisk procedur.
Det férekom flera exempel pd att eleverna ville utgd frdn en figur och ta nista
och niista utifrin den tidigare dvs. arbeta rekursivt. Det kan vara en bra specifik
idé for att finna ménster och samband pd ett tidigt stadium men det kan ocksa
vara viktigt att liraren uppmirksammar eleven pd att inte fastna i den rekursiva
specifika idén d& det handlar om stora tal. Hir giller det att komma vidare for
att finna ménstret och det generella uttrycket.

Elever som utgdr frén den specifika idén rekursion som strategi kan t.ex. g&
vidare genom att notera antalet plattor i en tabell dvs. komplettera sin specifika
idé. Via tabellen kan de finna ett ménster som leder till ett generellt uttryck.
For att eleverna ska byta specifik idé méste de fi veta att det val av specifik idé
som de gjort inte fungerar for att 16sa hela problemet utan att de méste byta
specifik idé for att finna det generella uttrycket. Liraren frigade i ex. 4 om
eleverna kunde hitta ett ménster och tipsade dem om att de skulle kunna finna
detta monster genom att fora in sina tal i en tabell. Det dr mycket liten skillnad
mellan att lotsa eleverna till en 16sning och som i detta exempel stotta eleverna
genom att ge dem en ledtrad och visa hur de kan gora sin tabell.

Eleverna hade underséke figurerna och beriknat antalet plattor med procedu-
rerna addition eller multiplikation. De elever som anvint den specifika idén
att rita tabell (ex. 14-16) hade bide funnit ett ssmband mellan talen och en
regel som de beskrev med ord (ex. 23-24). Det 4r mojligt att de arbetat med
berikning av area och/eller ram fér att komma fram till sina tal men de kan
ocksa enbart ha ramsriknat rutorna. Dessa elever har kommit en bit pd vig och
kan med lite hjilp frin liraren sjilva komma fram till ett algebraiskt uttryck.
Specifika idén att sitta upp en tabell var en strategi som lirarna anvisade elev-
erna. Nir eleverna kirde fast med rekursion som specifik idé foreslog lirarna att
de skulle gora en tabell for att komma till ett resultat. Aven i de fall d eleverna
gick via den specifika idén area och gjorde en areaberikning satte de upp sina
tal i en tabell for att finna ménster och séka samband (ex. 5, 12). En ldrare insig
ocksd att det 6ppnade f6r manga majligheter att arbeta med tabellen (ex. 13).
Tabell 4r en specifik idé som eleverna tidigt skulle kunna lira sig och anvinda
som strategi. Med tabellens rader och kolumner struktureras resultaten och det
dr mojligt att finna ett monster och se ett samband. Det dr anmirkningsvirt att
dessa elever i arskurs dtta inte anvinder tabellen spontant och pa eget initiativ.
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Ménster 4r ett matematiskt begrepp som eleverna hir beskriver med sina egna
ord (64). Eleverna sokte efter ett ménster och de olika representationsformerna,
att sitta upp tabell och beskriva med ord, kompletterade varandra (ex. 23b).
Eleverna kunde skifta mellan tabell och ord och férstod att de uttryckte samma
sak pé olika sitt. I tabellens kolumner hade de beriknat och noterat kvadrattal
och dven uppmirksammat att det fanns ett annat monster, ett samband for
differensen mellan talen.

Eleverna fann det totala antalet plattor genom att addera arean av ramen med
den inre kvadratens area eller genom att betrakta hela figuren som arean av
en storre kvadrat. Bdda dessa specifika idéer 4r mojliga vigar for att finna ett
generellt uttryck. Det intressanta var att ingen lirare anvisade denna specifika
idé frn borjan utan ldrarna fick den frin eleverna. I exempel 38 forstdr liraren
elevernas specifika idé och uppmuntrar dem att formulera sig for att kunna
redovisa sina resultat pd tavlan.

Genom att anvinda procedurer for att berikna arean fann flera elever antalet
ljusa och morka plattor. De anvinde sig av fem olika sitt dd de beriknade an-
talet plattor i ramen och tog fram det generella uttrycket. Ramen fann de ocksé
genom att ange differensen mellan det totala antalet plattor och antalet plattor
i den ljusa inre kvadraten. Denna idé kom frin eleverna och lirarna tog idén
till sig och forde den vidare till flera elever.

Problemet Stenplattor ir formulerat for att leda till ett generellt uttryck som kan
skrivas med algebraiska symboler. For flertalet elever var detta nagot helt okint.
Kanske var det forsta gingen de skulle anviinda bokstaven 7 for att beteckna ett
godtyckligt positivt heltal. I vissa fall var det eleverna sjilva som hade f6rslag pa
vad 7 stod f6r, i andra fall var liraren tvungen att tala om vad det var och hur
det skulle anvindas. Om eleverna uppfattade 7 korreke fick de bekriftelse pd
att de kunde annars fick de av liraren veta hur 7 anvinds. Tillfille gavs hir for
liraren att komma in pa konventioner, det gemensamma sprik som anvinds
for act uttrycka matematik.

Problemet ledde in ndgra elever pd felaktiga specifika idéer. I de skriftliga redo-
visningarna hade en elev utgtt frin formeln for cirkelns area (ex. 41). Liraren
uppmirksammade detta och fick méjlighet att forklara for eleven och ritta till
missuppfattningen samt forklara vilka samband som giller.



12. Ett annat exempel pd hur elever kommer in pa specifika idéer som inte fungerar
pa problemet Stenplattor 4r d& eleverna anvinder proportionalitet. Det dr méjligt
att utgd frin proportionalitet men det kriver férstdelse f6r sambandet mellan
dimensioner och proportionalitet som t.ex. i detta fall att anvinda areaskala och
inte lingdskala. En grupp elever trodde dven efter lektionen att de hade lost
problemet korrekt med proportionalitet. I en annan klass foljde liraren upp
elevernas felaktiga proportionalitetslésning och fick dem genom sina frigor att
inse att de gjort fel och vilja en annan metod for att 16sa problemet (ex. 39,

40).

13. Vid den avslutande redovisningen uppmirksammade en lirare sina elever pa
att de kommit fram till det generella uttrycket med tva olika metoder for att
berikna areor. Denna gemensamma sammanfattning uppfattade flera elever
som virdefull och det tillfille dd de "fattat”. I denna studie var de avslutande
sammanfattningarna mycket olika i klasserna. I tva klasser var det éverhuvud-
taget inget gemensamt avslut. De elever som hade missuppfattat ndgot under
lektionen hade samma missuppfattning kvar iven efter lektionen. I ett annat
exempel f6ljde liraren vid ett senare tillfille upp elevens missuppfattning (ex.
41).

Sammanfattningsvis forekom i denna studie minga exempel pa samtal
mellan elever och mellan elever och lirare. Samtalen handlade mest om speci-
fika idéer och mindre om sambanden mellan dem. Det visade sig att vissa av
idéerna inte kunde leda till en 16sning av problemet medan andra ledde vidare
till en 16sning. Vissa av de samtal som férekom innehsll logiska slutsatser om
matematiska idéer och samband eller ledde till generella uttryck och slutsatser.
Dessa resonemang skedde huvudsakligen vid de redovisningar som frekom vid
lektionens slut, vilket ocksd dr naturligt eftersom det 4r forst dd som helheten
kan betraktas och det generella uttrycket formuleras.

4.10 Global analys, generell behandling av
matematiska idéer

Hir diskuteras resultaten av studien i ett storre sammanhang d.v.s. de matematiska
idéernas betydelse och hur de behandlas p& en mer 6vergripande och generell
niva.

Eftersom den matematiska idén betraktas som en visentlig faktor vid problemls-
ning har de generella och specifika matematiska idéerna definierats. Indelningen av
idéer i generella och specifika var nédvindig for att komma &t de idéer som anvints
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pa ett bestdimt problem. De generella idéerna ir allminna och tillimpas oberoende
av uppgift, denna egenskap gor det mojlige act utgd frén de generella idéerna for
att finna de specifika, de fér problemet unika idéerna. Hir redovisas varifrin de
specifika idéerna kommer, om det ir frén eleverna eller liraren.

Lararens matematiska idéer

Vid inledningen av lektionen, di liraren presenterade problemet, valde flera lirare
att nimna vilken specifik matematisk idé eleverna skulle arbeta med. Man kan inte
med sikerhet veta hur detta pdverkade eleverna nir de 16ste problemet. Eleverna tog
troligen till sig forslag beroende pa om de behovde en ledtrad eller befann sig vid
rite tillfille i problemlssningsprocessen. De introduktioner som lirarna gjorde gav
dock ingen direkt information om vilken specifik matematisk idé eleverna skulle vilja
som strategi. Liraren kunde paverka eleverna indirekt genom att ha hjilpmedel med
sig sd som den lirare gjorde som hade sax med sig (ex. 1). Det kan ocksa vara sa att
eleverna inte kunde ta till sig informationen eftersom de dnnu inte hade satt sig in i
problemet. De forslag pé specifik matematisk idé som lirarna sedan gav da de hjilpte
eleverna under problemlésningsprocessen dterkom i elevernas 16sningar. Vissa lirare
hinvisade till den matematik som eleverna tidigare arbetat med s& som den ldrare
gjorde som nimnde algebra (ex. 24). Algebra ir ett vitt begrepp, det kunde ha givit
en ledtrdd men det kunde ocksé ha varit vilseledande om algebrauppgifterna i boken
endast handlat om att arbeta med bokstiver som bestimda heltal (ekvationer) eller
med f6renkling av uttryck (férenklingsalgebra). En lirare ledde in eleverna pa att
tinka i monster och finna samband (ex. 19) utan att ge tips. Alla lirare foreslog att
eleverna skulle sitta upp en tabell for att finna ménster. Resultatet visar att eleverna
fann ménster pd en mingd olika sitt. Resultatet visar ocksa att lirarna tog till sig
elevernas idéer om att utgd frin area (ex. 9) for att finna det generella uttrycket,
denna idé anvindes sedan for att hjilpa andra elever.

Elevens matematiska idéer

I detta problem arbetade eleverna i frsta hand med monster som ir ett exempel pa
den generella matematiska idén begrepp. Detta sokande efter ett monster kan ses
som ett matematiskt resonemang dir det giller att finna ett generellt uttryck. Under
detta sokande efter samband mellan antalet plattor och numret pa figuren anvinde
sig eleverna av flera olika specifika matematiska idéer. De anvinde den generella
matematiska idén strategi for att sedan finna specifika matematiska idéer som att
klippa, méla och rikna rutor, rekursion, tabell etc. Eleverna utgick ocksa frin den
generella matematiska idén begrepp di de anviinde den specifika idén area for att
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beriknade arean av en kvadrat, med en platta som areaenhet. Eleverna anvinde
den generella matematiska idén procedur d& de gjorde sina berikningar med ad-
dition och multiplikation for att berikna kvadraternas areor. Elever kan fastna i ett
konkret arbete och inte ha klart for sig vilket malet med uppgiften ir, att frigora sig
det konkreta f6r att komma in pa det abstrakta. Detta giller exempelvis den grupp
elever som valde att klippa (ex. 1). I detta problem, med flera deluppgifter, kom-
mer den specifika idén klippa att vara tidskrivande och vigen mot en generalisering
kommer att vara lang. Detta rika problem kunde hir ha fungerat som en diagnos
for liraren da de elever som pé detta sitt gjorde det svart for sig genom sitt val av
specifika matematiska idéer kunde ha uppmirksammats av liraren och fact rite stod
och utmaning. Eleverna fick ofta idéer av varandra. En elev berittade hur hon av
kamraterna fitt den specifika idén att gora en tabell vilket ledde till att hon d4 kom
fram dill ett ménster och forstod hur det fungerade. Eleverna kom under samtal
med varandra och med liraren fram till sina egna specifika matematiska idéer. I
problemlésningsprocessen foreslar Lester (1985) att eleverna delar specifika idéer
med varandra eftersom det, enligt Lester, resulterar i att eleverna utfér matematiska
operationer.

Att tinka geometriskt for att finna ett samband var en framgingsrik idé for elev-
erna. Vissa elever anvinde den specifika idén area och sig sambandet mellan totala
antalet plattor och ljusa plattor som areor och kunde sedan finna sambandet med
figurnumret. Genom att tinka geometriskt kom dessa elever in pd area bide som
begrepp och procedur. Matematiken ir full av konventioner for hur man betecknar
tal och utfor berikningar. I denna studie var symbolen 7 obekant for flera elever.
Det finns flera exempel pé hur eleverna forsokte tolka hur 7 skulle anvindas. For
dessa elever vicktes ett intresse for hur man anvinder symboler. En elev funderade
exempelvis 6ver de konventioner som giller for parentesuttryck. Dessa funderingar
frin eleverna kunde ha givit liraren ett utmirke tillfille att introducera en matematisk
idé, hir den generella matematiska idén konvention.

I den studie som Ma (1999) gjorde, da hon jimférde kinesiska och amerikanska
ldrare, konstaterade hon att de amerikanska lidrarna hade mindre kunskaper om
elevernas missuppfattningar 4n de kinesiska hade. I den hir studien kan samma
forklaring gilla. Att lirarna inte styrde eleverna kan bero pa att de inte uppfattade att
elevernas strategier var mindre utvecklingsbara. Lirarna hade kunnat hjilpa eleverna
att kritiske virdera sina specifika matematiska idéer och se vilka alternativ som skulle
kunna ha varit bittre, de kunde ha fatt eleverna att gora klokare val efter att de fatt
prova sina egna. Att se till att eleverna fir matematiska utmaningar ir en viktig del
av Jaworskis triad (Jaworski 1994) och hinger nira samman med hur mycket liraren
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vet om elevernas forforstaelse. Lararen bor utgd frin elevernas frigor och intressen for
att eleverna sjilva ska f méjlighet att bygga upp den matematiska strukeuren. Detta
ir enligt bl.a. Lester, Hiebert och Winslew (Lester 1985, Hiebert 2002, Winslow
2004) lararens viktigaste uppgift under problemlssningsprocessen.

Specifika idéer som inte kan tilldmpas pa problemet

Eleverna kan ha matematiska idéer som inte passar pa problemet. Deras tidigare
erfarenheter spelar en stor roll for hur eleverna méter ett nytt problem. I denna studie
utgick en elevgrupp frin proportionalitet och en elev forsokte tillimpa formeln for
cirkelns area pd stenplattorna trots att stenplattorna hade formen av en kvadrat.
En lésning pa missuppfattningen, att eleven tror att uppgiften handlar om cirkelns
area, skulle kunna vara att variera innehallet i undervisningen s& att eleverna loser
blandade uppgifter. Liroboken har oftast uppgifterna indelade efter matematiska
omraden, vilket innebir att man beriknar cirkelns area med formel upprepade génger
i ett avsnitt och vid ett annat tillfille ir det rektanglars areor som beriknas. Aven di
eleverna anviinder “fel” idéer pa problemet kan detta ge liraren mojlighet att folja
upp elevernas forslag pa specifika idéer. Proportionalitet kan t.ex. leda vidare mot
skala och introducera till en diskussion om skillnad mellan lingdskala, areaskala och
volymskala.. Elevernas l6sningar diskuterades inte utan flera elever var kvar i sina
egna felaktiga I3sningar av problemet (ex. 41). Det dr dock méjligt att lirarna foljde
upp de felaktiga forestillningarna som eleverna hade eftersom de hade méjlighet
att lisa igenom datautskrifter frin sina lektioner. Andra lirare har ingen méjlighet
att folja upp sina lektioner men med denna studie kan vi uppmiirksamma larare pa
att elever har felaktiga forestillningar som bor foljas upp.

4.11 Hur behandlades de idéer som uppkommit?

De matematiska idéerna bearbetades i manga olika situationer under hela lektionen,
hir redovisas ndgra exempel.

Redan vid introduktionen av problemet visade lirarna hur de uppfattat mate-
matiken i problemet och vad de avség att eleverna skulle behandla. Eleverna visade
under problemldsningen vilken specifik matematisk idé de kunde anvinda sig av
men ockséd vad de saknade f6r att kunna arbeta vidare med problemet.

4.11.1 Larares och elevers arbete med specifika matematiska idéer

Idéerna presenteras i den ordning som de kommer fram, en kronologisk lektion.
I det inledande skedet av lektionen informerade tre lirare eleverna om vad de skulle
tinka pa och associera till nir de skulle 16sa problemet. Redan hir skulle problemet
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kunna ha blivit forstort sd att eleverna begrinsades i sin kreativitet. Eleverna tog
dock inte till sig av denna extra information, utan det forblev ett verkligt problem
for eleverna. Informationen till eleverna i inledningen éppnade fér en dialog, en
kommunikation dir eleverna kunde stilla fragor till liraren for att fi veta mer om
problemet. Det gillde for liraren att se situationen pa det sittet och inte som ett
tillfille till ren information till eleverna. Hir hade eleverna chans att friga for att
forstd problemet och uppfatta vad som skulle goras utan att liraren hade bidragit
till att [sa problemet.

Under lektionen d liraren vandrade runt i klassrummet och hjilpte enskilda elever
eller grupper av elever hade eleverna ytterligare mojligheter att stilla fragor. Hir kunde
det matematiska resonemanget utvecklas som det gjorde i bland annat exempel 4.
Nir eleverna arbetade tillsammans i grupper, som vissa elever gjorde i denna studie,
gavs de mojlighet att resonera med sina kamrater om de olika sitt de angripit och
16st problemet pé. I exempel 8 och 28 ser man hur eleverna har samarbetat nir de
berittade for ldraren hur de loste problemet. I en klass gick liraren under pagiende
problemldsningsprocess fram och gjorde en tabell pd tavlan (ex. 15). Denna situation
framholls av eleverna som ett bra tillfille for att komma vidare och finna ménstret.
Det ir antagligen viktigt att forslag pé strategier kommer i ett skede nir eleverna visar
behov av sddana. Endast i en klass férekom en gemensam redovisning pa tavlan dir
liraren férdjupade resonemangen runt de olika I3sningsstrategierna (ex. 9).

4.11.2 Situationer som gav specifika idéer och situationer da idén
foljdes upp

Hir presenteras tillfillen som lirarna skapade och som ledde till

Redan vid introduktionen av problemet gav lirarna ledtrddar till eleverna. De
skulle arbeta med ménster eller tinka pa 7 och x. Denna information tog inte alla
elever dill sig utan minga startade med sina egna idéer. Silver (1985) har pépekat
att ldraren sjilv foredrar en metod och pa det sittet blir problemet och tillfillet inte
problemldsning for eleverna, eleverna fir inte sjilva vara kreativa och leta metoder.
I denna studie gav lirarna under problemldsningsprocessen forslag pa strategi, de
fyra lirarna ansdg att problemet skulle losas med tabell. Det giller hir att finna en
balans, att ge ritt ledtrddar vid ridte tillfillen, s& att eleverna fir sd mycket hjilp att
de kan och vill fortsitta att 16sa problemet. Nir ldrarna vandrade runt och hjilpte
eleverna genom att siga 4t dem att sitta upp en tabell gav de anvisningar som inte
utgick frin elevernas egna specifika idéer.

Lirarna visade flera exempel pé lotsning (se 2.3.3) for att eleven skulle 16sa proble-
met med ldrarens specifika idé (t.ex. tabell) men ocksa stttning (liraren lyssnar pd
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elevens forslag och ger ledtrddar utifrdn elevens idé) utifrdn elevernas egna specifika
idéer (t.ex. area). Lirarna lit eleverna arbeta med egna idéer (eleverna som klipper)
och med idéer som ldraren sjilv frin bérjan inte forstod (eleverna som finner ett
generellt uttryck). Under problemldsningsprocessen ir det viktigt att eleverna fir
gora egna upptickeer och dra egna slutsatser for atct komma fram till det generella
uttrycket, hir maste ldraren ha stor tilltro till elevernas egna formégor. Eleverna
berittade om ldraren som ritade en tabell pa tavlan for att de skulle gora likadant.
Detta kan vara ett bra stod for en elev men en lotsning f6r en annan. I detta exempel
skedde dock hjilpen en bit in pa lektionen d4 vissa elever kort fast, dessa elever fick
da stod for att ga vidare.

En mingd matematiska idéer kom fram nir eleverna arbetade pd egen hand eller
tillsammans med kamrater. Lirarnas tillitande attityd gjorde det majligt for eleverna
att uppticka samband via egna idéer. Liraren tinkte i rekursion och uppmuntrade
eleverna att fortsitta for att finna 18sning pé nista deluppgift med samma specifika
matematiska idéer, att finna ett monster, ett generellt uttryck med hjilp av tabellen.
En orsak till att idén levde vidare kunde vara att problemet i sig 4r formulerat s4 att
rekursion blir naturlig. I detta problem handlar det ocksd om att slippa rekursion
som specifik matematisk idé for att finna det generella uttrycket. Rekursion kan
vara en idé att utgd frin for att nd ett annat mal, att finna ett generellt uttryck. De
elever som gr 6ver till att gora en tabell har en méjlighet att finna regeln och slippa
rekursionstanken. Det var ocksa det férslag som lirarna gav eleverna. En mojlighet
att [6sa problemet Stenplattor ir att utgd frén en bild, 6vergd till tal (talf6ljd), vidare
till tabell och slutligen finna en formel.

I deluppgift d métte eleverna den obekanta symbolen 7. Genom att redan vid
formulering av problemet ha med flera steg och féra in ny matematik kan liraren
skapa tillfillen for att ta upp nya specifika idéer. Hir stillde eleverna frigor om
vad symbolen betydde och liraren gavs tillfille att forklara nya matematiska idéer.
I exempel 31, 32, 33 métte eleven symbolen 7 och fick dessutom (vid ett senare
tillfdlle) veta hur man arbetade med parentesuttryck. D4 liraren hade en gemensam
klassredovisning som i exempel 36 skapades ytterligare ett tillfille for elever att
forstd de specifika idéerna och med ett logiskt resonemang formulera ett generellt
uttryck.

4.11.3 Missade idéer och situationer

Hir presenteras de specifika idéer som inte behandlades av liraren.
Elever och lirare méste vara 6verens om mélet med problemlssningen. Eleverna
tog inte in all information vid presentationen av uppgiften. De instruktioner som
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ldrarna gav uppfattades inte alltid av eleverna, t.ex. de elever som klippte och mélade
hade inte klart for sig att de skulle finna ett generellt uttryck. Informationen vid
presentationen ska enligt Lester (1985) enbart bekrifta att eleverna har forstatt upp-
giften och inte ge anvisningar om hur problemet ska losas. De sista deluppgifterna
i problemet d& eleverna méter ett 7, som de inte tidigare vet vad det stdr for, gav
liraren ett utmirke tillfille att komma in pa symboler. Flera elever hade idéer som
ldraren inte utvecklade utan eleven limnades med obesvarade frigor som i exempel
32 eller med felaktiga forestillningar som i exempel 41.

4.12 Reflektioner

Hir sites studien in i ett storre sammanhang och behandlar frigor som ir viktiga
nir det giller matematiklirande via problemlgsning.

4.12.1Problem med problem, en filosofisk betraktelse

Under arbetet med rapporten och i arbetet med lirare, studenter och elever har det
framkommit den dubbla betydelsen av ordet problem. For de flesta icke-matematiker
dr problem négot som ska undvikas och om ett problem uppstétt ska det losas si
fort och enkelt som mgjligt. Problem ir alltid nigot negativt. For en matematiker
dr det inte pd samma sitt. Pdlya (1945) har beskrivit detta:

en stor uppticke loser ett stort problem men det finns ett korn av uppticke
i varje 16sning. Ditt problem kanske ir blygsamt, men om det utmanar din
nyfikenhet sitter igdng din uppfinningsrikedom och duglighet, och om du
16ser det pa ditt eget vis s& kanske du upplever spinningen och tycker om
triumfen i upptickeen.(Egen dversittning frin George Pélyas forord till den
forsta utgdvan 1945.)

Vissa matematiker och matematiklirare soker aktivt efter bra problem som kan
ge en positiv kiinsla, en kiinsla av eufori och "flow” under arbetet med 16sningen. Ett
bra problem ricker linge och uppfyller tanken pé det sitt som minga matematiker
beskrivit, exempelvis dd de arbetat med Fermats stora sats (Singh, 1998). Ordet
problem kan alltsd innebira en konflikt som det 4r nédvindigt att utgd ifrin och
forklara f6r den som ska arbeta med matematiska problem i skolan.

4.12.2 Matematiska resonemang

Problemet Stenplattor 4r formulerat si att det genom matematiska resonemang
ska leda till ett generellt uttryck. Analysen av empiriska data visar hur lirarens egen
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specifika idé att t.ex. anvinda tabell styrde arbetet. Eleverna tillimpade dven egna
specifika matematiska idéer och man kunde dirigenom i hégre grad uppticka vad de
saknade for att kunna uttrycka det matematiska ménstret med generella symboler.
Matematiska samtal férekom i flera sammanhang men det fanns fa exempel som
ledde vidare till den generella nivin. Det fanns exempel pé att eleverna berittade for
liraren att de kommit fram till ett generellt uttryck som de dven prévat. Genom att
de dven formulerat egna nya problem visade de att de hade f6rstitt vad det innebar
att generalisera.

Sammanfattningsvis kan man se att den typ av problem som anvints och det
sitt pd vilket klasserna arbetade handlade mer om att fora samtal i matematik och
gora undersokningar 4n att tillimpa nigon viss matematisk idé. Det vore méjligt
att féra matematiska resonemang i flera situationer om lirarna t.ex. hade gemensam
redovisning i slutet av lektionen, pa det sitt som Winslew (2004) beskriver upplig-
get pd en lektion och ldrarens uppgift.

4.12.3 Problemlésning som laroproces

Denna studie redovisar de matematiska idéer elever och lirare arbetade med da de
lste ett matematiske rike problem. Studien behandlar till viss del de frigor som
Silver (Silver 1985) anser behover utvecklas. Flera elever fick stod vid ritt tillfille,
stdd som ledde till ny kunskap, vilket stimmer med Vygotskys (1978) teorier om
den proximala utvecklingszonens (zpd) betydelse for lirandet. En viktig del av stu-
dien var att se vilka specifika idéer eleverna anvinde sig av men ocksé att se vad de
var i tillfdlle att lira sig. Om en matematisk idé lyfts fram av liraren ger det eleven
en mojlighet att bilda ny matematisk kunskap. I exemplet med elever som klipper
och riknar rutor framkom det att eleverna inte hade ritt fokus, att leta efter ett
generellt samband. Hir fanns ett utmirke tillfille for ldraren att samtala och ifré-
gasitta vad eleverna gjorde och ocksd forvissa sig om att eleverna hade férstite vad
det hela skulle g& ut pa. Problemlésning kan vara en process med en mingd olika
matematiska idéer men det ir ocksd viktigt att liraren formulerar mal f6r eleverna
som innehiller och tydliggor olika matematiska idéer. Resonemangen mellan lirare
och elever méste utgd frin elevernas egna idéer, oberoende av om idéerna verkar
utvecklingsbara eller inte. Detta har bland annat Winslew (2004) beskrivit. Vidare
miste liraren hjilpa eleverna att formulera egna matematiska mal.

4.12.4 Larares och elevers insatser under matematiklektionen

I denna studie arbetade man med ett problem som var formulerat i flera steg dir
det dven ingick att eleverna sjilva skulle formulera et likvirdigt problem. Sirskilt
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Silver (1997) framhéller detta moment som visentligt for att eleverna ska utveckla
sin kreativitet. Inga exempel forekom pd att ldrarna under dessa lektioner féljde upp
denna deluppgift, men av det insamlade materialet och vid en lirares lektionsavslut-
ning framkom det att eleverna hade producerat egna likartade problem.

I denna studie finns det flera exempel pd att eleverna upptickt en mingd olika
matematiska idéer. Eleverna arbetade med samma problem men den matematiska
upptickten blev personlig. Detta dr nigot som dven Pdlya vid flera tillfillen papekat
(Pélya, 1945, 1954, 1962), att kunskapen ir personlig. Flera forskare bland annat
Lester, Silver och Winslow (Lester, 1985; Silver 1985; Winslew, 2004) har betonat
att liraren ska svara pa elevers frigor och forvissa sig om att eleverna har uppfattat
vad de ska gora. Eleverna stiller ofta sina frigor till lirarna da de har kort fast eller
behover forstd mer vad de ska gora. Vissa av eleverna i studien hade troligen inte
sjilva kommit pd att gora en tabell om de inte fitt det rddet av ldrarna. Detta ir
ett tydligt exempel pé vilken betydelse lirarnas egna matematiska idéer har nir de
besvarar elevernas frigor. Eleverna som formulerar fragor till lirare och kamrater far
hjilp i det skede som Lester (1985) foreslar dvs. i ett skede di eleverna ir beredda
pa att lira sig. Den egna kunskapen konstrueras av eleverna sjilva med spréakets och
kamraternas hjilp. Detta ir beskrivet av savil Jaworski som Winslew (Jaworski,
1994, Winslew 2004).

I den sammanfattande diskussionen hade liraren en utmirke méjlighet att f5lja
upp de olika specifika idéerna och de resultat eleverna kommit fram till. Denna fas,
detta moment, som sd manga forskare bl. a. Lester, Hiebert och Winslow (Lester,
1985; Hiebert, 2002; Winslew, 2004) framhillit som ett viktigt moment i undervis-
ningen, har i denna studie i stort sett saknats. P4 nigot sitt maste liraren ha beredskap
for att mota elevernas specifika matematiska idéer och veta hur de fungerar for att
16sa problemet sa att de kommer fram i samband med redovisningen. Som lirare
mdste man fi en chans att reflektera 6ver elevernas idéer innan man kan arrangera
en genomgang eller uppféljning. Detta kan ske genom att liraren tar en paus eller
genom att liraren tidigare har sett vilka alternativa specifika idéer som 4r majliga
pa det aktuella problemet. Elevlgsningarna kan dven skrivas pA OH-blad eller blid-
derblock, vilket gor det méjligt for liraren att senare dterkomma till elevernas idéer.
For att genomgéngen ska innebira en matematisk analys som slutar i en formel, ett
uttryck eller ett samband stills det stora krav pa lirarnas matematiska kunskaper, pa
samma sitt som dd lirare och elever arbetar med 6ppna uppgifter (uppgifter som
saknar data och/eller som har flera svar).

I samband med problemet Stenplattor uppticktes specifika matematiska idéer
som lirare och elever arbetade med. Den vanliga kommunikationen och det ma-
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tematiska resonemanget mellan elever och lirare och mellan elever ir en viktig del
av kunskapsprocessen men stiller stora krav pa lirarens kunskaper i matematik och
forstdelse for elevernas tankar. For att problemlosningsprocessen ska leda till ett
framgangsrikt matematiklirande stills det ocksd stora krav pd lirarens kunskaper
om planering av lektionen. Lektionen, undervisningen i problemldsning ska enligt
Schoenfeld (1991) leda till att eleverna fir en kinsla fér matematik, kan tinka
matematiskt och kan tillimpa matematiska idéer. Det 4dr dirfor viktigt att ldrare
arbetar medvetet med problemldsning med sina elever.

Ska kursplanens mal nds, sdsom Wyndhamn m.fl. (2000) tolkat den att lira
matematik genom att lésa problem” s stiller det nya och stora krav pd ldraren.
Om inte problemlésningen uppfattas positivt av eleverna, ses som en utmaning,
stimulerar kreativiteten och behandlar matematiska idéer som eleverna blir medvetna
om, kanske det trots allt ir mer givande for eleverna att trina pd de uppgifter som
forekommer i boken, dir kapitlet tydligt anger vilken idé som behandlas.

Denna studie kan uppmirksamma lirare pd specifika matematiska idéer som
forekommer i ett visst rikt problem och som behandlas da elever och lirare 16ser
problemet. Det dr ocksd majligt att bli medveten om vad matematiska idéer ir
pa en generell nivd och betrakta dem som ett sitt att beskriva vissa kunskaper i
matematik, kunskaper som kan utvecklas i kommunikation. Kanske kan denna
studie gora ldrare innu mer nyfikna pa hur de egna eleverna tinker och hjilpa dem
att fi syn pé den formdga de har att 16sa problem och i undervisningen utgi ifrn
elevernas egna matematiska idéer.
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5 Tillfallen till matematiklarande

Exemplet Hogstadiet — en studie om tillfallen att lara
matematik under I6sandet av ett rikt problem och om
elevers och larares roller.

Liraren ska upptiicka sina elevers kunskaper, hur de gir och vilka
majligheter de har att dra slutsatser, liraren ska observera och upp-

muntra kreativt tinkande
Pélya, 1962 sid. xii

Denna artikel 4r en redovisning av en delstudie i en mer omfattande undersskning,
Rika problem i matematikundervisningen (RIMA). Artikeln baseras pd de tidigare
studierna Problemlosning och analys av rika problem (Taflin 2003) och Stenplattor
(Taflin 2007). Syftet med denna delstudie var att undersoka hur tillfillen till ma-
tematiklirande uppkom, tillfillen d4 matematiska idéer behandlades under olika
faser av en lektion kring ett matematiske rikt problem, vad som var typiskt f6r dessa
tillfdllen och vilka roller lirare och elever hade under de olika faserna.

En teoretisk genomging av lektionens utvalda problem gjordes for att finna
vilka olika specifika matematiska idéer som kunde tinkas dyka upp under lésan-
det. Den tinkta lektionen indelades i fyra faser som definierades och de tillfillen
till matematiklirande som da forvintades skulle kunna uppstd definierades ocksa.
En stor mingd data samlades in si som intervjuer med fyra lirare och deras elever
fore och efter deras lektioner kring problemet, video- och audioinspelningar frin
lektionerna och elevernas skriftliga anteckningar. Allt material analyserades med
avseende pa generella matematiska idéer: begrepp, procedurer, konventioner, formler
och strategier. De tillfillen under de olika lektionsfaserna niir specifika matematiska
idéer bearbetades och tillfille gavs till matematiklirande noterades, liksom elevers
och lirares roller under problemlésningsprocessen.

Resultatet visar att tillfille till matematiklirande uppkom under lektionens
alla faser. Att liraren presenterade problemet pa ett genomtinke sitt samt héll en
gemensam genomging i slutet av lektionen ir exempel pd sidant som visade sig
vara betydelsefullt for att skapa tillfillen till matematiklirande. I de klasser dir det
forekom firre faser saknades bland annat tid for redovisning och dessa lektioner
kunde da avslutas utan att alla elever hade 15st problemet korrekt. Lirarens olika
roller var bland annat att informera, stotta, stilla frgor, besvara frigor, leta efter
intressanta losningar samt leda diskussioner. Elevens olika roller innebar exempelvis
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att friga, tjuvlyssna, jimféra losningar, fungera som ldrare for sina kamrater och
formulera egna problem. Under de olika faserna som lirarna hade planerat fick
eleverna bland annat tid att tinka enskilt, samtala med liraren och med kamraterna
samt lyssna och vara aktiva i savil liten grupp som helklass. Lirarna skapade pa detta
sitt mojligheter till variation av matematiska idéer hos eleverna och ménga tillfillen
till matematiklidrande. Eleverna fick dock mindre tid till tyst enskilt riknande.

5.1 Inledning

Denna artikel redovisar en delstudie i ett forskningsprojekt benimnt Rika problem
i matematikundervisningen (RIMA) som behandlar matematisk problemlésning i
skolan.

I den senaste svenska kursplanen i matematik fér grundskolan (Skolverket 2000)
star bland annat foljande: For att framgingsrikt kunna utiva matematik krivs en
balans mellan kreativa, problemlisande aktiviteter och kunskaper om matematikens
begrepp, metoder och uttrycksformer. (a.a. sid. 1). Problemldsande aktiviteter innebir,
enligt Lester (1983), att eleverna ska lsa en speciell sorts matematiska uppgifter,
nedan kallade problem. Lester menar att en uppgift ir ett problem for en individ
om personen vill och behover 6sa den och det inte finns en given procedur och
om det krivs anstringning (a.a.).

Tidigare forskning har lyft fram att det kan vara svért att planera undervisning
med problemlésning, att veta hur den ska organiseras, sd att klassrummet blir en
miljs for lirande och samtal (Jaworski, 1996). Och enligt Lesh, Landau & Hamilton
(1983) kommer problemldsning inte att anvindas i skolan om inte lirare 6vertygas
om att den spelar en viktig roll nir det giller elevernas férvirvande av grundlig-
gande matematiska idéer. Under senare ar har mycket forskning haft formen av
lektionsstudier dir man i detalj beskrivit vad elever och lirare arbetat med under
matematiklektioner (TIMSS, 1997; Stiegler & Hiebert, 1999; Hiebert, 2002). Man
har till exempel forsokt ta reda pi om det fanns nigot gemensamt i hur de bista
matematiklirarna runt om i virlden lagt upp sina lektioner men man kom fram till
att lektionernas faser i hog grad var kulturellt styrda. Lektionerna sig helt olika ut
i exempelvis Tyskland, USA och Japan. Ett speciellt intresse har dgnats de japanska
matematiklirarnas lektioner, eftersom japanska elever ront stora framgingar vid
internationell jimférelse. Stiegler & Hiebert (1999) har lyft fram att de japanska
lirarna dgnade sig at en speciell sorts lektionsstudier (lesson study), dir de noga
studerade och utvecklade sina lektioner tillsammans med kolleger. I dessa studier
har det framkommit hur svirt men viktigt det ér att ldrare kan forutse hur elever
kommer att tinka f6r att med detta som utgingspunkt kunna maximera nyttan av
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sin lektionsplanering och nd de mal man satt upp (Hiebert, 2002, se dven under
avsnitt 2.2.4). Aven i Sverige finns det exempel pa nutida forskning som har beskri-
vit matematiklirares undervisning (Léwing, 2004). En av Lowings iakttagelser var
att larare och elever ofta pratade forbi varandra. En av orsakerna till detta, menade
hon, var att liraren inte hade kontroll éver elevernas forkunskaper. Genom att stilla
ledande fragor lyckades liraren oftast leda eleven fram till ett korrekt svar utan att
eleven hade forstitt (a.a.).

Aven om den nimnda forskningen ibland berért matematikundervisning i
allminhet och inte enbart problemlésande aktiviteter dr dessa tankegangar utgings-
punkt f6r den nedan redovisade studie, dir en sirskild typ av problem som benimns
rika anvints. De rika matematiska problemen ir tinkrta att uppfylla féljande sju
kriterier som formulerats for att tydliggéra vad arbete med problemlésning ska
fokusera (Taflin, 2003, hir ndgot forindrade frin artikel 1 och 2):

1. Problemet ska introducera till matematiska idéer.

2. Problemet ska vara litt att forstd och alla ska ha en méjlighet att arbeta med
det.

3. Problemet ska upplevas som en utmaning, kriva anstringning och tillatas ta
tid.

4. Problemet ska kunna lgsas pa flera olika sitt, med olika strategier och repre-
sentationer.

5. Problemet ska kunna initiera en matematisk diskussion utifrin elevernas skilda
l6sningar, en diskussion som visar pé olika strategier, representationer samt
andra matematiska idéer.

6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare mellan olika matematiska
omréden.

7. Problemet ska kunna leda till att elever och lirare formulerar nya intressanta

problem.

Om problemet ir ett rikt problem eller inte f6r en viss elevgrupp gar endast att be-
svara genom att prova det i elevgruppen. Forst efter att lirare och elever har arbetat
med problemet kan man se om det var ett rikt problem i just den situationen for
den gruppen. Under Skolverkets granskning av matematikundervisningen i Sverige
2003 (Skolverket 2003) framkom det att undervisningen 6verlag ir alltf6r ensidig
och laroboksstyrd och att matematik ofta uppfattas som synonymt med att 16sa
uppgifter i lirobocker. De rika problemen har tagits fram for att utgéra ett kom-
plement till sddan ensidig undervisning. Avsikten har varit att formulera problem
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som kan hjilpa ldraren att variera arbetssittet. Med hjilp av de rika problemen ir
det dven meningen att liraren ska kunna fokusera pé elevernas egna matematiska
idéer. Eleverna kan ocksé erbjudas att arbeta tillsammans med andra i form av
pararbete eller grupparbete, detta kan vara ytterligare ett sitt att variera undervis-
ningen. Problemen ska helst vara formulerade s att alla elever i en elevgrupp ska
kunna arbeta samtidigt och under minst en lektion med samma problem. Liraren
ansvarar for att skapa situationer dir eleverna lir sig matematik och ansvarar dven
for att eleverna efter problemlosningstillfillet inser vad de har lirt sig. Problemen
ska ocksd ge liraren majlighet att féra matematiska resonemang med eleverna.

5.2 Bakgrund

Huvudsyftet med detta avsnitt ir att presentera en teori som grund for behandling
av empiriska data. Teorin ska ge en férutsittning for granskning av undervisningens
innehall, det vill siga di matematiska idéer behandlas. I detta avsnitt definieras
sirskilt faser, matematiska idéer och tillfillen till matematiklirande. Definitionen av
matematiska idéer utgor ett underlag for att finna exempel pa tillfillen till matema-
tiklirande. Uppdelningen av lektionen i faser gor det mojligt att ge exempel pé nir
under lektionen dessa tillfillen till matematiklirande kan uppkomma.

Inledningsvis behandlas nigra studier som beskriver problemlésningsprocessen
och ldrarens och elevens roller under denna process. Termen problem anvinds i
denna artikel pd det sitt som Lester (1983) definierat den, det vill siga en uppgift
blir ett problem for en individ om personen vill eller behover l6sa uppgiften och om
det inte finns en given procedur att lsa uppgiften och om det krivs anstringning.
Med problemlésning menas i denna artikel den aktivitet som lirare planerar och
later elever arbeta med och som innebir att elever loser problem.

5.2.1 Faser
Studier som ror faser

Man kan dela in bdde en individuell problemlésningsprocess och en problemls-
ningslektion i flera faser och sedan beskriva viktiga skeenden under de olika faserna.
Nedan visas exempel pd olika sitt att se pd problemlésningsprocessen samt de roller
lirare och elever kan ha under processens ging. Genomgangen ir tinkt som en grund
for att kunna presentera en definition av faser som ska gilla for den hir studien.
De problemlésningsprocesser som har beskrivits av Pélya (1945) och Schoenfeld
(1985) fokuserar bada pa hur eleverna bér planera och genomféra proceduren “att
l6sa ett problem”. Bida dessa beskrivningar 4r pd individnivé, de beskriver ett inre
skeende i individen som Iéser problemet. Pélya (1945) presenterade en modell for
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problemlésning dir den som loser problemet ska arbeta enligt ett visst givet schema,
som kan ses som fyra olika faser i problemlésningsprocessen:

1. forstd problemet

2. tinka ut en plan

3. genomféra planen

4. se tillbaka och kontrollera

Schoenfeld (1985) vidareutvecklade sedan Pélyas faser. Han analyserade problem-
losningslektioner genom att féra noggranna protokoll som utgick frin foljande sex
faser:

. lisa och férstd problemet (read)
. analysera (analyze)

. utforska (explore)

. planera (plan)

. genomfora (implement)

. verifiera (verify)

(o) WAV BTSN G VI (S I

Enligt Schoenfeld (1985) sammanfattar dessa faser de visentligaste delarna av pro-
blemldsningsprocessen. Forméigan att genomfora dem 4r avgorande for framgangsrik
problemlésning, menade han. Han visade ocksd att mindre framgéngsrika problem-
l5sare ofta brukade bortse frin planeringsfasen samt att framgéngsrika problemls-
sare betydligt oftare 4n andra vixlade mellan de olika faserna. I ett senare arbete av
Schoenfeld (1992) beskriver han hur lirare bor agera under elevernas individuella
problemldsningsprocess. Tabellen nedan kan ses som en metodisk anvisning till
liraren, den visar olika limpliga undervisningsaktiviteter och syftet med dem.
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Undervisningsaktivitet Syfte

Fore Fore

1. Lds problemet, diskutera termer sd | Visa pa nédvindigheten av att lisa nog-
att alla uppfattar problemet. grant, fokusera pd speciella ord.

2. Anvind helklassdiskussion for att | Fokusera pé viktiga data, tydliggor
fokusera pd nédvindigheten av att | processen.
forstd problemet.

3. (frivilligt) Helklassdiskussion om | Fa fram idéer om hur man méjligen kan
mojliga strategier for att 16sa proble- |losa problemet.
met.

Under Under

4. Observera och still frgor till de | Diagnostisera styrkor och svagheter.

studerande for att fa reda pa var de

ar.

5. Ge ledtrddar om s behovs. Hjilp de studerande att passera hindren.

6. Utveckla problemet om det ir Utmana de studerande som blir firdiga

nédvindigt. att finna generaliseringar.

7. Kriv av de studerande som funnit | Férmé den studerande att se dver sitt

en l6sning att besvara frgan. arbete for att vara siker pd att det stim-
mer.

Efter Efter

8. Visa och diskutera l8sningar. Visa och benimn olika strategier.

9. Visa samband med tidigare 15s- Demonstrera generella tillimpningar av

ningar eller pavisa det som har problemlgsningsstrategierna.

utvecklats.

10. Diskutera sirskilda kinnetecken. |Visa vad som ir typiskt hos den sir-
skilda metod som anvints for att angripa

problemet.

Tabell 1. (Schoenfeld 1992 s.358)

Aven Lester (1985) har delat in problemlssningsprocessen i tre faser niir han beskriver
de olika roller som lirare och elever bér ha under problemlésningsprocessen:
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Fas 1. Problemet presenteras.

I denna fas forvintas eleverna agera sa att de uppfattar problemet och forstar vill-
koren. De ska lisa eller lyssna pa problemet, de ska stilla frigor for att forstd det
och de ska anteckna den information de kan behéva for att losa problemet. Liraren
ska presentera problemet och besvara elevers relevanta frigor. Liraren ska dven ge
anvisningar om hur arbetet ska organiseras.

Fas 2. Anstrangning, forsok att [6sa problemet.

I denna fas ska eleverna arbeta enskilt eller i par. De ska nu gora upp en plan for
att losa problemet och genomfora den. Lirarens roll ska under detta arbete vara
stddjande. Som stod kan ldraren 1) uppmuntra eleverna att dela idéer med varandra,
2) stilla frigor for att eleverna ska fa fokus pa ritt saker och da dven gora eleverna
uppmirksamma pd vilka frégor som kan vara relevanta for problemet, 3) ge ledtradar
for att eleverna ska lyckas med problemlésningen. Ledtridar ska betraktas som en
sista dtgird som ldraren bara tar till om inget av de tidigare stéden har hjilpt.

Fas 3. Problemet och I6sningen av problemet diskuteras.

I denna fas 4r det meningen att eleverna ska fi nya insikter och en positiv kinsla
for problemlosning. Eleverna ska fi chansen att diskutera igenom sina l6sningar
och lyssna pd och diskutera kamraters losningar. Vidare ska eleverna uppmuntras
att forsoka sig pa en generalisering. De ska ocksd f& mojlighet att analysera vad
som fungerade och varfér det fungerade. Liraren ska i denna fas lita 3-5 elever
demonstrera sina 18sningar for hela klassen. Under kontrollen av deras arbete ska
ldraren lyfta fram det viktigaste. Som en tredje punke ska ldraren visa pd en mojlig
generalisering av problemet.
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S4 hir ssmmanfattar Lester det hela i en tabell:

Pitalar nédvindigheten
av att kontrollera arbetet

Hjilper till att visa pd
alla tinkbara generalise-
ringar

Fas Planerat Lararens roll Elevens roll
innehall
Problemet | Eleven uppticker | Presenterar problemet | Liser eller lyssnar pd
presenteras | och tillignar sig for klassen problemet och forstr
problemet villkoren
Besvarar frigor
Stiller klargdrande frigor
Organiserar sa att
eleverna kan arbeta med | Antecknar relevant infor-
problemet mation
Losning av | Eleven uppticker | Uppmanar eleverna att | Arbetar sjilv eller med
problemet | och anvinder sig av | dela idéer med varandra | kamrater for att 16sa
en plan for att 6sa problemet
Forsok och | problemet Stiller fragor for att upp-
anstring- mirksamma eleverna pa
ning relevant information
Ger ledtridar for att
hjilpa eleverna att lyckas
(som en sista utvig)
Problem och | Eleven fir nya in- | Tillter eleverna (3-5) Inbjuds till att diskutera
18sning sikter via problemet | att demonstrera sina sina l8sningar
och bra forhallande |l6sningar
Diskussion | till problemlésning Lyssnar p och diskuterar

andras l8sningar

Férsoker att gora genera-
liseringar

Forsoker att analysera
vad som fungerar och
varfor

Tabell 2. Lester 1985 (sid. 48)

Man kan se anvisningarna hos Schoenfeldt (1992) och Lester (1985) som beskriv-
ningar av problemldsningsprocessen pa en mer dvergripande, kollektiv nivd, dir

lirare och elever tinks interagera med varandra under olika faser.
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5.2.2 Definition av fas

Sammanfattningsvis beskrivs problemldsningsprocessen dels som individuell, ndgot
som sker i elevens tinkande, dels som kollektiv, som faser under en lektion med
problemlésning, dir lirarens och elevernas olika roller under lektionen lyfts fram.
Enligt Svensk ordbok (1986) ir fas detsamma som "delperiod inom ett forlopp som
dr naturligt avgrinsad genom sitt innehall”. I denna artikel 4r en fas ett steg i den
mer dvergripande, kollektiva problemlssningsprocessen s& som liraren organiserar
lektionen och s& som eleverna agerar (enskilt eller i samverkan) under de forut-
sittningar som organiserats av liraren. Eleverna kan dirfér befinna sig i olika faser
och ldrarens agerande méste dirfor anpassas s lingt det 4r mojligt till de enskilda
eleverna. Elevernas och lirarnas agerande avgor nir évergingen frin en fas till
nista sker. Fyra faser bestims, de beskrivs nirmare nedan. De faser som redovisas
hir idr endast de som sker under lektionen. Det kan dven forekomma forberedelse
och efterarbete utanfor den egentliga lektionstiden. Utgdende frin ovanstiende
genomgang definieras fljande fyra faser:

1 Introduktionsfas

Liraren introducerar problemet. Fas 1 4r slut nir eleverna har uppfattat problemet,
dvs. har uppnétt problemftrstdelse.

Denna fas dverensstimmer helt med Schoenfelds (1992) beskrivning av vad
elev och lirare ska gora fore sjilva problemlosningen. Aven Lesters (1985) fas 1 ir
densamma.

2 Idéfas med l6sningsutkast

Eleverna forsoker under denna fas 16sa problemet, enskilt eller tillsammans med
kamrater, ibland med viss hjilp av liraren. I denna fas famlar eleverna och provar
olika matematiska idéer. Liraren vandrar runt bland eleverna och stimulerar till
problemldsning. Fas 2 ir slut nir eleverna har funnit (minst) en specifik matematisk
idé som de kan arbeta vidare med. Det kan vara av intresse att separera denna fas
frin nista eftersom det hir skapas utkast till losningar som eleverna presenterar utan
att de har 18st problemet fullstindigt.

Denna fas forekom inte som en separat fas vare sig hos Schoenfeld (1992) eller
Lester (1985). Diremot kan Schoenfelds (1985) fas 2 och 3 pa individnivd, analy-
sera, undersoka (analyze) respektive utforska, utveckla (explore), anses 6verenstimma
med denna fas.
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3 Losningsfas

Eleverna l6ser nu en del av eller hela problemet och diskuterar sin 16sning med
en eller flera kamrater eller med ldraren. I denna fas provas rimlighet och hypotes.
Eleverna jimfér ldsningar med varandra och férsoker komma 6verens om en ge-
mensam lsning eller flera alternativa 18sningar. Fas 3 ir slut nir eleverna anser sig
ha lést problemet.

Denna fas har sivil Schoenfeld (1992) som Lester (1985) med som fas tv bland
sina tre faser.

4 Redovisningsfas

Eleverna eller liraren redovisar olika sitt att l6sa problemet, detta sker ofta infor
hela klassen. Losningarna jimfors och olika matematiska idéer diskuteras, monster
och samband uppticks och generaliseringar gors.

Denna fas forekommer hos bade Schoenfeld (1992) och Lester (1985).

5.2.3 Definition av matematiska idéer

Termen matematiska idéer anvinds i detta arbete om sévil generella som specifika
idéer. Att dela in de matematiska idéerna i generella respektive specifika idéer har sin
grund i att man i undersékningen kan behéva se varje matematisk idé dels allmin-
giltigt, det vill siga dvergripande for alla typer av problem, dels situationsbundet, det
vill siiga knutet till l6sningen av det specifika problemet. For att hitta matematiska
idéer i empiriska data behévs de generella matematiska idéerna. Efter den sorteringen
dr det naturligt att man beskriver de specifika matematiska idéer som uppenbarar sig
under l6sandet av problemet. Nedan f6ljer de generella matematiska idéerna med
exempel pd specifika matematiska idéer. De generella matematiska idéerna som lig-
ger till grund f6r den analys av data som gjorts i denna studie ir foljande: begrepp,
procedurer, konventioner, strategier och formler sisom de beskrivs nedan.

Begrepp ir ett statiskt objekt och bestir av en term, en definition och kan beskrivas
av en referent. Exempel pé ett begrepp 4r yta ddr yta (term) dr en sammanhingande
2-dimensionell punktmingd i rummet (definition) och kan ses som ett omride
(referent). Ett annat exempel ir begreppet rationellt tal (term) som kan skrivas som
a/b diraoch b ir heltal och b ¢j dr 0 (definition) och dir 4/5 4r ett uttryck (referent)
och 80 % ett annat uttryck (referent).

Procedurer ir dynamiska, det sitt pd vilket man konkret utfér en uppgift, en verk-
samhet som bestér av ett antal relaterade hindelser som tjinar visst indamal eller
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leder till visst resultat, en form av handling. Exempel pa procedurer ir att utfora
berikningar med de fyra riknesitten och att fylla i en tabell.

Matematiska konventioner ir gemensamma 6verenskommelser dd matematik
kommuniceras muntligt, i bild eller i skrift. Dessa innefattar sprik och symboler
som ir specifika for matematik och kan beskrivas med féljande exempel:

a) hur symboler anvinds (t.ex. +, % , =.)

b) 6verenskommen terminologi, t.ex. rektangel, heltal, rationellt tal, procent,
division.

c) beskrivning av system, t.ex. koordinatsystem med origo, axlar, punkter,
strickor och plan.

d) prioriteringsregler.

Strategier ir speciella metoder for att [6sa problem, t.ex. vilja en eller flera opera-
tioner, rita bilder, s6ka monster, gora en tabell, teckna en ekvation, gissa och prova,
arbeta baklinges, l6sa ett liknande enklare problem. Denna studie begrinsas till
strategier som dr mojliga att uppticka for en observatér.

Formler ir generella matematiska samband uttryckta med siffror, bokstiver eller
andra symboler. Exempel pa formler:

a) konjugatregeln:
b) formel f6r berikning av rektangelns omkrets: 2(2 + ) dir 2 och & ir sidorna
i rektangeln.

5.2.4 Definition av tillfallen till matematiklarande

Under de olika faserna behandlar sévil lirare som elever olika specifika matematiska
idéer. Eftersom lektionens faser férhoppningsvis innehaller tillfillen nir elever har
méojlighet att lira sig matematik kan det vara p sin plats att definiera vad begreppet
tillfille till matematiklirande star for i denna artikel. Enligt Svensk ordbok (1986)
kan tillfdlle ha tvd betydelser. Dels "bestimd tidpunke el. kortare tidsperiod [...]
spec. for att ange situationen e.d. i nuliget, med antydan om vintad forindring”.
Den andra betydelsen 4r “méjlighet (att gora ngt) spec. om att kunna gora ngt vid
viss tidpunke [...]”. I denna studie kan inte elevers lirande i matematik otvetydigt
observeras utan det gir endast att beskriva de méjligheter som uppenbarar sig
for elever att utoka sina kunskaper i matematik. I denna artikel 4r ett zllfille till
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matematiklirande ett tidsintervall di en viss specifik matematisk idé behandlas av
larare eller elever.

5.2.5 Angransande studier
Undervisning med problemldsning

Tva forskare som har beskrivit undervisning med matematisk problemldsning ir
Schoenfeld och Jaworski vars resultat hir presenteras lite nirmare. I deras studier
har icke standardmissiga uppgifter, som kan betecknas som problem, behandlats.

Schoenfeld (1994) har redogjort for hur hans egen undervisning pa collegenivd
forindrats frin 1970-talet och framdt. Frin atc tidigare ha fokuserat p& problem
som passat for bestimda strategier som de studerande skulle lira sig, flyttade han
fokus fran strategierna till exempelvis matematiska resonemang, bevis och under-
sokningar, dir problemen snarare utgjorde startpunkter for viktiga utforskningar in
var uppgifter som skulle slutféras. Han hade som mal att de studerande i matematik
skulle ldra sig att tinka. Schoenfeld utgick ifrin att matematik 4r vetenskapen om
mdnster och detta ledde honom vidare till att skapa aktiviteter som handlade om
att soka strukturer, se samband, uttrycka monster med symboler, gissa och préva,
abstrahera och generalisera etc.

Jaworski (1994) har studerat undervisning kring problem ur ett socialkonstruk-
tivistiskt perspektiv. Som ett resultat av sin forskning har hon presenterat det hon
kallar sin triad (se figur nedan). Denna innehéller tre faktorer som hon anser att
larare har att ta hiinsyn till och som ir avgérande f6r om det ska bli en bra undervis-
ning. Forst ska ldraren ha kdinsla for eleven, kinna till elevens styrkor och svagheter
for att utifrn det kunna vilja en uppgift som innebir en matematisk utmaning for
eleven. For att liraren ska lyckas fi eleven att lira sig maste han eller hon ocksd
kunna organisera undervisningen och den milj6 dir lirandet ska ske, det vill siga
ha organisatorisk formdga. 1 rollen som organisatér nimns som exempel att liraren
ska vara ordférande, utmanare, lyssnare och lirande men inte domare.
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Organisatorisk formaga

Kénsla Valja

for matematisk

eleven utmaning

Hiebert (2002) har beskrivit vad lirare bér tinka pa vid planering av en lektion med
problemldsning samt hur lektionsstudier kan fungera som en metod f6r lirare att
utveckla sina lektioner med problemlésning.

Lektionsplanering innehéller enligt Hiebert (2002) tvé viktiga processer. Den ena
processen handlar om planering, dir det giller for liraren att bide astadkomma
en overgripande lingsiktig planering och en kortsiktig detaljerad planering for
den enskilda lektionen. Liraren ska i samband med planeringen géra klart for sig
vilka inlirningsmélen ir och idven vid limpligt tillfille tydliggora inldrningsmalen
for eleverna. Den andra processen utgir frin elevernas tinkande och férmodade
losningar. Dessa ska ligga till grund for planeringen av lektionerna. Alla mél bor
fokusera pa forindringar i elevernas begreppsforstielse och utveckling av problem-
l6sningsformagan, menar Hiebert (a.a.).

Lektionsstudier ska enligt Hiebert (a.a.), inte férvixlas med lektionsplaneringar.
Genom noggranna lektionsstudier kan liraren vara bittre férberedd pa hur elever
inledningsvis kan tinka. Detta tinkande kan sedan métas av liraren si att eleven
utvecklar sina kunskaper under lektionen. Enligt Hiebert 6kar elevernas forstelse
nir de [6ser utmanande problem. For att eleverna ska fi ut si mycket som méjligt av
problemldsningen giller det att liraren kan forutse vilka metoder eleverna anvinder
och vilken styrka de olika metoderna har. Denna f6rméga till forutseende ger sedan
ldraren mojligheter att vilja vilka metoder som ska redovisas och vilka diskussioner
som ska foras under lektionen sa att viktiga aspekter av problemets inneboende
matematik uppmirksammas (a.a.).

5.2.5.1 Problemldsning pa kollektiv niva

I en delstudie i den omfattande undersokningen 7hird International Mathematics
and Science Study (TIMSS, 1997; Stiegler & Hiebert, 1999) studerades tre linders
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matematikundervisning for 13-ringar (Tyskland, USA och Japan). Lektionerna
ansdgs vara representativa for respektive land. De var alltsd inte specifikt inriktade
pa problemlésning men den japanska lektionen innehaller problemlésning. Ned-
anstiende tabell visar hur forskarna sammanfattade innehéllet i typiska lektioner i

respektive land.

USA Japan Tyskland
Uppvirmning/Hemarbete | Huvudaktivitet Huvudrikning eller kort

Klassarbete med évningar

Klassarbete som ansluter till

évning i par

pa tavlan, enskilt arbete el- | tidigare aktivitet, uppstarts- | 5 min
ler kontroll av hemarbete aktivitet, introduktion,
10-15 min formulera en friga eller ett
problem som ska l&sas
10-15 min
Huvudaktivitet Enskilt arbete Huvudaktivitet
Definitioner och terminolo- | Lésa problem med egen Klassarbete

gi, helklassévningar, [6sning | metod Liraren tar eleverna steg
av uppgifter, praktisering av | 10-15 min for steg genom processen
18sningsmodeller (lotsning)

10 min 30-35 min

Enskilt arbete Klassarbete

Tillimpa terminologi och
definitioner eller praktise-
ring av l6sningsmodeller
20 min

Dela I8sningar kollektivt
och dra slutsatser som ir
genomarbetade utifrin en
sirskild metod, formulera
nya problem likartade det
ursprungliga

10 min

Enskilt arbete
Arbeta med nya problem
10 min

Hemlixa som gors i klass-
rummet

(ibland enskilt arbete)
5-10 min

Klassarbete

SI4 fast slutsatser, (genera-
liseringar), dela 18sningar,
sammanfattning vid starten
av nista lektion, underskrift
av lixa

10 min

Enskilt arbete (ibland)
5-10 min

Tabell 3. (TIMSS 1997 sid. 57 och video)
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Tre tydliga faser kan skonjas; inledning, huvudaktivitet och avslutning. Innehéllet i
dessa lektioners tre olika faser skilde sig markant &t mellan USA och Tyskland 4 ena
sidan och Japan 4 andra sidan. I USA inleddes lektionen med en kontroll av hem-
lixan, direfter gavs snabba, korta frigor och svar samt demonstrationer av metoder
och 18sningar av ménga likadana uppgifter, innan lektionen avslutades med en ny
hemlixa, som kunde pibérjas direkt. I Tyskland startade lektionen med en vning i
huvudrikning. Dirpa lotsade liraren eleverna genom uppgifterna med korta fragor,
innan eleverna (ibland) fick arbeta enskilt. I Japan diremot inleddes lektionen med
en kort dterblick pa lektionen innan. Direfter fick eleverna enskilt forsoka [6sa (tva)
anknytande utmanande uppgifter (problem), sedan diskutera sina losningar i par,
innan ndgra utvalda elevldsningar presenterades pa tavlan och diskuterades i helklass.
Lektionen avslutades med att liraren summerade lektionens huvudsakliga matema-
tiska innehall och gav ett anknytande problem som eleverna skulle forsoka losa. 1
jimforelse mellan de tre linderna framkom det att ldrarna hade skilda roller. De i
problem som den japanska klassen behandlade var av icke-standardtyp, medan de
tva vriga klassernas ménga uppgifter var mer traditionella demonstrationsuppgifter.
I den japanska klassen forvintades eleverna komma med egna forslag pa 16sningar
och de fick dven presentera och diskutera losningar som ledde till ett felaktigt svar.
Eleverna i USA och Tyskland undervisades pa sa sitt att de 6vade sig pa att kopiera
lirarens korrekta 13sningssitt. Den japanska lektionen ingick i en serie lektioner. I
den japanska lektionen ingick bide en aterblick pa lektionen innan och en férbe-
redelse for den kommande lektionen (TIMSS 1997 video).

Winslow (2004) presenterade en studie dir han analyserat matematikunder-
visning i Japan. Han delade in undervisningen i gemensamt klassarbete och 6vrigt
klassarbete. Han delade inte in lektionen i tidsfaser och angav heller inte elevers
olika strategier eller l6sningsmetoder. Hans indelning handlade snarast om hur
kommunikationen skedde under lektionen. I det gemensamma klassarbetet ledde
ldraren all kommunikation och det férekom tre olika typer av samtal. Liraren styrde
ocksd det Gvriga klassarbetet d& elevernas frigor g till grund f6r kommunikationen
mellan ldrare och elever. Winslew presenterade de olika typerna av klassarbete pd
foljande sitt:

1. Gemensamt klassarbete. Liraren kontrollerar all kommunikation och denna
sker med hela klassen. Det forekommer tre olika typer av sddan kommunikation,
liraren styr alltid och ansvarar for innehéllet:
— Presentation av ldraren. Liraren pratar och skriver pé tavlan, eleverna gor
anteckningar.
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— Presentation av eleverna. Eleverna skriver av liraren utvalda 18sningar pa
tavlan, ofta flera samtidigt. Eleverna ger pa lirarens uppmaning muntliga
kompletteringar till de skriftliga [6sningarna eller muntliga forklaringar utan
skriftliga redovisningar.

— Helklassdiskussion. Eleverna diskuterar med liraren som diskussionsledare
och gér muntliga inligg som en reaktion pa kamraternas redovisningar. De
elever som inte deltar i diskussionen lyssnar pd kamraterna.

2. Ovrigt klassarbete. Liraren 6verliter di initiativet till samtal it eleverna. Detta
arbete férekommer i mitten av lektionen efter den gemensamma introduktionen
och fore den gemensamma avslutande diskussionen. Arbetet gestaltar sig pd tvi
olika sitt:

— Individuellt arbete. Eleverna lser uppgifter och liraren vandrar runt och
hjilper dem enskilt. Eleverna tar initiativ till vad som ska diskuteras genom
att stilla frigor.

— Grupparbete (i Winslews studie inleddes detta spontant och ibland arbetade
vissa elever vidare enskilt). Eleverna diskuterar och lsser uppgifter tillsam-
mans i mindre grupper och stiller under arbetets ging fragor till liraren som
da hjilper eleverna gruppvis.

Uppgifterna som behandlades under lektionen var av standardtyp men behandlades
mer dppet. Exempel pd uppgifter: x> — 3 = 0, x> + 6x— 1= 0, x* + 2x - 8 = 0.

5.3 Syfte och fragestallningar

I den tidigare studien Matematiska idéer i problemer (Taflin, 2007) beskrevs
vilka matematiska idéer lirare och elever anvinde sig av nir de arbetade med
ett matematiske rikt problem och hur dessa idéer behandlades nir de uppkom.
En viktig del av undersékningen var att definiera och exemplifiera de generella
och specifika matematiska idéer som elever och lirare arbetade med da de loste
problemet Szenplattor. Generella matematiska idéer definierades som begrepp,
procedurer, formler, konventioner och strategier, specifika matematiska idéer
som de sirskilda idéer som uppenbarar sig under lésandet av problemet.
Dessa definitioner giller dven i denna artikel. Exempel pd mdjliga generella
och specifika idéer presenteras och behandlas mer ingdende vid den teoretiska
genomgéingen av problemet. I studie tre om problemet Stenplattor var det de
matematiska idéerna som var i fokus och som underséktes, oberoende av nir
under lektionen de férekom. Vid analys av studien framkom det dock att idéerna
kunde bero pa hur liraren lagt upp sin lektion. Det kan dirfér vara av intresse
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att nirmare undersoka vilken betydelse lirarens tidsmissiga organisation av
lektionen kan ha.

Syftet med nedanstiende studie ir att uppticka och nirmare undersoka olika
tillfallen till matematiklirande som uppkommer medan elever l15ser ett rikt ma-
tematiskt problem. Tillfillena sorteras efter i vilken fas de uppkommer. Direfter
diskuteras hur de kan ha uppkommit och vad som verkar vara typiskt for dem i
ovrigt samt larares och elevers olika roller vid dessa tillfillen. Studien f6rvintas
besvara foljande fragestillningar:

Vilka tillfallen till matematiklarande kunde uppkomma under lektionens
olika faser?

Hur kunde dessa tillfallen uppkomma och vad var typiskt for dem?

Vilka roller kunde larare och elever ha under dessa tillfallen och hur
kunde tillfallena utnyttjas?

5.4 Metod

Denna studie ingdr i ett mer omfattande longitudinellt forskningsprojekt, RIMA,
Rika problem i matematikundervisningen. Fyra klasser frin tva skolor och deras fem
lirare har f6ljts under skoldren 7, 8 och 9 (en klass bytte lirare under studien, vilket
innebar att fem lirare deltog, en manlig lirare slutade och ersattes av en nyutbildad
manlig lirare i samma &lder). Under dessa tre r fick eleverna tillfille att arbeta med
totalt tio rika problem, dir problemet Higstadiet, som behandlas i denna artikel,
genomf6rdes under virterminen i skoldr 7. Lirarna hade informerats om begreppet
rika problem och kinde till de kriterier som ir formulerade for dessa. Lirarna och
forskarna triffades fére och efter lektionerna med varje nytt problem for att utbyta
erfarenheter av det genomf6rda problemet och diskutera nista. Lirarna utformade
sjalvstindigt sin undervisning med de rika problemen. De valde vid samtliga tillféllen
att anvinda minst en normal lektion (45 min) till varje problem. Alla problemen
valdes ut i samrid mellan forskarna och de deltagande lirarna. Lirarna hade ocksa i
vissa fall 6nskemal om att uppgifterna skulle anknyrta till de moment som for tillfil-
let var aktuella i klasserna. Studien omfattar inte vad eleverna hade arbetat med pa
matematiklektionerna fore eller efter problemlésningstillfillena. De problem som
anvindes i RIMA-studien ir alla valda s3 att de ska ticka sd stor del som méjligt av
de matematiska omrdden som forekommer i den svenska kursplanen f6r grundskolan
(se vidare de sju kriterierna ovan).
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5.4.1 Metoder for att samla in data

De lirare som deltog i det tredriga RIMA-projektet var valda si att de represen-
terade s olika lirarbakgrund som méjligt. Tre av de fem lirarna hade erfarenhet
som handledare fér studenter. Alla fem deltog frivilligt och hade visat intresse for
utveckling av matematikundervisning. En ldrare var 60 &r, tre var i 40-rsdldern
och en ldrare var ca 30 ar. Det var tre min och tvé kvinnor med olika utbildning
och skolerfarenheter. Av de tvé skolorna var en titortsskola och en landsortsskola.
Datainsamlingen gick till pd féljande vis: Lararna intervjuades fore och efter lek-
tionen. Under hela lektionen videoinspelades lirarna. De bar dessutom med sig en
ljudbandspelare med en liten mikrofon, s.k. mygga. Eleverna intervjuades pa olika
sitt. P4 den ena skolan intervjuades ndgra elever enskilt, tre flickor frén en klass och
tvd pojkar frin den andra, bide fore och efter lektionen. Dessa intervjuer spelades in
péd ljudband. Problemlésningstillfillet bide videoinspelades och ljudbandinspelades.
Vid den andra skolan gjordes videoinspelningar under lektionen och vid efterfoljande
intervjuer med fyra grupper av elever. Vid intervjuerna var eleverna indelade i en
flick- och en pojkgrupp frin vardera klassen, med 2-3 elever i varje intervjugrupp.
Allt ljudmaterial frén svil lirarintervjuer som elevintervjuer transkriberades. Frin
bida skolorna samlades dven elevernas skriftliga losningar in. I denna delstudie var
syftet att undersoka hur tillfillen till matematiklirande uppkom, tillfillen da ma-
tematiska idéer behandlades under olika faser av en lektion kring ett matematiske
rikt problem, vad som var typiske f6r dessa tillfillen och vilka roller lirare och elever
hade under de olika faserna. Sirskilt fokus sattes pa lirarens arbete. Relevanta data
plockades ur den stérre studien.

Det hade ocksd varit mojligt att sitta och anteckna under lektionerna och vid
intervjuerna. Eftersom data samlades in for att besvara flera olika fragestillningar
valdes audio- och videoinspelningar samt insamlade elevldsningar. Det finns pd si
sitt mojlighet att dterkomma till insamlade data och dven méjlighet att gora andra
undersékningar. Det blir pa detta sitt dven majlighet att senare gora individtriangu-
lering (analysen sker da av tre personer oberoende av varandra) for att fi en hogre
grad av tillforlitlighet i analyserna. Genom att komplettera med elevlosningar har
vi fate kad forstielse for samtalen mellan lidrare och elever och en bittre forklaring
pa hur eleverna har l6st problemet.

Fore datainsamlingen hade vi kontakt med de bada skolornas rektorer for att
informera och fi mojlighet att genomfora studien. Vi informerade forildrarna vid ett
forildraméte och sdg till att de forildrar som saknades fick information om studien
av de lirare som medverkade. Vi skickade ocksd hem en skriftlig information och
forfragan om elevernas deltagande till alla forildrar. I de rapporter och redovisningar
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som gors av projektet kommer inga elever eller lirare att kunna identifieras. Under
den pdgiende studien fick lirarna men inte eleverna méjlighet att lisa de utskrivna
intervjuerna med henne/honom. Lirarna har fitt de férsta rapporterna som skrivits
och dven fitt se de videofilmer som hittills har anvints vid presentationer av studien.
Eleverna har efter avslutat projekt fitt se en sammanklippt video av de inspelningar
som gjorts under de tre dren som studien pagick.

5.4.2 Metoder for att analysera data

I denna studie undersoks nir och hur elever och lirare arbetar med matematiska
idéer nir de loser det rika problemet Hogstadier. Tillfillen till matematiklirande
definieras som: ezt tidsintervall di en viss speciftk matematisk idé diskuteras av lirare
eller elever.
Féljande insamlade data undersoktes:
* Lirares texter pa tavlan, pa stenciler och pd dator, det som presenterades for
eleverna.
* Lirares samtal med elever under lektionerna, inspelade pé ljudband
* Elevers samtal under lektionerna, inspelade pa ljudband med hjilp av en mik-
rofonen fistad pé liraren, som befunnit sig intill de samtalande eleverna.
* Elevintervjuer fore och efter lektionen, inspelade pé ljudband.
* Lirarintervjuer fore lektionen och efter lektion, inspelade pa ljudband.
* Lirarintervjuer som stimulerad dterblick (stimulated recall), inspelade pa
ljudband.
* Lektioner som visar lirares agerande, inspelade pd videoband.
* Lektioner som visar elevgruppers arbete, inspelade pd videoband.
* Efterintervjuer med elevgrupper, inspelade pa videoband.
* Elevlgsningar, redovisade pa papper.
* Analys av tvd lirares lektioner, gjorda av respektive lirare, redovisade pa pap-

per.

a) Med litteraturstudier som bakgrund definierades forst generella och specifika
matematiska idéer samt lektionens fyra faser. Direfter soktes och noterades
olika typer av generella matematiska idéer i varje fas; begrepp, procedurer, kon-
ventioner, formler och strategier. Genom att séka generella matematiska idéer
uppticktes de specifika matematiska idéer som anvindes pa detta bestimda
problem. De specifika matematiska idéerna undersdktes sedan med avseende
pa hur detta tillfille till matematiklirande uppstétt och vad som i dvrigt var
karakteristiskt for detta tillfille. Det skedde pa sa sitt att det transkriberade
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materialet (allt ljudmaterial frin samtliga ljudband samt frin de videoinspelade
efterintervjuerna med elevgrupper) bearbetades av en forskare sjilvstindigt for
att uppticka matematiska idéer och tillfillen till matematiklirande.

b) Nir matematiska idéer identifierats (och dirmed alltsd dven, enligt defini-

tionen, tillfillen till matematiklirande) bearbetades samma material en gang
till. Nu kompletterades materialet med 6vriga insamlade data (se ovan), i
syfte att om mojligt finna fler exempel pa idéer. Hir noterades dven faktorer
som forefoll vara centrala for att de matematiska idéerna skulle tas upp och
behandlas. Ovriga tvé forskare granskade samma material sjilvstindigt i syfte
att om mojligt finna ytterligare exempel pd tillfillen till matematiklirande.
Tillfallena sammanstilldes efter att full enighet uppnitts.

¢) For var och en av de fyra lektionsfaserna strukturerades sedan presentationen

av analysen enligt foljande punkter:

En beskrivning av vilket tillfillet var, enligt definitionen av tillfille till mate-

matiklirande, dvs. ett tidsintervall d4 en viss specifik matematisk idé behandlas

av larare eller elever.

1) En beskrivning av hur tillfillet uppkommit och vad som var typiskt for
tillfillet.

2) En beskrivning av lirarnas och elevernas roller vid tillfillet, vilka majlig
heter till matematiklirande som bjéds och hur tillfillet utnyttjades.

d) Slutligen gjordes en Gvergripande sammanfattning av tillfillen till matema-

tiklirande genom att:

1) Tillfillen till matematiklirande identifierades och de olika matematiska
idéer som gav upphov till dessa tillfillen diskuterades.

2) Egenskaper som var typiska for att tillfillena till matematiklirande skulle
uppstd diskuterades.

3) Magjligheter att utnyttja tillfillena till matematiklirande diskuterades
liksom betydelsen av olika elev- och lirarroller i sammanhanget.



5.5 Problemet

Hogstadiet

* Exake en tredjedel av eleverna gir i 8: an.
* Exakt 20 % av hogstadieeleverna aker buss till skolan.
* Det gir fler in 300 elever men firre 4n 400 elever pa hogstadiet.

Hur ménga elever gir det pd hogstadier?

Lirarna formulerade om problemet sa att det forekom flera variationer.

5.5.1 Presentation av problemet

Problemet ir ett exempel pa en problemtyp som handlar om delbarhet och om olika
uttryck for rationella tal. Sambandet mellan minsta gemensamma nimnare (mgn)
och delbarhet kan diskuteras. I matematik har ordet exak# en bestimd innebérd som
ir viktig och giltig hir. Problemet kan fungera som en brygga mellan olika rationella
uttryck sisom tal i brikform, tal i procentform och tal i decimalform. Problemet
bestér av tre villkor som alla ska uppfyllas. Det dr méjligt att utvidga problemet
genom att diskutera diskreta funktioner i jimférelse med kontinuerliga funktioner,
analysera funktionsuttrycket, eventuellt med hjilp av grafritande miniriknare.

5.5.2 Specifika matematiska idéer i problemet Hogstadiet

Termen matematiska idéer anvinds i detta arbete om sdvil generella som specifika
idéer. Hir foljer exempel pa specifika matematiska idéer som ir relevanta for pro-

blemet Hogstadier.
Begrepp

De s6kta talen ska vara delbara med bide 3 och 5, det vill siga 15. Losaren maste inse
att om det gér att ta exakt en tredjedel och exakt en femtedel av eleverna sd innebir
det att antalet elever méste vara delbart med bade 3 och 5. Det férenklar antagligen
om man kan omvandla 20 % till . Den matematiska idén handlar om delbarhet
inom omrédet talteori som hor till aritmetik/algebra. Problemet kan fungera som en
brygga mellan olika uttryck f6r rationella tal i brékform, tal i procentform och tal i
decimalform. I detta exempel kan forstdelse f6r begreppet rationellt tal exempelvis
innebira att man inser att ett procentuttryck kan omvandlas till ett brakuteryck.

Procedurer

Beroende pa den 18sningsstrategi som viljs kan olika procedurer fsrekomma. Om
man viljer att sitta upp en tabell sd kan det vara en procedur att fylla i tabellen och
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att addera 15 till varje nytt tal. For att berikna 1/3 eller 20 % kan sévil multiplika-
tion som division tillimpas. I detta exempel kan en procedur vara att utféra division
med 3 och 5 (eller 15) och att fylla i en tabell. Allt som man redan kan och utfor
med viss automatik genomf6rs som en procedur.

Konventioner

Ordet exakt som det anvinds i matematik dr en matematisk konvention. Matematiska
symboler sdsom siffror, bokstiver, likhetstecken och olikhetstecken kan anvindas pd
detta problem. Hur man tecknar ett uttryck som ska beriknas dr ocksa ett exempel
pa en vedertagen konvention. Hur man formulerar och presenterar ett problem kan
ocksa det betraktas som en matematisk konvention.

Strategier
Rita en bild
Eftersom exakt en tredjedel gar i 8:an kan man markera var tredje elev.

Eftersom 20 % dker buss kan man markera ocksi dessa:
20 % = 20/100 =, vilket innebir att man kan markera var femte elev.

Om man riknar antalet elever frin bérjan till pilarna si 4r det 15 st respektive 30
st. Monstret upprepas. Detta innebir, att det 4r 15 st elever mellan varje nytt antal
elever som gir att dela bade med 3 och med 5.

Gissa och prova

Alternativ 1: Alternativ 2:

Jag gissar att det kan finnas 301 elever. Jag gissar att 101 elever gir i 8: an.

Men 301/3 gér inte jimnt ut, si det gir | 3- 101 = 303.

inte med 301. 303/5 = 60,6 alt. 0,20 -303 = 60,6. Gér inte,
Antalet miste vara jimnt delbart med 3. | antalet méiste vara jimnt delbart med 5.

... Upprepade nya gissningar tills det blir | ...Upprepade nya gissningar tills det blir
rdtt. ratt.

Jag gissar att det kan finnas 315 elever. Jag gissar att 120 elever gir i 8: an.

315/3 = 105 gar jamnt ut. 3120 = 360.

20 % av 315 = 315/5 = 63 360/5 = 72 alt. 0,20 - 360 = 72. Gér bra,
alt. 0,20 multiplicerat med 315. antalet gir att dela jimnt med 5.

Gér bra! Det kan vara 315 elever pd sko- | Gar bra! Det kan vara 360 elever pd sko-
lan! lan.
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Gora en tabell

Undersoka vilka antal som ger heltal (hela elever):

Antal | 1/3 av antalet | 20 % av antalet | Kommentar

301 gdr inte gdr inte gdr inte

302 |garinte gdr inte gdr inte

303 101 gar gdr inte gér delvis

304 | gdrinte gdr inte gér inte

305 |girinte 61 gar gér delvis
Insikt: Antalet méste vara delbart med bide
3 och 5, dvs. 15.

315 |105 63 gér bra

330 |110 66 gér bra

345 115 69 gér bra

360 120 72 gér bra

375 125 75 gér bra

390 130 78 gér bra

osv. eller stopp, om det ska vara firre in 400
elever

Formler

Det resultat som beskriver samtliga 16sningar kan tecknas som ett generellt ut-
tryck, en formel, (300 + 157), dir 7 ir ett godtyckligt positivt heltal, 0 < 15 7 <
100 alternativt

0 < n < /. 1 det fall diir ingen 6vre grins for antalet elever sitts giller givetvis att
(300 + 15n), dir 7 dr ett godtyckligt positivt heltal.
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5.5.3 Representationsformer i l6sningar

Konkret l16sning

Problemet kan 18sas genom anvindning
av konkret material t.ex. tindstickor.
Eftersom det ska g8 att ta 20 % av méste
det gd att dela jimnt med 5. Dela nu upp
stickorna i 3-hdgar och 5-hdgar. Sk ett
minsta antal som gir att dela upp i bade
3- och 5-hégar utan rest. Man kommer
fram till antalet 15. L4t nu en tindsticka
istillet symbolisera 15 elever. 20 tind-
stickor motsvarar di 300 elever. Hur
ménga 15-grupper (tindstickor) kan vi nu
addera till de 300 eleverna innan vi nir
400 elever eller mer? Varje sidan grupp
eller sticka symboliserar en 18sning.

Logisk/spraklig 16sning

Eftersom det ska gi att ta 20 % av antalet
miste det gd att dela jimnt med 5. Och
eftersom det dessutom ska gi att dela med
3 méste det gd att dela med bade 5 och 3
samtidigt, dvs. det méste gi att dela med
15. 300 4r delbart med 15. Nista mojlig-
het 4r 315. Osv.

Algebraisk l6sning

Gissa och prova.

Teckna en ekvation:

Eftersom antalet ir delbart med bide 5
och 3 ir det delbart med 15.

Antag att det gir att gora x grupper om 15
elever. D4 giller:

300< 15x < 400 dir x tillhor Z*.
x=[21,22, 23, 24, 25, 26]

Grafisk 16sning
Rita en bild och géra en tabell.

5.6 Lokal analys av tillfallen

Resultaten i4r ordnade i faser frin bérjan till slutet av lektionen. I de fyra faserna

redovisas forst exempel pa tillfillen till matematiklirande som uppkom i den aktu-

ella fasen. Tillfillena markeras i texten med T1, T2, osv. efter exemplen. Direfter

besvaras forskningsfrigorna genom att tillfillena beskrivs och det redogérs f6r hur

de har uppkommit och vad som var typiske f6r dem. Dessutom beskrivs de roller

som elever och lirare verkade ha under dessa tillfillen.

5.6.1 Introduktionsfasen

Introduktionsfas

dvs. har uppnétt problemftrstdelse.

Liraren introducerar problemet. Fas 1 4r slut nir eleverna har uppfattat problemet,
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Problemets formulering och presentation

Lirarna formulerade och presenterade problemet lite olika och detta kunde ha haft
en viss inverkan pd elevernas matematiklirande.

Exempel A

Klassen arbetade i smd grupper om tvd till tre elever vid datorer dir problemet
gick att hitta via skolans hemsida. Eleverna kunde idven finna upplysningar och
ovningsuppgifter under linkarna Brdk och Procent. Sa hiir presenterades problemet
pa datorskirmen:

Brak péa skolan och pa bussen!

* P4 en 7-9 skola gir exakt en tredjedel av eleverna i k 7

* Exakt tjugo procent av eleverna dker buss

* Skolan har fler 4n 300 elever

* Hur manga elever gir det pa skolan? Finns det mer 4n ett svar?

Var noga med att skriva ned hur ni tinker dven om ni inte ir siker pa att ni har

ritt! Om ni kor fast kan ni anvinda er av tipsen i hégra spalten!

Detta mottes eleverna av under rubrikerna Brik respektive Procent:

En del av en hel kan skrivas som briktal:

Taljare, talar om hur
2 manga delar

5 Nimnare, talar om
hur manga delar sem
4r en hel

Det blh omriidet visar ovanstiende briktal:

Hur mycket 8r:  Syaren
=1 Tvi tredjedelar av 457 30
2 Enfjidedel av 127 [ | [3
Tvéfjardedelarav46? | | [23
Entredjedelarav27?| | [g
Tvésjtttedelarav 247 | | [
Tvifemtedelarav 1007 | [2p
Hur stort ér det roda omradet? Fym sjundedelarav35? [ 1 [0
En femtedel av 457 g
Om hela omridet iir 300, hur manga ir det risda? Det blia? Sex ttondelarav48? | | [3g
Om en bl &ir 20, hur minga éir hela cirkeln? Tretredjedelaravds? [ | [i3
Ovning Tillbaka Svar _Biria om

Sidor under rubriken Brik respektive under rubriken Brik, Ovning, Svar.
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Procent betyder hundradel.

Ett procenttal kan alltid skrivas som ett briiktal med niimnaren 100 och

som ett decimalt tal

24
Oy = e— =
24% T 0,24

Hur mycket ir:
Kan du skriva 50 procent som nigot annat briktal iin 50 hundradelar? 50 procent av 507 Svaren

25
10 procent av 507

3 procent av 507
2,5
1 procent av 507

— 0,5
m: 25 procent av 367

S0 50 procent av 367 ]
100 75 procent av 367 27
50 procent av 367
Om 50% ir 20, Hur mycket iir det hela? (100%) 24 procent av 1507 ra
— 36
Om 10% &r 20, hur mycket ir det hela? 50 pmceRt gy 1507 89
Ovning Tillbaka

Sidor under rubriken Procent respektive under rubriken Procent, Ovning, Svar.

Liraren inledde problemtexten med en vitsig rubrik som kunde ge eleverna en
vink om vilken matematik problemet handlade om. Orden brik och procent som
liraren valt att lyfta fram i samband med problemtexten stér for olika matematiska
begrepp T'1. Eleverna utforskade vad som fanns bakom de tva linkarna Brik och
Procent och i samband med det kunde de fa upplysningar om olika matematiska
begrepp och trina pé olika procedurer. De begrepp som behandlades var tal och
d3 sirskilt rationella tal som presenterades i olika uttrycksformer. De procedurer
som eleverna hade méjlighet att 6va pa var multiplikation och division med tal i
brakform och tal i procentform, tio uppgifter av typen "Hur mycket ér fyra fem-
tedelar av 45”2 och tio uppgifter av typen "Hur mycket dr 50 procent av 502” En
elev upptickte fel i facit till 6vningsuppgifterna och upplyste liraren om detta T2.
Nir det giller problemtexten valde liraren att inte skriva en tredjedel respektive tjugo
procent med siffror men diremot uttrycken en 7- 9 skola, dk 7 och 300 elever, dir
de ingdende talen representerades av siffror. Genom detta forfarande kunde liraren
f3 mojligheter att undersoka elevernas forstdelse for begreppet tal och dé sirskilt
begreppet rationellt tal. Kanske ville liraren dven f6rma eleverna att pd egen hand
skriva de nimnda rationella talen som var skrivna med bokstiver som tal uttryckta
med siffror och andra matematiska symboler som brékstreck och procenttecken.
Sittet att skriva rationella tal med matematiska tecken och symboler 4r exempel pa
konventioner T3 .
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Kommentar: I problemtexten hade liraren satt en punkt framfér varje villkor och
dessutom en gemensam punkt framfor de tvd frigorna. Lirarens sitt att anvinda
punkterna kunde ha haft betydelse for elevernas tillfille till matematiklirande. De
tre forsta punkterna markerade villkoren. Den fjirde punkten markerade istillet
huvudfrigan och en ledande friga som liraren lagt till. I och med att liraren hade
satt en punkt dven framfor frigorna kunde den sista frigan ha uppfattats som dnnu
ett villkor, att problemet skulle ha flera ritta svar.

Analys:
T1

1) De matematiska begrepp som dterfanns hir var uttrycken brik och procent.

2) Tillfdllet uppstod d& liraren presenterade problemet for eleverna. Typiske for
tillfallet var att liraren genom att anvinda orden brik och procent ledde eleverna
in pd dessa tva begrepp.

3) Den roll liraren tog vid detta tillfille var att formulera problemet pa ett sidant
sitt att eleverna skulle fi en vink om vilken matematik som problemet behandlade.
Elevens roll vid detta tillfille kunde vara att associera orden brik och procent med
motsvarande matematiska begrepp.

Kommentar: Lirarens roll kunde ocksa vara att svara pé frigor om de matematiska
idéer som férekom. Om eleven inte ansig sig ha tillrickliga kunskaper om dessa
kunde hans eller hennes roll dven vara att friga lirare eller kamrater och pa sa sitt
skapa mojligheter att utoka sina kunskaper. Eleven kunde ocksa fa rollen som re-
surs for sina kamrater i deras matematiklirande. Denna kommentar giller for alla
tillfallen til matematiklirande i detta avsnitt. Exempel pd sidana samtal dterfinns i
avsnitt 6.1.2 Lektionssamtal.

T2

1) De begrepp som aterfanns hir var olika rationella tal skrivna i brakform, pro-
centform och decimalform samt uttryck som brakral, procent, procenttal, decimalt
tal, tiljare och nimnare. Aven konventioner i form av symboler som siffror, deci-
malkomma, brikstreck, procenttecken och likhetstecken férekom. Procedurer som
ovningarna innehdll var division och multiplikation med tal i brakform respektive
med tal i procentform, tio uppgifter av typen "Hur mycket ir fyra femtedelar av
4572 och tio uppgifter av typen "Hur mycket 4r 50 procent av 502”.

2) Tillfille till matematiklirande uppstod genom att liraren skapade linkarna och
kopplade dem till sidan med problemtexten. Typiskt for tillfillet var att eleverna
gavs mojligheter att sitta sig in i begreppet rationella tal i olika uttrycksformer och
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uppmanades att 6va procedurerna multiplikation och division med rationella tal.
3) Lirarens roll var att anvisa eleverna linkarna, sirskilt de elever som visade bris-
tande kunskaper om rationella tal. Elevernas roll var hir att sitta sig in i begreppen,
procedurerna och konventionerna och att utfora de uppgifter som liraren konstruerat
och sjilva kontrollera sina 16sningar med hjilp av facit.

Kommentar: En omvandling frin tal i procentform 6ver tal i brikform till tal i
decimalform visades. I évningsdelen uttrycktes talen i brikform alltid i text, alltsd
inte med siffror och brikstreck, och procenttalen uttrycktes alltid med heltal och
ordet procent. De rationella talen illustrerades dven med hjilp av bild, i form av en
cirkel uppdelad i sektorer i olika firg. Utmanande frigor utan svar kopplades till
dessa bilder, som till exempel ?Om hela omridet 4r 300, hur manga 4r det réda?
Det blaa?” respektive ’Om 50% ir 20, Hur mycket ir det hela”? Procent forklara-
des: "Procent betyder en hundradel.”. Begreppen tiljare och nimnare forklarades:
Tiljare, talar om hur ménga delar”, ”Nimnare, talar om hur manga delar som ir en
hel.”. Man kan tinka sig att liraren hir ville att eleverna skulle fa mojligheter att ta
del av en del faktakunskaper om rationella tal, f& en upplevelse av vad ett rationellt
tal kan st for och f ndgot att fundera pa och kunna testa sina kunskaper om och
berikningar med rationella tal.

T3

1) Problemtexten innehdll savil begreppen en tredjedel och tjugo procent, dir de
ingdende talen skrevs med bokstiver, som uttrycken en 7 - 9 skola, dk 7 och 300
elever, dir de ingdende talen skrevs med siffror, matematiska symboler och kon-
ventioner.

2) Tillfdlle till matematiklirande uppstod genom att liraren valde att formulera
problemet s& att vissa tal skrevs med bokstiver, medan andra tal skrevs med siffror.
Typiske for tillfillet var att eleverna gavs majligheter att tolka och 6versitta bok-
stavsuttryckta tal till tal skrivna med siffror och andra matematiska symboler som
brakstreck och procenttecken.

3) Lirarens roll var att formulera problemet si att det blev majligt att undersoka
elevernas forstaelse for begreppet tal och di sirskilt begreppet rationella tal i olika
uttrycksformer. Elevernas roll var att tolka de bokstavsuttryckta rationella talen och
skriva om dem till tal uttryckta med siffror och andra matematiska symboler som
brakstreck och procenttecken.

Kommentar: Min erfarenhet iir att elever ibland s6ker efter tal uttryckta med siffror
i matematikuppgifter, okritiskt och si snabbt som méjligt forsoker de sedan anvinda
sig av dem for att 16sa uppgiften. Liraren hade hir valt att otraditionellt formulera
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problemet s3 att vissa viktiga tal skrevs med bokstiver medan andra skrevs med
siffror. De sistnimnda var med ett enda undantag, talet 300, oviktiga matematiskt
sett. Detta innebar att eleverna nir de liste problemtexten maste ta stillning till
vilka av alla dessa ingdende tal som var betydelsefulla for problemets 16sning och i
detta tankearbete kunna bortse frin talens uttrycksform.

Exempel B

Liraren inledde kort och anknét da till de "brakstakar” som eleverna tillverkat under
en tidigare lektion. Direfter nimnde hon nigra ord om problemet och anknét till
elevernas egen vardag med bussikande. Eleverna uppmanades att forst tinka pd
egen hand och nir de hade kommit en bit pd vig kunde de fd diskutera i de mindre
grupper de satt i (data frin video). Direfter delades stenciler med problemtexten

ut till varje elev.

HUR MANGA ELEVER? Du fir veta négra saker om ett
higstadium:
1. Exakt en tredjedel av
eleverna gar i drskurs 7.
2. Exakt 20 % av eleverna
kommer till skolan med buss

D fr vets nhgr saker om ett higstadinm:
1. Exakt en tredjedel av cheverna gir | drkurs 7. nummier 60
2 Exakt 20 % av eleverna kommer Hll skolan med buss ne 60, 3 Hb.gftﬂdl.ff /J&Zrﬂer [lﬂ
ES Higstadiet har fler in MM clever.

300 elever.

Hur mings clever kun det finnes | higstadiet?

OBS! Det dr viktigt att du skriver mer allf som du kommit pd, fastin du e osliker pd Hur mlingﬂ €[€1/€7’ kﬂi’l det
o fatt fram det rikilga svares!
finnas i higstadiet?

OBS! Det iir viktigt att du
skriver ner allt du kommit pd,

Jastin du ir osiker pd om du
fatt fram det riktiga svaret!

Lycka till! /7 1 och » vi 2002

S4 hir sig stencilen ut.
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Lirarens inledning med “brakstakar” kan ha fitt eleverna att associera till en
tidigare lektion, dir tal i brikform behandlats. P4 s sitt kan de ha fitt en vink
om vilken matematik problemet handlade om. Termen brak som liraren anvinde
i samband med benimningen "bréikstake” stir for ett matematiskt begrepp. [Anm.
"Brakstake” 4r den lite skimtsamma benimningen pa en versikesbild dir olika
stambrék jaimfors storleksmissigt.] T4. Ordet "exakt” inledde de tv férsta mening-
arna och dirmed gavs en tydlig anvisning till eleverna att det inte gick an att svara
med ungefirliga virden. Denna terminologi kan betraktas som en konvention T5.
Liraren hade hir skrivit 20 % med siffror och procentsymbol och skrivit talen 7,
60 och 300 med siffror. Detta dr exempel pd konventioner. Diremot var inte en
tredjedel skrivet med matematiska symboler (siffror och brakstreck). Lararen kunde
ioch med detta undersoka om eleverna kunde tolka och 6versitta bokstavsuttrycket
till ett uttryck med siffror och brakstreck, det vill siga om eleverna kunde anvinda
sig av matematiska konventioner T6.

Kommentar: De tre villkoren fokuserades genom att liraren numrerat dem och
skrivit dem under varandra.

Analys:

T4

1) Brék som nimndes i samband med uttrycket "brékstake” ir ett begrepp.

2) Detta tillfille uppkom nir liraren muntligt beskrev vad eleverna skulle arbeta med.
Typiske for tillfallet var att liraren genom att pdminna eleverna om "brikstakarna”,
ett konkret hjilpmedel som de nyligen anvint under en lektion, fick eleverna att
associera till begreppet rationella tal i brikform.

3) Lirarens roll var att presentera problemet muntligt pi ett sidant sitt att det skulle
ge eleverna en vink om vilken matematik som problemet bersrde. Elevens roll vid
detta tillfille var att associera ordet brik med motsvarande matematiska begrepp.

T5

1) Termen “exakt” anvindes for att tydliggora att svaret skulle vara ett heltal. Inne-
bérden av termen “exakt” 4r en matematisk konvention.

2) Tillfillet uppkom eftersom problemtexten innehsll ordet “exakt” och liraren
dessutom hade valt att lyfta fram uttrycket genom att lita det komma forst i vill-
korssatserna.

3) Lirarens roll var att i eleverna att fokusera pd ordet "exakt”. Elevens roll var att
tolka och f6rstd innebérden av termen.
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T6

1) Problemtexten innehsll uttrycken 20 %, 7, 60 och 300 och en tredjedel, dvs.
olika tal skrivna med matematiska symboler eller bokstiver. Detta ir exempel pa
begreppet rationella tal och det idr ocksd exempel pd hur dessa tal betecknas dvs.
konventioner.

2) Tillfillet uppstod dé liraren valde att anvinda just dessa uttryck i problemtexten.
Typiske for tillfallet var att rationella tal forekom i olika former.

3) Lirarens roll var att formulera sig sa att eleverna fick se olika exempel pé ratio-
nella tal och hur de kan betecknas. Elevens roll var att tolka och f6rstd inneborden
av de olika uttrycken.

Kommentar: I problemtexten hade liraren tydligt markerat de tre villkoren genom
att numrera dem 1, 2 och 3 och skriva dem pé var sin indragen rad. Lirarens val
att pa detta sitt lyfta fram och poidngtera de tre villkoren kan ha haft betydelse for
elevernas tillfélle till matematiklirande. Eleverna kunde pd detta sitt ha kiint sig
manade att férdjupa sig i vad de tre villkoren innebar matematiskt.

Exempel C och D

Hir behandlas exemplen C och D gemensamt, eftersom de pdminde sé starkt om
varandra.

I exempel C skrev liraren ner problemet pé tavlan, liste sedan texten hogt och
stillde frigan Hur mdnga elever gir det pi higstadier? Muntligt, innan hon forvis-
sade sig om att alla uppfattat problemet (data fran video). Ingen stencil delades ut.
Féljande text dterfanns pa tavlan:

Hogstadiet
* Exakt en tredjedel av eleverna gir i 8.an.
e Exakt 20 % av eleverna dker buss 704
* Det gir mer 4n 300 elever men mindre 4n 400 pa hogstadiet.

I exempel D fick eleverna var sin stencil med villkor och frigestillning, exakt samma
text som i exempel C ovan men med frigan Hur mdnga elever gir det pi hogstadiet?
utskriven. Inget skrevs pa tavlan. Liraren liste istillet texten hogt och fortydligade
den: ”Ni ska fi tre ledtridar. Vi vet att exakt en tredjedel gir i drskurs dtta, exakt
tjugo procent av eleverna aker buss sjuhundrafyra, vi vet att hogstadiet har mer 4n
trehundra men mindre 4n fyrahundra elever. Hur manga elever gir det pa hogsta-
diet?” (data frin video).
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Bada dessa lirare lyfte fram villkoren genom att punkta ner dem och skriva dem
under varandra. Ordet exakr inledde de forsta meningarna och dirmed framhall
lirarna den matematiska betydelsen av detta ord T7. De valde att skriva 20% med
siffror och procenttecken och att skriva talen 8, 704, 300 och 400 med siffror. Talet
en tredjedel skrevs diremot ut med bokstiver T8. Dessa tvd lirare lade dessutom in
en Gvre grins for antalet elever. Problemtexten angav intervallet mer dn 300 elever
men mindre iin 400'T9 .

Analys:
T7 och T8 ir i stort sett identiska med T5 och T6 ovan.

T9

1) Problemtexten innehsll uttrycket mer dn 300 elever men mindre in 400. Detta
ir ett angivande av ett intervall, som 4r ett begrepp och en konvention. Innebérden
i uttrycken mer én och mindre iin ir konventioner.

2) Tillfillet skapades genom att lirarna i problemtexten avgrinsade antalet skolelever
till ett bestamt intervall. Typiske for tillfillet var att angivandet av intervallet angavs
med uttrycken mer in 300 och mindre iin 400.

3) Lararnas roll var hir att formulera sig sa att deras elever fick tolka ett uttryck
for ett avgrinsat intervall. Elevernas roll var att tolka och forstd den matematiska
inneborden av detta uttryck.

Kommentar: I problemtexten hade lirarna tydligt markerat de tre villkoren genom
att sitta tecknet * framfor varje villkor i stillet for siffror (se kommentar till Exempel
B ovan). Lirarens val att p& detta sitt lyfta fram och poingtera de tre villkoren kan
ha haft betydelse for elevernas tillfille till matematiklirande. Eleverna kunde pa detta
sdtt ha kint sig manade att férdjupa sig i vad de tre villkoren innebar matematiske.
Angivelsen av ett intervall, mer in 300 elever men mindre iin 400, torde med sig att
problemet fick ett begrinsat antal korrekt 16sningar och att eleverna kunde anvinda
sig av strategin “gissa och prova” pa ett begrinsat antal virden.
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Lektionssamtal

Nir eleverna hade fitt problemet presenterat for sig var de ibland i behov av att
fa ett och annat utrett innan de kunde 16sa problemet. Hir foljer exempel ur tvd
lektionssamtal mellan en ldrare och hans elever medan eleverna tolkar problemet:

Lirare: [...] Vi far veta lite saker om det hir hogstadiet. Vi fir veta att pd det
hir hogstadiet s 4r det exake en tredjedel av eleverna som gér i attan.

Elev: Och en tredjedel i sjuan och en i nian.

Lirare: Fast det vet vi inget om. Exakt en tredjedel.

Elev: Om man inte vet om man inte kan det dir d&?

Lirare: Du har inte forsokt 4n [...] Forstir ni ordet exake?

Elev: Ja, Nej!

Lirare:  Exakt en tredjedel, precis en tredjedel av eleverna gir i attan. Sen fir vi
veta en sak till, att exake tjugo procent av eleverna pd hela skolan aker
buss.

Elev: Tjugo procent.

Lirare och elev tolkade hir betydelsen av en tredjedel gick i attan lite olika. Liraren
visade att dven om en tredjedel av eleverna gick i skoldr 8 behovde inte resten av
eleverna fordelas lika mellan skoldr 7 och 9 T10. Liraren betonade och forklarade
uttrycket exakt en tredjedel T11.

Analys:

T10

1) En tredjedel 4r en referent for ett begrepp. En tredjedel 4r 4ven en representant
for det mer omfattande begreppet rationellt tal.

2) Tillfillet uppkom nir eleven drog slutsatsen att om en tredjedel gir i attan, sa gar
en tredjedel i sjuan och en tredjedel i nian. Genom sitt svar "Fast det vet vi inget
om” klargjorde liraren indirekt for eleven att en tredjedel av ndgot inte innebiir att
resten av det hela nédvindigtvis behover delas in i tredjedelar. Typiske for tillfillet
var att det var ett samtal som utgick frin elevens felaktiga pastdende och handlade
om begreppet en tredjedel.

3) Lirarens roll var att utifrin elevens péstiende siga emot och dirmed forsoka
justera elevens felaktiga uppfattning om begreppet en tredjedel. Elevens roll var att
lite provande avsloja for liraren sin uppfattning av begreppet en tredjedel och efter
lirarens respons korrigera sin uppfattning till en mer korrekt.
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T11

1) Innebérden av termen “exakt” 4r en matematisk konvention.

2) Tillfdllet uppkom nir liraren betonade och férklarade ordet “exake™: "Exakt en
tredjedel, precis en tredjedel.” Typiske for tillfallet var att liraren pé eget initiativ
lyfte fram och férklarade ordet.

3) Lirarens roll var att vilja ut och forklara den for problemet viktiga termen "exakt”.
Elevens roll var att tolka och férstd den matematiska innebérden av termen “exakt”
och att inse att detta hade betydelse for problemets 16sning.

5.6.2 Idéfasen

Idéfas med losningsutkast

Eleverna forsoker under denna fas [sa problemet, enskilt eller tillsammans med
kamrater, ibland med viss hjilp av liraren. I denna fas famlar eleverna och provar
olika matematiska idéer. Liraren vandrar runt bland eleverna och stimulerar till
problemldsning. Fas 2 ir slut nir eleverna har funnit (minst) en specifik mate-
matisk idé som de kan arbeta vidare med.

Tillfallen som uppkom péa grund av I6sningsidéer

Hir f6ljer ndgra exempel pd hur matematiska idéer behandlades under idéfasen, dir
samtliga data 4r himtade frin inspelade lektionssamtal mellan lirare och elever:

Lirare:  Vad har ni gjort?
Elev: [...]en tredjedel gick i dttan sé vi tog 350 delat pa 0,33, det vart 1060.

Eleverna arbetade med tolkning av begreppet en tredjedel T'1. De utférde proceduren
division med 0,33, istillet f6r act dividera med 3 T2.

Analys:

T1

1) Hir behandlades begreppet en tredjedel som eleverna tolkat som att de skulle
dividera med 0,33.

2) Det typiska for detta tillfille var att tolka texten i problemet och forstd vad som
skulle beriknas. Tillfillet uppkom eftersom problemet var formulerat s att eleverna
var tvungna att tolka vad en tredjedel innebar i detta fall och vilken strategi de skulle
vilja utifrin detra.

3) Lirarens roll var att ta reda pd om och hur eleven uppfattat en tredjedel. Elevens
roll var att tolka texten for att sedan vilja strategi. Det 4r nodvindigt att eleven
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forstdr vad det frigas efter innan det 4r mojligt att arbeta vidare, i detta fall att forstd
begreppet en tredjedel och vilja en division som strategi och operation.

T2

1) Eleverna genomférde proceduren att dividera med 0,33. 2) Tillfillet uppstod
som ett resultat av att problemet var formulerat med texten en tredjedel skrivet med
bokstiver och hur eleverna tolkat detta. Hir hade de tolkat det som att de skulle
dividera med 0,33. 3) Lirarens roll var att ta reda pa hur eleverna tolkat en tredjedel
och vad de sedan avsig att gora for att [6sa problemet. Elevernas roll var att tolka
problemet och vilja strategi, i detta fall proceduren att dividera.

Lirare:  Jaha. Jag tror ni kommit lite tokigt... ifall ni tinkte en tredjedel. Jag tror
jag forstdr hur ni tinkte, en tredjedel, det 4r inte sikert att det ér atta
klasser av varje drskurs p& den hir skolan, men om vi backar lite s3 hir,
350 var liksom ett férslag pd hur manga det gick pa den skolan, men
en tredjedel dd utav 350 hur ska man rikna ut det?

Elev: 350 delat i 0,33, en tredjedel.

Eleven arbetade med strategin “gissa och prova” genom att ta reda pa vad en tredjedel
av 350 var T3. Direfter utférdes proceduren division T4. Eleven saknade forstdelse
for begreppet en tredjedel.

Analys:
T3

1) Strategin "gissa och prova” behandlades vid detta tillfille. Liraren eller eleverna
hade valt ett tal mitt i intervallet mellan 300 och 400 och undersskt en tredjedel
av 350.

2) Typiskt for detta tillfille var att eleverna maste ha forstdelse for vad en tredjedel
dr innan de kan vilja strategi. Strategin att gissa och prova” innefattar bide val av
ett limpligt tal och val av operation (procedur). Hir ir det proceduren att dividera
med 3.

3) Lirarens roll var att hjilpa eleverna att tolka problemet for att utifrén tolkningen
vilja strategi. Elevernas roll var att tolka problemet och vilja strategi. Detta tillfille
utnyttjades av liraren for att fi veta hur eleverna tolkat problemet genom att lita
eleverna beritta vilken strategi de valt.
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T4 Samma som T2 ovan.

Lirare:  Nej, okej siger sa hir, vi tar ett enklare exempel. Jag har en jittestor tarta
och den kostar trehundrafemti spinn, hur mycket kostar en tredjedels
tirta? Hur ska man rikna d&?

Liraren ger eleverna ett liknande problem, en tirta som strategi for att eleverna ska
kunna associera till en bild av en cirkel eller rektangel att dela i tre delar i stillet for
att enbart dela trehundrafemti kronor 1 tre delar T'5.

Analys:

T5

1) Vid detta tillfille behandlades olika sitt att ta reda pé en tredjedel genom att
vilja olika strategier.

2) Den strategi som eleverna hade anvint var att (felaktigt) berikna en tredjedel
av 350. Liraren gav dem d& ett liknande exempel, att de istillet skulle tinka sig en
tirta som kostade 350 kr och ta en tredjedel av tirtan och rikna ut vad den skulle
kosta. Genom att foresld en tdrta kunde eleverna fi en geometrisk bild, liraren gav
pa detta sitt eleverna en tydligare bild av hur stor en tredjedel 4r. En cirkel uppdelad
i cirkelsektorer ir ett vanligt sitt att illustrera briket en tredjedel. Genom att tinka
sig att ta en tredjedel av kostnaden 350 kr for en hel tirta fick eleverna méjlighet
att koppla till sina vardagserfarenheter.

3) Lirarens roll var att ta reda pa vilken strategi eleverna valt, syna den i sommarna
och eventuellt komma med ett annat forslag om elevernas egen strategi inte visat
sig hallbar. Elevens roll var att tolka problemet och vilja en limplig strategi.

Elev: Man delar det pa tre!

Lirare:  Vad gjorde ni hir? Ni delade pa 0,33, ni delade pi en tredjedel?

Elev: 350 delat i3 120 [...] 120 ginger 3 idr 360

Lirare: Det verkar ju stimma med det, men nu gick ni till 360 i stillet for 350.
Men om ni tar 350 delat pé 3 vad blir det?

Elev: Det var 120 [...] 116, 666

Lirare: 350 delat i 3, var det ett bra svar, att det gér 116,666?

Elev: Nej men det ir fel. (Eleven har insetr att svaret ska vara ett heltal.)

Liarare:  Nu limnar jag er f6r nu har ni fitt nigot att tinka pd hir. Ni har en bra

start hiir, tycker jag.
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Eleven genomfor proceduren division av 350 med 3 T6. Eleven har insett att svaret
ska vara ett heltal och har visat forstdelse for begreppet heltal till kan skilja heltal
frin tal som inte ir heltal T7.

Analys:
T6

1) Hir behandlades proceduren division och sirskilt division med 3.

2) Typiskt for detta tillfille var att liraren skapade tillfillet genom att eleverna fick
beskriva hur de 6verfort begreppet en rredjedel till proceduren “delar det pd tre”.
Liraren frigade om de delar med 0,33 eller med en tredjedel.

3) Lirarens roll var att stilla frigor som innebar att eleven forklarade sitt val av
procedur. Elevens roll var att kritiskt syna sina tidigare berikningar och 4ndra sin

felaktiga uppfattning till en korrekt.

T7

1) Hir behandlades begreppet heltal i forhéllande till tal som inte ir heltal.

2) Typiske for detta tillfille var att liraren stillde en utmanande friga som inte ledde
fram till en korreke 16sning av problemet. Tillfillet uppstod nir liraren frigade vad
350 delat pa 3 blir, och eleven fick fram ett svar som inte var ett heltal.

3) Lirarens roll var att stilla den utmanande frigan. Elevens roll var att besvara
frigan och genom svaret inse att 350 dividerat med 3 inte ger ett heltal och dirfor
inte passar som svar eftersom antalet elever méste vara ett heltal. Elevens roll var dven
att i niista skede inse att endast tal delbara med 3 ger heltal vid division med 3.

5.6.3 Losningsfasen

Losningsfas

Eleverna loser nu en del av eller hela problemet och diskuterar sin 16sning med
en eller flera kamrater eller med liraren. I denna fas prévas rimlighet och hypo-
tes. Eleverna jimfor losningar med varandra och forssker komma Gverens om
en gemensam losning eller flera alternativa 18sningar. Fas 3 ir slut nir eleverna
anser sig ha lost problemet.
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Tillfallen som uppkom pa grund av |6sningsforslag

Hir foljer nigra exempel pd matematiska idéer som behandlades i 16sningsfasen:

(Lektionssamtal. Uppgiften var hir inte begrinsad till mellan 300 och
400 elever.)

Elev: 840
Lirare: 840, gir det att dela pa 3?
Elev: Det gor det sikert [...] 870 gir ocksd att dela pa 3

Lirare: Vad sa du nu..., 840 gick det att dela med det... 615 har ni kollat dom
emellan...630, 645 prova med det [...] vad tyder det p&?
Elev: Det finns ju massor med svar.

Lirare: Vad ser ni fér monster?

Elev: Det ska i alla fall gd att dela pd bidde 3 och 5.

En elev i en elevgrupp gav flera exempel pa olika méjliga 16sningar av problemet.
Liraren uppmanade eleverna i gruppen att kontrollera om talen ifriga gir att dela
pd 3. T1 Liraren gav exempel pé tal som lig mellan elevernas forslag pa 16sningar
T2. En elev péstod att det finns massor av svar. Liraren uppmanade dé eleverna att
soka efter ett monster. Eleven svarade att antalet i alla fall skulle vara delbart med

bade 3 och 5 T3.

Analys:

T1

1) Hir redovisade en elevgrupp exempel pa olika heltal (begrepp) som de tyckte
passade in. Liraren uppmanade dem att undersoka om talen ifriga var delbara med
3 (delbarhet ir ett begrepp).

2) Typiske for tillfillet var att elevgruppen redovisade flera tinkbara svar for liraren
och liraren uppmanade dem att kontrollera om dessa tal var delbara med 3. Tillfillet
uppkom nir elevgruppen redovisade for liraren vad de dittills kommit fram ill.
3) Lirarens roll var att lyssna pé eleverna och sitta sig in i vilka svar dessa hittills
ansdg vara mojliga och att stilla en friga som ledde till att eleverna insdg att talen
skulle vara delbara med 3 och till att de kontrollerade sina l6sningsforslag. Elevens
roll var att redovisa vad de hittills kommit fram till samt att inse att talen mdste
vara delbara med 3.
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T2

Liraren gav hir exempel pa tal som lig mellan elevernas forslag pd 16sningar, 630,
645 (heltal dr begrepp).

2) Typiske for tillfillet var att liraren insdg att eleverna hade hoppat 6ver tinkbara
svar och att liraren uppmanade dem att underséka tal emellan de tal de kommit
fram dill. Tillfdllet uppkom nir lidraren tog del av de forslag till [6sningar eleverna
dittills kommit fram ill.

3) Lirarens roll var hir att kritiske granska elevernas losningsforslag och att forma
eleverna att undersoka noggrannare. Elevernas roll var dels att redovisa det de kom-
mit fram till, dels att undersoka flera tal mellan de fungerande tal de redan hade
funnit.

T3

1) En elev pastod hir att det fanns massor av svar och liraren uppmanade d& elev-
erna att soka efter ett moénster (monster kan ses som ett begrepp). En elev svarade
att antalet 1 alla fall skulle vara delbart med bade 3 och 5 (elevens uttalande ir ett
uttryck for en funnen regel/formel).

2) Typiske for tillfillet var att en elev pastod att det fanns massor av svar och att
liraren kontrade med en uppmaning till elevgruppen att soka efter ett monster.
Eleven framférde direfter slutsatsen att antalet elever i alla fall skulle vara delbart
med bdde 3 och 5. Tillfillet uppkom nir elevgruppen redovisade for liraren vad de
hittills kommit fram «ill.

3) Lirarens roll var att lyssna pé elevgruppen och att uppmana dem att ska efter
ett monster, detta skulle kunna hjilpa dem att finna en regel/formel. Elevens roll
var att soka efter ett monster och att férsoka uttrycka det.

Kommentar: Detta tillfille kan dven uppfattas som en lotsning eftersom liraren
serverade eleverna flera korrekta svar for att f dem att hitta flera korrekta losningar
och den slutliga regeln/formeln. Ett alternativ kunde ha varit att liraren latit eleverna
fritt undersoka alla heltal mellan tvd av sina presenterade korrekta 16sningar och pa
sa sitt upptickt monstret.

Lirare:  Duhar kommit pd 315, d& kan du sitta upp. Giller det hir villkoret d&?
[...] Giller det hir villkoret? [...] Giller det hir villkoret? [...] Finns
det fler sdna losningar?

Elev: 330 kanske.

Liraren hjilpte en elev att prova sin korrekta 16sning 315 med hyjilp
av de tre villkoren och utmanade sedan eleven genom att friga om det
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fanns fler sddana 16sningar. Tecknet pd osikerheten hos eleven (ordet
kanske) kan bero pa att eleven tidigare inte hade insett att det faktiske
fanns flera korrekta svar T4.

Analys:
T4

1) Lirare och elev kontrollerade vid detta tillfille tillsammans om de tre villkoren
uppfylldes av losningen 315 (ett heltal, ett begrepp), (att lyfta fram och prova be-
stimda villkor kan betraktas som en konvention).

2) Typiske for tillfillet var att liraren utgick frin det forslag till [6sning, 315, som
eleven hade presenterat. Liraren betonade de tre villkoren och hjilpte eleven att
prova dem ett efter ett. Tillfillet uppkom niir liraren hade tagit del av elevens [6sning,.
Genom att friga om det fanns fler sidana 16sningar gavs eleven majlighet att inse att
det kunde finnas flera korrekta svar som uppfyllde de tre villkoren. Resultatet blev
att eleven ndgot tveksamt gav ett forslag pé ytterligare en 16sning (330 kanske)

3) Lararens roll var att sitta sig in i elevens losande och bedoma om eleven var pd
ritt vig, att tillsammans med eleven syna ett korreke 18sningsforslag, och genom det
lyfta fram de tre villkoren samt motivera eleven att s6ka efter flera tal som uppfyllde
villkoren. Elevens roll var att redovisa det hon eller han kommit fram till dittills och
tillsammans med liraren kontrollera svaret genom att prova de tre villkoren och
att genom ldrarens friga inse att det kunde finnas flera korrekta som stimde med
villkoren och att soka efter flera svar.

(Efterintervju, Uppgiften var hir inte begriinsad till mellan 300 och
400 elever.)

Elev: Att man kunde dela det [...], att det gick 300 si dir, det kunde man.

Intervjuare: S& om det var 300 emellan s3 var det ok?

Elev: Mm, d4 var det bra.

Intervjuare: Sa vad blev nista 16sning, tyckte ni? Efter 6002

Elev: Ja, d& var det bara att [...] D4 prévade man ett tal, 900.

Intervjuare: S3 ni hade 300 emellan, kan man siga.

Elev: Japp.

Intervjuare: Hur kom det sig att det gick just 3002

Elev: Det dr vil ett tal som gér att dela pd 3 och i 20 % av [...] som ir
jimnt.
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Eleverna hade provat division med 3 pé talet 300 och konstaterat att det resulterat i
ett heltal och sedan provat multiplar av 300 som lésningar. Eleven hade konstaterat
att heltalet 300 uppfyllde villkoret att vara jimnt delbart med 3 och att om man tar
20 % av 300 resulterar det ocksd i ett heltal T'5.

Analys:

T5

1) Vid detta tillfille hade eleverna arbetat med division med 3 (procedur) och tagit
20% av tal (procedur) och genom att gissa och prova (strategi) kommit fram till
16sningen 300 och l6sningar som var multiplar av 300.

2) Typiske for tillfdllet var att eleverna hade hittat en l6sning, 300, och sedan genom
att prova sig fram insett att dven multiplar av detta tal utgjorde 16sningar. Tillfillet
uppkom troligen nir eleverna fritt provade villkoren pa olika tal.

Kommentar: Dessa data kommer frin en uppféljande intervju vilket innebir att
det inte gar att nirmare beskriva de roller som lirare och elever hade under just
detta tillfille. Det framkom dock under efterintervjun att eleverna slutat lektionen
med uppfattningen att dessa losningar (multiplar av 300) var de enda korrekta.
Med facit i hand ir det litt att pipeka att det hade varit 6nskvire att liraren pd ett
eller annat sitt hade satt sig in i elevernas begrinsade uppfattning av l6sningar pa
problemet och exempelvis utmanat dem att de soka efter flera méjliga svar. Eleverna
hade klart for sig vilka villkor som skulle gilla men insig inte att dven andra tal in

multiplarna av 300 kunde uppfylla dessa villkor.

(Ett exempel pa ett problem som elever formulerat i slutet pé fas 3, i en
av de tvd klasser dir problemet utvidgades):

1. I en orienteringsklubb var en femtedel elitlopare

2. Exakt 25 % var nybérjare.

3. Det gir mellan 400 och 500 medlemmar

4. Exake tvé fjirdedelar var medelduktiga

Fraga 1) Hur minga medlemmar kunde det finnas?

Friga 2) Hur ménga kunde vara elitlopare?

Svar 1) 400 st, 420 st, 440 st, 460 st, 500 st

Svar 2) 80 st, 84 st, 88 st, 92 st, 100 st
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Eleverna redovisade hir ett eget problem som liknade det ursprungliga problemet
vad giller matematiska idéer. De uttryckte olika rationella tal med bokstiver, siffror
och andra symboler, anvinde ordet exakr pé ett korrekt sitt samt stillde upp fyra
numrerade villkor. De formulerade tvd numrerade frigor och tvd numrerade svar,
dir det framgdr att de insett att problemet har flera olika 16sningar T6.

Analys:

T6

1) Vid detta tillfille behandlades matematiska konventioner. Eleverna uttrycket
en femtedel och tvd fjirdedelar med bokstiver och 25 % med siffror och procent-
symbol.

2) Typiske for tillfillet var att eleverna fick méjligheter att visa att de hade forstdte
hur olika matematiska konventioner fungerar. Tillfillet uppkom di eleverna som
en kompletterande friga fick i uppgift att formulera ett liknande problem.

3) Lirarens roll vid detta tillfille var att ge eleverna den kompletterande frigan i syfte
att ta reda pd om de kunde uttrycka sig med det matematiska spriket. Elevernas roll
var att kreativt formulera ett liknande problem och d4 anvinda olika matematiska
konventioner pa ett korreke sitt.

Kommentar: Genom att ge eleverna en férdjupande uppgift, att formulera ett eget
liknande problem, gavs eleverna méjlighet att visa vad de kunde. Elever som snabbt
16ste grundproblemet fick en majlighet att fordjupa sina kunskaper dels genom att
formulera egna problem men ocksa genom att losa kamraternas problem.

5.6.4 Redovisningsfasen

Redovisningsfas

Eleverna eller liraren redovisar olika sitt att 16sa problemet, detta sker ofta infor
hela klassen. Losningarna jamfors och olika matematiska idéer diskuteras, monster

och samband uppticks och generaliseringar gérs.

Tillfallen som uppkom da problemets I6sning behandlades

Nir olika 18sningar under redovisningsfasen presenterades, jimfordes och disku-
terades behandlades matematiska idéer. Hir f6ljer nigra exempel, tagna ur ett och
samma lektionssamtal, dir liraren diskuterade med hela klassen. Dessa tillfillen
uppkom dirfér att liraren uppmirksammade hur eleverna hade l6st problemet.
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(Lektionssamtal mellan liraren och hela klassen.)

Lirare: Har alla kommit fram till ndgonting?
Elever: Ja (Flera elever svarar.)
Lirare: Lisa, ska du gi fram till tavlan och gora din 18sning, en av dem, det

spelar ingen roll, ta den som ligger nidrmast 300. Lisa kan du skriva hur
ménga det 4r som gr i drskurs sju, drskurs dtta och drskurs nio och sen
hur manga det 4r som dker buss, och si totala antalet elever. [...] Tack
s& mycket.

(Under detta pass dr det i 6vrigt tyst i klassrummet och eleverna ir
uppmirksamma. Data fran video.)

Eleven Lisas redovisning pa tavlan:

315 _ 63 315 _ 105
5
63 dker buss 105 7:an
105 8:an
105 9:an

Liraren valde ut en elev som ldraren visste hade [8st problemet pd ett visst sitt och
lit eleven redovisa sin 16sning infér kamraterna. Det som behandlades under redo-
visningen var bland annat rationella tal, en tredjedel och 20 % och i detta problem
talens koppling till delbarhet med 3 respektive 5, eftersom 18sningen av problemet
maste utgoras av ett heltal. Ett exempel pa en korrekt losning, 315, provades genom
division med 3 och 5. Den framriknade tredjedelen 105 adderades tre ginger for
att visa att detta leder tillbaka till det ursprungliga talet, 315. Genom detta kunde
eleverna uppfatta sambandet mellan divisionen och additionen T1.

Analys:

T1

1) Vid detta tillfille behandlades begreppen rationella tal och delbarhet och sam-
bandet mellan begreppen samt procedurerna division och addition.

2) Typiske for tillfillet var att liraren organiserade sd att en elev fick visa sin losning
pa tavlan i samband med detta lyfte liraren fram begrepp och procedurer och
samband mellan dem. Tillfillet uppkom dirfor att liraren tidigare hade satt sig
in i elevernas olika l8sningar och nu lyfte fram en elevs specifika 16sning. Liraren
bestimde ocksa vilken av elevens olika svar som skulle tas som exempel, hir valdes
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det antal som lig nirmast trehundra, 315. Det 4r méjligt att liraren valde just detta
virde for att senare enkelt kunna ge exempel pé flera 16sningar genom att addera
med femton upprepade ginger.
3) Lirarens roll var att ur alla elevers losningar vilja ut en limplig och se till att
ovriga elever fick ta del av den korrekta losningen och vidare att leda ett samtal
kring begreppen och procedurerna och sambandet mellan dem. Eleven Lisas roll
var att presentera sin l6sning pa tavlan framfor sina kamrater och i ovrigt f6lja li-
rarens anvisningar. Ovriga elevers roll var under detta skede att forsoka folja med i
redovisningen och att steg for steg sitta sig in i I6sningen, se olika samband mellan
begrepp och procedurer och att dra generella slutsatser utifrin detta.
Kommentar: Eleven Lisa redovisade p4 lirarens uppmaning en 16sning dir antalet
elever formodades vara exakt detsamma 1 skolans tre drskurserna (7:an, 8:an och
9:an), vilket inte behver vara fallet om man foljer problemtexten. Att en tredjedel
av eleverna gir i en viss drskurs behover ju inte innebira att resten av eleverna ir
jimnt fordelade pa tva drskurser. Det dr mycket majligt att liraren tog till detta for
att forrydliga och forenkla begreppet en tredjedel for eleverna. Det méjliggjorde ju
additionen av de tre lika stora tredjedelar tillbaka till det hela.

Under det fortsatta samtalet kompletterade liraren stegvis Lisas 16sning pé tavlan
(se ovan) med texten:

| 20%=1/5=0,2

Lirare:  Tomas, du hade ndgot annat?

Elev: Men det blev ju fel!

Lirare: Varfor blev det fel? Om du siiger att det blev fel, hur kan det vara fel?[...]
Det ir fler dn 300, s dir ir det ritt. Och sen sd om vi tar 303, hur manga ir
det som gr i arskurs sju d4, Tomas?

Elev: [Ohérbart svar. ]

Liraren. D4 dr det 101 i sjuan och i dctan. S3 stdr det att exakt tjugo procent
kommer till skolan med buss nummer sextio. Och om ni kollar med
Lisa sd ser ni hur hon har gjort, hon har delat med 5. Hur kan tjugo
procent och delat med 5 héra ihop, ir det samma sak det?

Elev: [Ohérbart svar.]

Lirare: S& tjugo procent ir lika med en femtedel, kan jag skriva det pd annat
sdte?

Elev: 0,2.

Liarare:  Det hir sista talet vad kallar man det (liraren pekar pd 0,2)?
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Elev: Decimaltal.

Lirare:  Ett decimaltal. Vad kallar man det hir (liraren pekar pa 1/5)?

Elev: Brik.

Lirare:  Ett brak. Och det hir (liraren pekar pa 20 %)?

Elev: Procent.

Lirare:  Procent, ja. Ser ni att det 4r lika med pa alla stillen? Nir ni héll pd med
brikstakarna sd kom ni fram till att det var mycket som var lika, eller
hur? D4 s kan man dela med 5 for att f3 fram hur minga det ir som
dker med buss. D3 ska vi kolla, Tomas ta och dela etthundraett med
fem, d& fir du fram de dir tjugo procent eller hur? [...] D4 ir Peter din

sekreterare.
Elev: [Ohorbart]
Lirare: DA undrar jag, 20,2 nir det giller minniskor?
Elev: Det gar inte!
Lirare: Det gir inte. Och det stdr exakt. Och di menas det exakt. Kan det vara

101 elever i varje klass da?

Elev: Nej.

Eleven hade foreslagit 303 som en 16sning och fitt klart for sig att den 18sningen var
fel, det 4r inte sikert ett hon visste varfér. Han visade under det fortsatta samtalet
att han konstaterat att 303 dividerat med 3 dr 101. Liraren hinvisade till Lisas
genomgangna losning pa tavlan och repeterade att om man beriiknar tjugo procent
av ndgot innebir det samma sak som att ta en femtedel. Med hjilp av en kamrat
med miniriknare konstaterar eleven Tomas att 101 dividerat med 5 ir 20,2 och
dirfor kan inte 303 komma ifriga som en 18sning T2. Liraren lyfte under samtalets
gang dven fram olika uttrycksformer for och benimningar pé rationella tal T3.
Slutligen tar liraren upp tolkningen av ordet exakr som har en mycket specifik
betydelse vid I3sningen av detta problem T4.

Analys:
T2

1) Eleven hade utfort division med 3 genom att anta virdet 303 och redovisa resul-
tatet 101. Han hade diremot inte tagit 20 % av 303. Liraren pdminde om att det
dr samma sak som att ta en femtedel av 303. De matematiska idéer som férekom
hir var begrepp som olika rationella tal och proceduren division.

2) Typiske f6r detta tillfille var att liraren hade uppticke eleven Tomas felaktiga
16sning och att han tog upp den till prévning pa tavlan under samtalet med hela
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klassen. Tillfillet uppkom genom att Tomas visat liraren sitt forslag till 16sning,
303.

3) Liraren roll var att sitta sig in i elevens losning och utifrin den leda en kritisk
provning med hela klassen, dir villkoren lyftes fram och samband mellan olika
rationella uttryck och procedurer fortydligades. Elevens roll var att sitta sig in i
Tomas 16sning, forstd villkoren och att dra slutsatser om rationella tal och deras

koppling till division.

T3

1) Nir ldraren lyfte fram olika uttrycksformer och benimningar f6r det rationella talet
tjugo procent behandlades olika konventioner.

2) Typiskt for tillfillet var att liraren stegvis lyfte fram olika sitt att skriva tjugo pro-
cent och dven hur varje uttrycksform benimndes. Tillfillet uppkom i samband med
den kritiska granskningen av Tomas felaktga 1sning och kopplingen till Lisas kor-
rekta 16sning. Lirarens roll var hir att genom att stilla en rad frigor fi eleverna att ge
exempel pd olika uttrycksformer for ett bestimt rationellt tal och #ven att benimna
de olika formerna. Elevens roll var att forsoka besvara frigorna och inse hur ett och
samma rationella tal kan skrivas och benimnas pa tre olika sitt.

T4

1) Hir betonade lidraren ordet exakz och lyfte fram tolkningen av ordet i matematiska
sammanhang och denna kan betecknas som en konvention.

2) Typiske for tillfillet var att liraren genom att utgd fran ett felakrigt forslag, 20,2
och genom att stilla frigor till eleverna klargjorde den matematiska innebérden av
ordet exakt. Tillfillet uppkom i samband med att Tomas felaktiga 16sning synades
i sommarna. Lirarens roll var hir att med hjilp av det felaktiga losningsforslaget
sitta fokus pa skillnaden mellan 20,2 och ett heltal och dirigenom lyfta fram den
matematiska betydelsen av ordet "exakt”. Elevens roll var att forstd inneborden i
och konsekvenserna av ordet exakt och forsoka svara pé lirarens frigor.

Lirare: [...] Och forsta talet som Lisa kom till di var 315. Vilka fler kom ni
fram «ill?

Elev: Vart femtonde tal ir ritt!

Lirare: Ja just det, vart femtonde tal dr ritt. Du har skrivit upp nagra fler, far
jag hora da!

Elev: 330, 345, 360, 375, 390, 405, 420.
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Lirare: Tack det ricker! Det ska vara jimnt delbart med vad d&? Hur ménga
drskurser finns det i hogstadier?

Elev: 3.
Lirare: Man méste kunna dela det med 3 och sen samtidigt med vilken siffra?
Elev: 5.
Lirare:  Med 5 sd det ska vara jimnt delbart med 3 och 5 och det blir det nir

man ligger pé 15 eller hur?

Eleverna visade att de dragit slutsatsen att delbarhet med tre och fem innebar vart
femtonde tal. De kunde nu ge ménga korrekta losningar utan att hoppa 6ver nagon.
Liraren fortydligade for alla elever hur delbarhet med 3 och 5 innebir samma sak
som att addera 15 till en 16sning fér att hitta nista losning T5.

Analys:

T5
1) Hir behandlades begrepp som delbarhet med 3 och 5 och kopplingen mellan
detta och proceduren addition med 15.
2) Tillfillet uppkom nir liraren stillde frigor och en elev redovisade vad Lisas grupp
kommit fram till. (Lisa var den elev som tidigare visat en korrekt 16sning pa tavlan.)
Typiske for tillfillet var att liraren bad Lisas grupp ge exempel pa 16sningar utifrén
l6sningen 315 som redan redovisats pa tavlan. Liraren kompletterade sedan med
fortydligande frigor for att gora alla elever medvetna om ménstret, att man kan
addera med 15 for att finna nista 16sning.
3) Lirarens roll var att hjilpa eleverna att dra slutsatser och gora generaliseringar.
Elevens roll var att inse konsekvensen av att alla tal var delbara med 3 och 5, att
detta innebar att det alltid var en differens pd 15 mellan de korrekta svaren.
Under nedanstiende fortsittning av samtalet gor liraren en tabell med tre ko-
lumner pd tavlan. I rubrikerna stér det brik, decimaltal och procent. Eleverna gor
motsvarande tabeller i sina hiften och fyller pa egen hand i sina brék efter att liraren

skrivit|1/1 1,0 100 %|1 den forsta raden. (Data frin video)

Lirare: Jag tinkte vi skulle fortsitta, Madde forstod du det hir?

Elev: Ja.

Ny elev:  Jag fattar ingenting.

Lirare:  Jag tror du skojar med mig idag. I stillet for att ni har era egna brakstakar
s ska ni f& lina brikstakar utav mig och da vill jag att ni skriver upp i
tabell som procent, som brak och sen som decimaltal och dé ska ni fa
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nddvindigt material av mig. D4 kan ni ligga upp pa dom hiir brickorna
[...] jag vill ha in dom dir papprena [...] alla ska jobba med dom hir
brakstakarna [...] skriv girna upp i boken. Kommer ni ihdg att vi hade
problem med sjundedelar och det ir dirfor dom inte har det med. Hur
ménga ir det som har héllit pd med det hir forut?

Elev: Det fattas niondelar och elftedelar ocksa.
Lirare: Det spelar ingen roll, gér som en matta!
Elev: Se vilken fin brékstake! Vad ska jag géra nu?

Lirare: Vad idr det forsta briket, den hir som #r bla del, ja? Och om det blir
som decimaltal, ja? Ja, det &r 100%. Vad 4r det i brakform? En del. Och
som decimaltal? Ett komma noll. Vi kan ju skriva s manga nollor vi
vill. Hur manga procent dr det da? [...] Ja, hundra procent. Nista vad 4r
det d&, den bruna? Det ir en halv. Och sen nista da, vad ar det dd som
decimaltal och som procent? Nu gick brikstaken &t skogen [...]. Ni
ska gora allihop [...] Nu idr det inga miniriknare.

Liraren foljde upp samtalet kring begreppet rationella tal genom att dela ut det
konkreta materialet "brakstakar” till var och en och gav dem i uppdrag att fylla i en
tabell, dir de betecknade motsvarande rationella tal i brikform, procentform och
decimalform. Liraren visade pé tavlan hur tabellen skulle fyllas i T6.

Analys:
Té6

1) Hir behandlades begreppet rationella tal genom att liraren &terknée till en
tidigare lektion, ddr det konkreta materialet ”brakstakar” anvints. De rationella
tal som symboliserades av "brikstakarna” skulle hir skrivas i tre former, som brak,
procent och decimaltal i en tabell. Olika sitt att beteckna och benimna rationella
tal 4r konventioner.

2) Typiske for tillfillet var att ldraren delade ut det konkreta 8skddningsmaterial som
eleverna tidigare anvint, ritade en tabell pd tavlan och genom frigor till eleverna
fyllde i forsta raden for att sedan uppmana eleverna att fullf6lja motsvarande tabell
i sina hiften.

Tillfillet uppkom dirfor att liraren planerat det i f6rvig som en avslutande 6vning
pa lektionen.

3) Lirarens roll var hir att skapa och presentera en uppgift dir eleverna med hjilp
av det konkreta materialet skulle fi ytterligare mojligheter att sitta sig in i de ratio-
nella talen som begrepp och 6va att uttrycka dem pa olika sitt. Elevens roll var att
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utifrin det konkreta materialet skriva stambréken som tal i brikform, procentform
och decimalform.

Kommentar: Vid detta tillfille handlade aktiviteten som eleverna sysslade med om
olika verforingar (transfer). Det var dels verféring frin konkret representation till
skrivna matematiska uttryck, dels 6verforing mellan de olika matematiska uttrycken,
olika sdtt att uttrycka samma tal.

5.7 Global analys och diskussion av tillfallen

Diskussionen delas upp i tre delar som besvarar de tre forskningsfrigorna en i taget.
Hir behandlas resultaten pé ett 6vergripande sitt. I den forsta delen besvaras frigan
om vilka tillfallen till matematiklirande som kunde uppkomma. I den andra delen
diskuteras tinkbara orsaker till att tillféllen till matematiklirande kunde uppkomma.
I den tredje och sista delen diskuteras hur tillfillena utnyttjades och betydelsen av
att lirarna och eleverna hade olika roller vid tillfillet.

5.7.1 Tillfallen till matematiklarande

I detta avsnitt redogors for olika matematiska idéer som kunde uppkomma och
didrmed skapa tillfillen till matematiklirande.

Begrepp

Problemet behandlade rationella tal i olika uttrycksformer. De begrepp som dterfanns
under de olika lektionerna var rationella tal skrivna i brikform, procentform och
decimalform samt uttryck som briktal, procent, procenttal, decimalt tal, tiljare och
nimnare. Begrepp som dessutom berdrdes var delbarhet, intervall, heltal, ménster
och innebérden av begreppet exakt.

Procedurer

Procedurer som férkom under lektionerna var addition, multiplikation och divi-
sion med rationella tal som positiva heltal eller tal i brikform, decimalform och
procentform. Uppstillning av rationella tal i brikform och delbarhet har dven
samband med proceduren division. P4 en hemsida fanns tvd linkar Brik och
Procent som gav exempel pd olika procedurer. Vid arbetet med tabeller férekom
proceduren att fylla i en tabell. Nir miniriknare anvindes férekom proceduren
avrundning.
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Sambandet mellan begrepp och procedurer

Problemet kriver bland annat forstielse f6r 6vergingen mellan begrepp och procedur.
En tredjedel kan uppfattas som ett rationellt tal och som division med 3, 20 % kan
forstds som division med 5. Dessa insikter kunde leda till att problemet kunde [6sas.
Aven samband mellan division och addition visades under en av lektionerna genom
att division med 3 anknéts till addition av tre lika stora delar (tal).

Konventioner

Problemet var formulerat s3 att det handlade om flera villkor som skulle uppfyllas.
Dessa villkor kunde punktas ner och markeras pa olika sitt med * eller med siffror
pa konventionellt sitt. Termen exakr hade en central betydelse och anvindes i fré-
gestillningen for att tydliggor att det handlade om hela tal, att tal som representerar
minniskor inte kan férekomma som delar. Hur rationella tal ska benimnas och
betecknas maste félja givna konventioner for att ge méjlighet till kommunikation.
En tredjedel och tjugo procent, skrevs med bokstiver, siffror och symboler, uttrycken
en 7 - 9 skola, ik 7 och 300 elever, skrevs med siffror dvs. matematiska symboler och
konventioner. Aven decimalkomma, brikstreck, procenttecken och likhetstecken
forekom som konventioner. Tal skrevs pa ett flertal sitt, som 20%, 7, 60 och 300.
D4 problemet var formulerat med uttrycket mer édn 300 elever men mindre in 400
dvs. ett angivet intervall 4r dven detta ett exempel pa konvention.

Strategier

Strategin att 16sa ett liknande, fast enklare problem presenterades i exemplet med
tirtan som kunde delas i tre delar och kostnaden 350 kronor som skulle delas pd
3. "Gissa och prova” anvindes som strategi da olika tal testades vid division med 3.
Ett annat exempel pi strategin “gissa och prova” var att utgd frin en del (ex. 105
elever) och multiplicera med 3 eller addera talet tre gdnger. Genom att arbeta med
konkret material erbjods eleverna en strategi for att uttrycka rationella tal pa flera
olika sitt och for att fi en bild av talen.

Regler och formler

Elever och lirare kom fram till generella utryck som regler, som att talet skulle vara
delbart med bade 3 och 5, att I6sningarna var vart femtonde tal eller att man kunde
addera 15 dill en 18sning f6r att finna nista 16sning.
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5.7.2 Orsaker till att tillfallen till matematiklarande uppkom

I detta avsnitt behandlas olika orsaker till att tillfillen till matematiklirande upp-
kom.

Tillfallen i introduktionsfasen som berodde pa hur problemet
formulerades och presenterades

Lirarna introducerade problemet for sina klasser pa olika sitt. En del elever fick
ett nedskrivet problem och andra fick ett muntligt formulerat problem. Ett till-
fille uppstod nir en av lirarna lade problemet p& en hemsida och skapade linkar
till information och évningsuppgifter. Denna lirare valde ocksd att formulera en
rubrik som innehdll ordet “brdk”. Bade rubriken och de anslutande linkarna gav
eleverna en vink om vilken sorts matematik problemet handlade om. Att redan
fran borjan presentera problemet som ett brikproblem kan ha hjilpt eleverna att
losa problemet, men det kan dven ha tagit bort en del av utmaningen. De elever
som istillet mottes av rubriken ” Hur mdinga elever” fick kanske en annan idé och
andra associationer. Ett annat sitt att formulera problemet var att avgrinsa antalet
skolelever till ett bestdmt intervall, pa detta sitt kunde dven uttrycken mer dn 300
och mindre iin 400 behandlas.

Lirarnas sitt att strukturera problemtexten for att lyfta fram villkor och frigor
kunde, om det var vil genomfért, utgora en forebild for eleverna och ge eleverna ett
bittre utgingslige for att arbeta med problemet. Tre av lirarna hade tydligt punkrtat
ner de tre villkoren och skrivit frigan for sig, medan den fjirde liraren hade satt en
punkt dven framfor frigan och dessutom lagt till en ledande f6ljdfraga, ” Finns der
mer iin ett svar?”. Det kunde ha inneburit att eleverna forstod att de inte var klara
nir de hade funnit en 16sning men det kunde ocksa ha tagit bort en spinnande
diskussion som skulle ha kunnat uppsté dé eleverna mirkte att de hade olika svar,
som alla sedan skulle ha visat sig vara korrekta.

Tva av lirarna kompletterade uppgiften genom att uppmana eleverna att kon-
struera egna problem. De elever som uppfattat att problemet innehéll tre villkor
dterkom till detta di de formulerade ett eget problem. I denna studie formulerade
eleverna sina egna problem fére den gemensamma genomgangen. De problem
som de sjilva konstruerade visade om de hade forstatt de matematiska idéerna. Det
hade #ven varit méjligt att komplettera problemet med dnnu ett delproblem dir
man uppmanade eleverna att finna ett generellt uttryck for alla 16sningar (se den
teoretiska genomgangen).

Lirarna valde att formulera problemet s3 att vissa tal skrevs med bokstiver medan
andra tal skrevs med siffror. P4 detta sitt gavs eleverna méjligheter att tolka och
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oversitta tal skrivna med bokstaver till tal skrivna med siffror och andra matematiska
symboler som brakstreck och procenttecken.

Problem av typen Hogstadiet kan uppfattas som att det bara handlar om att komma
pa ett "trick”, dvs. att uppfatta delbarhet med 3 och 5, dvs. 15. I denna studie kan
man se att problemet ocksd fungerade for att tydligt avgrinsa ett matematiskt pro-
blem frin ett vardagsproblem. Eleverna miste f6rstd att det inte handlade om en
viss skola med ett bestimt antal elever och att det t.ex. inte hade ndgon betydelse
hur minga sittplatser det fanns i bussen eller vilket nummer bussen hade, inte hel-
ler handlade det om hur ménga elever som gick i de évriga arskurserna. Det gillde
dven att forstd att det inte var en kuggfriga (som det kan uppfattas som). Dessutom
gillde det att forstd att det inte handlade om att finna ett korrekt svar utan flera och
till sist principen for samtliga korrekta svar.

Tillfallen i introduktionsfasen som berodde av hur elever och larare
samtalade

Tillfillen uppkom nir liraren muntligt beskrev vad eleverna skulle arbeta med. En
lirare pdminde eleverna om “brikstakarna”, ett konkret hjilpmedel som de anvint
tidigare. Detta kunde ha inneburit att eleverna associerade till begreppet rationella
tal i brikform. Eleverna stillde frigor for att férstd och avgrinsa problemet. Detta
tillfille gav eleverna majlighet att férkasta onodig information. Lirarna hade ex-
empelvis kompletterat problemet med ovidkommande tal (bussnummer 60 eller
704, drskurser 7 och 8). Detta kan dels uppfattas som vilseledande information
men det kan ocksd ha utgjort ett bra sitt att f3 elever att trina pa att se vad som ir
visentligt och vad som ir visentligt for ett problems 16sning och forstd att tal kan
anvindas p4 olika sitt. Ingen elev verkade ha frigor om bussnumret och ingen hade
anvint sig av talen 60 och 704 i sin l6sning,. Diremot fanns det flera elever som
ville veta om det var lika manga elever i de 6vriga drskurserna. Flera frigor stilldes
till liraren ndr liraren vandrade runt bland eleverna, t.ex. nir eleven (felaktigt)
tolkade att "en tredjedel gér i dttan” som att det ddrmed ocksa gick en tredjedel i
sjuan och en tredjedel i nian.

Tillfallen i idéfasen

Efter att lirarna hade presenterat problemet var det upp till eleverna att forsoka
forstd och borja arbeta med 16sningen. Négra elever, som tinke 350 delat med 0,33 éir
1060, nir de skulle berikna en tredjedel, fick av sin ldrare ett liknande men enklare
problem att l6sa. De skulle bland annat forestilla sig en tirta som skulle delas pa
tre och en kostnad for tdrtan som ocksa skulle delas pa tre. Tartan kunde ha gett
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dem en geometrisk bild av hur stor andel en tredjedel 4r och att dela kostnader
hade de antagligen personliga erfarenheter av. Vissa elever hjilpte kamraterna att
forsta ate det gillde hela personer och att det dirfor inte var majligt att svara med
decimaltal eller géra avrundningar. Lirarna stillde utmanande frigor till eleverna
for att ta reda pd hur de funderade kring problemet, exempelvis: Vad ser ni for
maonster? Lirarna gav dven utmanande pastdenden som: Det finns fler svar. Tillfillen
uppkom nir eleverna var aktiva tillsammans med sina lirare och kamrater i olika
matematiska resonemang, som byggde pa frigor eller pdstdenden frin bada parter.
En intressant iakttagelse som gjordes vid videoanalys av flera klasser, var att eleverna
"tjuvlyssnade” nir liraren diskuterade med andra elever eller grupper av elever. Detta
bekriftades av liraren vid den uppfoljande stimulerade aterblicken. Lirarens samtal
med kamraterna visade sig vara intressant, elevernas uppmirksamhet viindes &t det
hall dar ldraren var. Nir de inte var tvungna att lyssna, d& lockades de att géra det.
De visste ju ocksa att alla elever arbetade samtidigt med samma problem. Liraren
besvarade kanske viktiga fragor eller férklarade ndgot som de sjilva arbetade med
och som de var intresserade av. De tjinade helt enkelt pd att lyssna.

Tillfallen i I6sningsfasen

Eleverna I6ste under losningsfasen en del av eller hela uppgiften pé egen hand eller
tillsammans med kamrater. En elev forklarade for sin kamrat varfor ett visst virde
inte dog: eftersom det mdste vara exaks. Liraren lyssnade pa de f6rslag som eleverna
hade och bad eleverna att underséka om flera tal var delbara med 3 och 5. De tal
som eleverna redovisade var delbara med 3 men liraren ville att eleverna skulle
finna ett monster dir dven division med 5 ingick. En elev visste att de sokte ett tal
som gdr att dela pi 3 och fi 20 % av [... ] som ir jimnt. En elev sammanfattade de
olika Isningarna som nimnts, att det korrekta svaret Det ska i alla fall gi art dela
pd bide 3 och 5. Speciellt en av lirarna framhéll i en intervju att hon gick omkring
och sokte efter intressanta l6sningar som sedan skulle kunna visas pa tavlan. Hir
planerade liraren for den fortsatta undervisningen, for att skapa nya tillfillen for
alla elever att lira mer av sina kamrater och tillsammans med sin lirare. Fér att den
avslutande diskussionen ska bli givande bér liraren hitta limpliga elevlosningar
att bygga det fortsatta matematiska resonemanget pé, losningar som helst leder
dnda fram till generella 16sningar och uttryck. En ldrare tyckte att det var viktigt
att eleverna fick argumentera f6r sina l6sningar. Liraren ansg att det var en del av
ldrprocessen och att lidraren var den som skulle se till att den méjligheten gavs. Ett
viktigt tillfille till matematiklirande var d4 eleverna formulerade sina egna problem,
problem som skulle bygga pa samma matematiska idéer som det ursprungliga
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problemet. Vissa elever 13ste sedan ocksd kamraternas problem. Det problem som
eleverna formulerat kunde visa om eleverna hade forstitt och kunde handskas med
problemets inneboende matematik.

Tillfallen i redovisningsfasen

Slutdiskussionen eller sammanfattningen vid redovisningen visade sig vara en mycket
viktig del av lektionen. Nigra elever berittade att de efter lektionen trodde att det
skulle vara 300 mellan de korrekta svaren. Det forekom ingen avslutande diskus-
sion i den klass diir dessa elever gick. Vid en gemensam redovisning hade de kunnat
uppticka sitt misstag. I de fall d4 lirarna lit elevernas egna losningar, korrekta eller
felaktiga, vara utgingspunke for en diskussion skapades tillfillen till matematikli-
rande. Liraren valde vilka elevlgsningar som skulle granskas och férdjupas, diskuteras
och fé6ljas upp framme vid tavlan. Losningarna anvindes framfér allt for att lyfta
fram, f6rtydliga och diskutera den ingdende matematiken.

Liraren kunde utgd fran felaktiga svar pd olika sitt, dels genom att ge eleverna
felaktiga tal att préva de tre villkoren pa, dels genom att vid redovisningen utgd
fran et felaktigt elevsvar. Eleven som pd detta sitt fick hjilp att testa sitt svar kunde
dndra sin uppfattning. En sddan redovisning skulle dven kunna inspirera de andra
eleverna att kritiskt granska sin egen och andras losningar. Nir eleverna visade sina
l6sningar pd tavlan gavs eleverna mojlighet att lyssna till och kommentera sina
kamraters l6sningar. Liraren kompletterade med fordjupande frigor for att gora
eleverna medvetna om ménster.

Konkret material anvindes i en klass i samband med redovisningen, dd alla elever
fick arbeta med "brékstakar”. P& detta sitt anvisade liraren en konkret strategi s att
eleverna kunde askddliggora olika rationella tal och se dem som ”stavar”. Genom
att "ligga” staven som betydde 1/1, 100 % och 1,0 kunde eleverna inse att samma
tal kunde uttryckas pa olika sitt. Liraren ritade dven en tabell med tre kolumner
pa tavlan. Eleverna ritade av tabellen i sina hiften och fyllde sedan i de tre uttrycks-
formerna f6r 6vriga “brakstakar”.

5.7.3 Hur larare och elever utnyttjade olika tillfallen till larande

I detta avsnitt diskuteras hur elever och lirare anvinde sig av olika tillfillen till
matematiklirande och betydelsen av deras olika roller i sammanhanget.

Tillfallen som kunde utnyttjas da problemet tolkades

De tillfillen som uppstod nir eleverna tolkade problemet var beroende av hur liraren
hade formulerat och presenterat problemet. Elevens roll var att inse att det var ett
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matematiskt problem som handlade om forstdelse for begreppet tal och dé sirskilt
begreppet rationella tal i olika uttrycksformer. Men eleven behévde redan vid tolk-
ningen av problemet ocksa ha forstaelse for vad ordet exakt betyder matematiske
sett och vad ett begrinsat intervall innebir. Fér att kunna angripa problemet pa ett
givande sitt var eleven dven tvungen att tolka de begrepp, procedurer och konven-
tioner som krivdes for att man ska kunna 16sa problemet. For att hjilpa eleverna att
komma iging méste liraren forvissa sig om att eleverna hade tillrickliga kunskaper
om allt detta. Lirarens roll blev dirfor att vandra runt och besvara elevernas frigor
och dven stilla frigor som kunde avsl6ja eventuella brister eller missuppfattningar.
Som ett komplement kunde liraren nu exempelvis lisa upp problemet for en elev
for att forvissa sig om att det inte fanns ndgra sprakliga hinder. I samtal med elev-
erna kunde ldraren pa olika sitt beméta elevens korrekta eller felaktiga pastdenden.
Under dessa samtal fick liraren ofta klart for sig vilka tolkningssvérigheter eleverna
hade sttt pd och kunde hjilpa dem vidare.

Tillfallen som kunde utnyttjas da problemet angreps

Nir eleverna vil hade forstict vad det frigades efter var det méjligt f6r dem att arbeta
vidare pd egen hand. Hir var det vikeigt att eleven gavs tillrickligt med tid for att
sjalv komma pi ett sitt att angripa problemet. Det var viktigt att f3 tid att famla
och inventera sina egna resurser for att utifrdn detta senare kunna stilla frigor till
liraren eller till kamraterna. Genom att lirarna forst liit eleverna arbeta enskilt och
sedan i mindre grupper gavs de chansen att jimfora sin strategi med kamraternas
och de kunde eventuellt byta strategi om de trodde att en kamrats strategi fungerade
bittre. Vid dessa tillfillen kunde liraren stilla frigor till elevgrupperna for att f3
dem att utveckla sina strategier. Eftersom alla elever relativt tyst och koncentrerat
arbetade med samma problem samtidigt hade eleverna dven méjlighet att “gjuv-
lyssna” nir liraren samtalade med andra elever. Liraren kunde hir utnyttja elevernas
losningsforslag, savil de korrekta som de felaktiga, for att hjdlpa andra elever som
hade svérigheter. En begrinsning i detta arbete kunde vara lirarens svérigheter att
uppfatta vissa elevers ibland trevande f6rslag. For att vara vil forberedd for sddant
miste liraren skaffa sig en fordjupad forforstielse for vilka mojliga idéer elever kan
komma med.

Tillfallen som kunde utnyttjas da problemet bearbetades

Nir eleverna hade férstitt problemet, valt en strategi och kommit med ett eget 16s-
ningsforslag gavs de alltsi tillfille att jimf6ra sina 16sningar. De kunde d& undersoka
om de hade samma lésning och om det kanske fanns flera korrekta losningar. De
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kunde undersska om nigon losning var lik eller olik en annan, korreke eller felaktig,
for att slutligen gemensamt séka ett samband mellan l6sningarna och forsska skapa
ett uttryck pa en mer generell niva. Lirarens roll var i detta skede att ta reda pé vad
eleverna kommit fram till for att uifrdn elevernas 18sningar kunna planera for den
kommande redovisningen. Lirarens roll var hir att leta efter alternativa l6sningar
sd att olika varianter kunde behandlas. Hir gillde det for liraren att vara nyfiken
och 6ppen och inte enbart begrinsa sig till de elevlosningar som var korrekta. Det
visade sig att eleverna arbetade olika fort varfor det var en fordel nir liraren redan
vid formulering av problemet lagt in en extra uppgift dir eleverna uppmanats att
formulera egna problem, l6sa dem och byta problem med kamrater. Denna fordju-
pande uppgift gav ocksé de lite mer lingsamma eleverna majlighet att i lugn och
ro slutf6ra sina 18sningar. Det ir viktigt att 4ven laingsammare elever ges tillfille att
kreativt formulera egna problem. Denna kreativa aktivitet gér det mojligt for liraren
att diagnosticera elevernas kunskaper i de omriden som behandlats i problemet.

Tillfallen som kunde utnyttjas da problemets I16sning redovisades

De tillfillen som erbjods vid redovisningen visade sig bero pa hur liraren forberett
for detta moment. Om liraren hade uppmirksammat pa vilket sitt eleverna hade
16st problemet kunde liraren se till att 6vriga elever fick ta del av olika l6sningar.
Detta kunde ske pé olika sitt, bland annat genom att liraren valde ut elever som fick
presentera sin [osning pa tavlan framfor sina kamrater eller genom att fora ett samtal
med en enskild elev infor klassen. Om elevens l6sning skrevs pé tavlan fick eleven
pa detta sitt rollen som hjilplirare. Kamraterna fick steg for steg f6lja tankegingen
i losningen och under tiden fick de se kamratens uppstillning och 18sningsmetod
redovisad. Liraren kunde vilja en 16sning f6r redovisningen som var majlig for
alla elever att forstd och f6lja och for att visa pa en struktur som kunde leda till en
generell 16sning. Om redovisningen utgick frin elevernas egna losningar kunde de
ocksa forstd att de som grupp hade tillrickliga kunskaper for att 16sa problemet. P4
detta sitt kunde liraren ocksd uppmuntra eleverna att dela med sig av sina kunska-
per. Det bor ocksd uppmirksammas att det hir inte enbart handlade om korrekta
l6sningar, det kunde ibland vara mycket givande att diskutera varfor en [6sning inte
var korrekt. En felaktig losning kunde ocksa géra eleverna medvetna om hur de
skulle kontrollera sina egna svar och dven hur de sedan skulle kunna dra generella
slutsatser utifrdn de korrekta svaren. Vid den gemensamma redovisningen hade 13-
raren mdajlighet att lyfta fram alla detaljer i problemet, dvs. olika matematiska idéer
som behandlats. I samband med eller efter redovisningen f6ljde en lirare dven upp
med en 6vning med konkret material for att ytterligare forsikra sig om att eleverna
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skulle frstd och kunna anvinda de olika uttrycksformerna for rationella tal. Liraren

kunde d3 dven kontrollera vad eleverna forstitt.

Tabellen nedan ir ett forsok att ssmmanfatta de roller lirare och elever bor ha

under problemlésningsprocessen for att tillfillen som kan ge upphov till matema-

tiklirande ska skapas.

Fas

Elevens roller

Lararens roller

1

Lyssna och lisa uppmirksamt for att
forstd problemet.

Stilla frigor f6r att forstd problemet.
Tolka och avgrinsa problemet, inse
vilken information som #r nddvindig.

Introducera ett impligt problem dir
texten valts och strukeurerats pd ett
matematiskt medvetet sitt.

Hjilpa eleverna att forstd problemet.
Uppmuntra eleverna att stilla frigor.
Vandra runt bland eleverna och besvara
deras frigor.

Férvissa sig om att eleverna har forstce
problemet genom att stilla frigor.

Famla, soka och prova strategier.

Stilla frdgor till liraren och kamraterna.

Tjuvlyssna pa lirarens samtal med
andra elever.

Lyssna till kamrater.

Diskutera med kamrater.

Stétta eleverna, besvara deras frigor
och ge dem frigor eller pistdenden som
leder dem vidare.

Diskutera med enskilda elever och med
grupper av elever.

Diskutera felaktiga 13sningar.

Jamf6ra [osningar, finna och diskutera
likheter och olikheter.

Uttrycka upptickea matematiska
monster generellt.

Formulera ett eget matematiskt
liknande problem och lésa det.

Lésa kamraters problem.

Leta efter intressanta 18sningar, bade
korrekta och felaktiga, for att senare

folja upp dem i helklass.

Visa Isningar pa tavlan.

Lyssna till kamraters forklaringar.
Lyssna pa och deltaga i den lirarledda
diskussionen.

Leda diskussionen i helklass genom att:
- utgd frén elevlsningar

- diskutera losningar

- diskutera felaktigheter

- lyfta fram likheter och olikheter

- strukturera

- generalisera

Utvidga och férdjupa matematiska
resonemang.

Fslja upp de problem som eleverna
skapat.

Tabell 4.
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Sammanfattningsvis visar studien att det dr viktigt att liraren 4r medveten om sina
och elevernas roller under lektionens olika faser for att kunna skapa flera tillfillen
till matematiklirande. Genom att vilja ritt typ av problem kan liraren skapa tillfil-
len dir eleverna jamfor sin egen losning med andras, diskuterar och argumenterar.
Bide liraren och eleverna kan ta initiativ till sidana diskussioner. En lektion som
planeras s3 att eleverna forst far arbeta enskilt och sedan fir méjligheter att redovisa
sina tankar och idéer, att lyssna pa andras tankar och idéer och att samtala kring
dessa med kamrater och lirare kan ge eleverna méanga tillfillen till matemarikli-
rande. Om liraren inte ger eleverna majligheten att jimfora sina egna I8sningar
med kamraternas, under lirarens ledning i redovisningsfasen eller tidigare, kan de
limna lektionen med en felaktig slutsats.

5.8 Reflektioner

I denna studie har tillfillen for matematiklirande under lektionens faser behandlats,
hur tillfillet uppkommit och vad som varit karakeiristiskt for tillfallet. Hir har
dven diskuterats de roller som lirare och elever kan ha under lektionens olika faser.
I detta avslutande avsnitt diskuteras de resultat som framkommit i studien mot
den bakgrund som ir beskriven. Som en avslutande reflektion behandlas huruvida
problemet var ett rikt problem och vilken betydelse det kan ha haft for elevernas
lirande i matematik.

5.8.1 Tillfallen till matematiklarande

Det visade sig att tillfille till matematiklirande uppkom under samtliga lektionens
fyra faser. Lester (1985) hade delat in lektionen i tre faser men i denna studie fanns
detanledning att studera vad eleverna enskilt kom fram till innan de borjade jimfora
sina 18sningar, dirfor har vi fyra faser i denna studie. Férberedelsen infor lektionen
innefattade dven limplig formulering av problemet, vilket visade sig ha en central
betydelse for vad eleverna fick majligheter att lira sig. Hir forsokte lirarna dven
skapa tillfillen med datorn som hjilpmedel, anvindning av hemsida, anpassning
till den lokala bussen och skolan. I inget fall kan man med sikerhet siga att denna
anpassning innebar mer lirande f6r eleverna men kanske skapade det ett storre en-
gagemang for att vilja 16sa problemet. Vid valet av problem kunde liraren bestimma
vilken matematik som skulle komma att behandlas. Valet av problem forefaller vara
centralt vid problemlésning eftersom dven Schoenfeld (1994) och Jaworski (1994)
i tidigare studier behandlat icke standardmaissiga problem. Om syftet 4r att vicka
intresse for matematik hos eleverna samtidigt som liraren vill fi behandla sirskilda
matematiska idéer och vill vara vil férberedd maste problemen viljas med omsorg.
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Det ir enligt Jaworski (1994) och Hiebert (2002) lirarnas uppgift att finna ett
limpligt problem som kan innebira en matematisk utmaning for eleverna.

Vid introduktionen av problemet gillde det att eleverna sorterade bort "onsdig”
information och tolkade problemet som ett matematiskt problem och inte fiste vikt
vid vardagssammanhanget. Lester (1985) tar upp betydelsen av att eleven liser och
lyssnar for att forstd problemet. Att forstd och skapa en matematisk modell av en
verklig situation ir en viktig matematisk kompetens. Lirarna hade férindrat det
ursprungliga problemet pé flera sitt. En lirare hade frigan markerad p& samma siitt
som de tre villkoren, vilket kunde uppfattas som ytterligare ett villkor och liraren
hade samtidigt gett en ny rubrik "brik pi skolan och pi bussen”. 1 detta exempel
fick eleverna dven ledtriden *finns det mer iin ett svar?”. Dessa anpassningar kunde
ha lett eleverna in pa ett givande matematiskt tinkande men det kunde 4ven ha
varit begrinsande for kreativiteten. Det har dock inte varit méjligt att i denna
studie finna vare sig positiva eller negativa aspekter for lirandet med denna typ av
anpassning. Problemet (dess formulering) tjanar formodligen inte pa denna typ av
anpassning, att anvinda den dubbla betydelsen av ordet brik, utan troligen skapas
nya funderingar som inte dr av matematisk karaktir, att det 4r brék pa bussen och
att det ska finnas fler svar. En bittre formulering av problemet skulle diremot kunna
vara att skapa a-, b-, c-uppgifter med en stegrande svarighetsgrad som leder mot en
generalisering. Sista delproblemet skulle d4 kunna vara en uppmaning till eleverna
att formulera ett likvirdigt problem och 16sa det. Denna typ av anpassning, att
formulera ett eget problem, férekom i tvd klasser och visade sig leda till utskade
aktiviteter for de elever som 16ste det ursprungliga problemet snabbt och gav nya
tillfallen till lirande. De elever som inte hunnit skapa egna problem bér dirfor fa
mojligheter till detta efter redovisningen. I TIMSS (1997) formulerade de japanska
eleverna likartade problem tillsammans med sin lirare efter att de haft gemensam
genomgdng av det ursprungliga problemet.

Eleverna stillde flera frigor till liraren, d& liraren vandrade runt bland dem.
Eleverna hade dd mgjlighet att tolka och bérja 16sa problemet pd egen hand eller
tillsammans med kamraterna. Dessa tillfillen, da eleverna angrip problemet enskilt
mojligen med ndgon hjilp av liraren, finns dven beskrivna av Pélya (1945), Scho-
enfeld (1985) och Lester (1985) da de redogér for den férsta delen av problemlss-
ningsprocessen. Det inledande sjilvstindiga tinkandet kan dven vara nodvindigt
for att eleven i niista fas ska kunna folja med i kamraternas 16sningar och ha nagot
eget att bidra med. Hir uppkom tillfillen till matematiklirande da eleverna fastnade
pa mer matematiska frigor. De visste vad de ville ta reda pa till skillnad frin d de
tolkade for att forstd problemet. Ménga frigor stilldes av lirarna for att uppmirk-
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samma eleverna pa relevant information s& som Lester (1985) anser att det ska
fungera. Denna del av processen, da eleverna famlar sig fram och viljer strategi dr
dven beskriven av Lester (1985) och Winslow (2004). Ibland stéttade liraren och
ibland blev det lotsning. Liraren lyssnade och gav ledtradar och ibland fick eleverna
konkreta forslag. For vissa elever kan sedan 6vergdngen till det egentliga l6sandet i fas
3 ske automatiskt medan andra elever behéver stod utifrin. S3 sméiningom bérjade
eleverna emellertid att s6ka efter olika strategier for att [6sa problemet. Lester (1985)
framhéller hir att det ér viktigt att liraren inte ger eleverna alla ledtrddar pd en ging
utan att de forst fir gora egna forsok. I Japan (TIMSS 1997) arbetade eleverna med
egna idéer innan de delade l6sningar med sina kamrater. Det kan vara ett viktigt
moment i problemldsningsprocessen, att fi tinka sjilv och formulera egna frigor,
att forst fi forsoka losa problemet sjilv, pd det sitt som dven Winslew beskrivit i
sin studie (Winslew 2004). Det visade sig ocksd att eleverna, d& de arbetade med
samma problem, drog nytta av att arbeta tyst och lyssna pa de forslag och frigor
som liraren gav till kamraterna. Enligt Hiebert (2002) 4r det ocksé viktigt att lirare
kan forutse hur elever kan komma att 16sa problemet for att kunna f6lja upp deras
l6sningar pa bista sitt.

Det forefaller vara avgorande for matematiklirandet om det férekommer en av-
slutande redovisningsfas eller inte under lektionen. Vid de lektioner dir 16sningarna
redovisades hinvisade eleverna till detta tillfille dd de redogjorde f6r nir de lirt
sig. Elever som redovisade hade tydligen formégan att beskriva vad de lirt sig och
hur detta lirande skett samt kunde beskriva pd ett sitt sd att kamraterna forstod.
I Japan (TIMSS, 1997; Stiegler & Hiebert, 1999; Winslow, 2004) ir redovisning
av l6sningar ett viktigt inslag i lektionen. I de klasser dir det forekom redovisning
verkade dven eleverna ha de korrekta losningarna klart for sig. De lirare som ut-
vidgade problemet genom att lata eleverna formulera egna problem skapade pé si
satt ytterligare tillfdllen till matematiklirande och till individualisering f6r de elever
som arbetade snabbare.

5.8.2 Roller

Lirarens roller skiftar under en lektion och det giller for liraren att vara medveten
om sina roller for att skapa tillfillen for eleverna att lira sig matematik. Schoen-
feld (1992) har ingdende behandlat lirarens roller fére, under och efter elevernas
problemldsning, samtidigt som han motiverar varf6r liraren ska agera i de olika
rollerna. En viktig roll for liraren, innan eleverna bérjar arbeta sjilvstindigt, ir att
lyssna for att fi veta om och i s fall hur eleverna uppfattat och forstdce problemet
samt att besvara elevernas frdgor for att hjidlpa dem att forstd problemet.
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Schoenfeld (a.a) behandlar i sin beskrivning enbart lirarens roller, han nimner
exempelvis inte att elever kan samarbeta, inte heller att liraren kan organisera for
nagot sidant. I denna studie fanns flera exempel pa samarbete mellan eleverna och
dven exempel pd att ldrarna organiserade for detta samarbete. Att diskutera med
kamrater kan vara ett alternativ till att samtala med liraren. Vid dessa tillfillen fick
liraren rollen som &hérare for att fa insyn i vad eleverna hade for matematiska idéer.
Aven eleverna blev aktiva lyssnare di de var medvetna om att alla elever i klassrum-
met arbetade med samma problem, det blev intressant for dem att “tjuvlyssna” pd
savil kamrater som ldraren. Dessa tillfillen skapades av liraren eller kanske snarast
tilldts av ldraren.

Nir problemet vil 4r 16st forefaller en av lirarens mest centrala och viktigaste rol-
ler vara att folja upp de olika losningarna, att strukturera, jimfora utan att virdera,
diskutera, dra slutsatser och generalisera utifrin de l6sningar som eleverna presterat.
Férmégan att generalisera har framhéllits som ett viktigt mél med problemlésning
(Schoenfeld 1983, Lester 1985). Mycket av detta ldrararbeta handlar om hur lira-
ren organiserar for redovisningstillfillet. Eleverna kan t.ex. behova féra over sina
16sningar till tavlan, blidderblock eller en OH innan redovisningen. Det ir viktigt
for alla elever att fa se de alternativa [6sningarna. I TIMSS videostudie (1997) skrev
de japanska eleverna pd lirarens uppmaning ner nigra av sina lésningar pé tavlan.
Liraren kunde sedan utgd frin dem och tillsammans med eleverna jimfora och dis-
kutera losningarna. Tillsammans med eleverna kan liraren formulera nya problem
som anknyter till det ursprungliga problemet pa det sitt som férekom i TIMSS
videostudie (1997). Den sista uppgiften/rollen for liraren ir att vilja limpligt sitt
att f6lja upp de problem som eleverna sjilva formulerat. En uppgift som kan leda
vidare till lektioner med nya problem. Det ir ocksd majligt for liraren att efter
redovisningen ldta eleverna sjilva beritta vad de lirt sig och hur de lirde sig, en
"metakognitiv” frigestillning som kan gora eleverna mer medvetna om vad de lir sig
och hur de bir sig at. En sddan frigestillning kan dven gora eleverna ansvarstagande
nir det giller det egna lirandet.

5.8.3 Ett rikt problem

Ett problem ska uppfylla sju kriterier (Taflin 2003) for att vara ett rikt problem.
I denna studie fanns det ett flertal matematiska idéer som behandlades. Eleverna
forefoll forsta problemet och kunde dven arbeta med och se det som en utmaning
utifrdn sina olika matematiska férkunskaper. De kunde ocksd arbeta med problemet
pa olika sitt och se samband mellan flera matematiska idéer. Det visade sig dven att
elever som forsttt problemet matematiskt kunde formulera egna liknande problem.
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Med denna studie som bakgrund finns det dirfor goda skil att anta att problemet
fungerade som ett rikt problem, ett problem som gav eleverna tillfille till kreativt
tinkande och spinnande matematiska upptickter. Det kanske viktigaste i denna
process ir att eleverna far forstdelse for att matematik inte enbart handlar om rikning
av algoritmiska rutinuppgifter i liroboken dir alla elever anvinder samma metod
for att komma fram till samma svar.
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7 Summary chapter 1.3

In the following paragraphs, I will describe how the four articles contained in the
dissertation relate to each other. I will then briefly summarize the articles. The four
articles appear in their original form in part two of the dissertation.

71 The relationship between the four articles

In this dissertation, I have developed a framework to analyze and solve problems
as well as a structure which describes how students learn mathematical concepts
when they solve mathematical problems in school. The four articles are based on the
central concepts which appear in mathematics, most especially in problem solving.
These concepts are exemplified with empirical data.

In the course of writing this dissertation, I have had to make several changes: the
seven criteria have been specified and the terms have been defined more exactly.
The criteria for defining a problem as a “rich problem” have been included and
are a central aspect of the dissertation. These criteria clearly express the goal — the
knowledge - to which the actual problem solving process will lead.

The criteria specified in the first article are tested by examples and empirical
material in the second article. By showing examples of solutions devised by stu-
dents, it is possible to decide how the problems functioned as "rich problems” and
which particular aspects of the problem must be clarified by the teacher. What will
become particularly clear is that the differences in the student’s solutions as well
as the teacher’s way to plan and implement the lesson are critical aspects of what
and how students learn.

The third article explores more deeply the mathematical ideas which are expressed
in the problem. I will first define the general as well as the specific mathematical
ideas in order to analyze a solution and will then identify the ideas which are used
by the students and the teachers when they solved the problem. In the course of
solving the problem, the teachers as well as peers” roles emerge and lead to the
fourth article.

The fourth article describes the process by which several individual students
solve problems. I include as well several student —based descriptions of individual
problem solving processes as well as the roles of both teachers and students in this
process. In order to more actively describe the process of problem solving, I have
divided the lesson into several phases.

To summarize: The four articles problematize what problem-solving can and
should entail. This is done in the context of the attempt to describe “rich mathe-
matical problems” as well as to describe those aspects of problem that teachers must

235



be aware of. An important result of the study is the definitions and analytical tools
that have been created to analyze the empirical data. These tools can be tested on
any types of material collected from instruction in mathematics.

7.2 Introduction to mathematical rich” problems

In this article, I review the current literature in order to clarify and define the central
concepts which are needed to deal with problem solving in school mathematics.
The article concludes with several definitions and formulates the criteria needed to
define a ‘rich problem’.

One of the goals of the curriculum is that in the process of solving problems,
students are able to experience the beauty of mathematics as well as to feel some
satisfaction in being able to solve a problem. Problem solving should also enable the
students to develop their own creativity — to formulate and solve their own problems.
"Problem solving” is thus a central concept in the context of school mathematics;
the problems which are to be dealt with are not simple or standard types but consist
specifically and purposefully of problems with which the problem solver is unaware.
The problem solver must thus develop the competence to interpret the problem
and to understand what in fact must be solved. In order for a mathematical task/
assignment to be understood as a problem, the problem solver must want to solve
the problem without necessarily knowing sow this is to be done. The "task” will
become a problem only when the problem solver makes a special effort to find a
solution.

Current mathematics curricula are rife with arguments describing problem sol-
ving — both why and how students should proceed (Kilpatrick, 1985; Lester, 1983;
Schoenfeld, 1985; Silver, Cai & Leung, 1985; Silver, 1995; Skolverket, 2000). One
argument maintains that students must learn the actual problem solving process,
that is, how one should deal with a problem with an unknown solution. Problem
solving is also seen as a “spiritual exercise’, as an opportunity to participate in group
work, as a means to clarify cognitive processes, and as a means to experience the
relationship between mathematics and the “real world’.

In addition to the above, I would add that problem solving involves creative
processes that are not directly related to instruction in school. Solving mathematical
problems can contribute to the students” ability to solve other types of problems. In
the course of solving a problem, the student must be able to eliminate the factors
which have nothing to do with the mathematical aspects of the problem. One of
the most important aspects of problem solving is the opportunity to develop the
ability to reason logically. This can occur by creating a discourse of mathematical
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didactics. Such a discourse is essential in order to develop our thinking with regard
to the teaching and learning of mathematics.

The concept of “rich problems” is not clear-cut but has different contents in dif-
ferent contexts. By studying the problems researchers have focused on and seeing
how they have described these problems, we can conclude that “rich problems” will
have the following seven criteria:

* The problem shall introduce important mathematical ideas.

* The problem shall be easy to understand and all stcudents must be able to work
with it.

* The problem shall be experienced as a challenge, shall demand some extra
efforts and shall be permitted to take time.

* The problem shall be able to be solved in several ways, with several mathema-
tical ideas and ways of reasoning.

* The problem shall be able to initiate a mathematical discussion based on stu-
dents” various solutions, a discussion which touches upon several mathematical
ideas.

* The problem shall be able to function as a bridge-builder.

* The problem shall generate new and interesting problems on the part of both
students and teachers.

7.3 Analysis of three problems

In article two, I analyzed and examined three problems in order to determine whether
they could function as “rich problems” in a classroom situation, that is to say, whether
they fulfil the seven criteria which were identified in the first article. I first examined
the problems to determine whether they fulfilled the seven criteria and proceeded then
to analyze the solutions to determine whether they fulfilled the criteria. The various
solutions are thereby used to illustrate the theoretical analysis. The three problems are
different and demand different mathematical knowledge on the part of the problem
solver. In the theoretical analysis, examples of the problem’s specific mathematical
ideas and how these reflect the general ideas are revealed. The particular solutions
are then compared with the theoretical analysis. Based on this comparison, we can
then discuss which of the criteria are fulfilled. Most important are the criteria which
contain the mathematical ideas, the strategies which are used, whether and how the
problem functions as a bridge between mathematical areas, and whether the problem
expands mathematical knowledge. Finally, I discuss whether and how the problem
will qualify as a “rich problem” for use in the classroom.
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It became clear that several factors must be present for the problem to function in
a classroom context. No doubt, the most decisive factor with regard to the formu-
lation of the problem is the teacher: s/he is aware of which mathematical ideas are
to be dealt with. The teacher must also avoid giving the student tips which either
replace or ignore the student’s ideas. Furthermore, the teacher must be aware of
whether and how the problem functions as a bridge between several mathematical
areas. This s/he does by examining the students” several solutions. Finally, when
new problems are formulated in joint discussions about mathematical ideas, stu-
dents” solutions and classroom discussions will be decisive factors in determining
the formulations of new problems.

74 Mathematical ideas in the problem

In article three, I define and analyze mathematical ideas with focus specifically on
those mathematical ideas which students and teachers used when they solved ‘rich
problems’. Some general as well as specific ideas are defined. The general ideas are
the following: concept, procedure, conventions, formula and strategies. Moreover,
I discuss how the students and the teachers used specific mathematical ideas in
dealing with the rich probem of “slabs”. Problem of “slabs” requires the search for a
general expression/formula which reveals the number of units needed to construct
a certain figure.

The result of the study showed that as they solved the problem, the students and
teachers worked with a variety of specific ideas such as cutting paper, painting and
drawing, recursion, setting up tables, looking for patterns, calculating areas, finding
a rule, formulating a phrase with a letter as a symbol for a number, looking for a
general expression, explaining proportions and using a formula. Some of the specific
ideas were presented by the teachers, other by the students. Some of the ideas were
accounted for and followed up by the teacher and the students on the board, others
were specific ideas which the students mentioned but which the teachers were not
prepared to follow up during the lesson. In those cases where the students suggested
incorrect solutions, it was important that the teacher was aware of this and could
correct the students.

75 Occasions for learning mathematics

In the fourth article, I discuss the type of instruction which in some way deals
with problem solving. I point out the roles which both students and teachers play
in the several phases of the problem solving process and how these various phases
and roles clear the ground for learning mathematics. Both the learning phases and
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the learning occasions are defined. Phases are defined as periods of time which are
naturally limited depending on the specific content; occasions are when a specific
mathematical idea is dealt with. Several occasions appear in each phase. The article
discusses the occasions when students and teachers can work with mathematical
ideas, and when students can garner new knowledge. (See Vygotskys proximal
zone, ZPD).

One result of the study is that those lessons which contained several phases pro-
vided the students with more occasions to confront mathematical ideas and to deal
with these ideas in several ways. Teachers could make suggestions which students
could test either individually or with peers and which could then be followed up
in front of the entire class. In those classes where there was no pause in the lesson,
students had fewer occasions to be confronted with mathematical ideas. When there
was no group discussion at the close of the lesson, students did not understand what
the problem was about and left the classroom with incorrect or false ideas. The four
teachers who took part in the study changed the problem in different ways and
organized the lessons so that some classes had more occasions for learning and other
classes had fewer. At different times during the problem solving process, it became
clear that the teacher and the students played different roles — roles which affected
how they would find a solution for the problem. The roles were outgrowths of the
particular phase in the problem solving process. The teacher informed, supported,
asked questions, answered questions, and led the discussion when the students re-
ported back to the class. The students listened, questioned, compared their solutions
and formulated their own problems.

During the several phases which the teacher planned, students had time to think
for themselves, to converse with the teacher and classmates and to take part in class
reviews. In this way, the teachers created greater variation in their instruction and
indicated that there were several ways to deal with the problem. Students, on the
other hand, had less time to sit quietly alone and count. In those classes where there
were fewer phases, there was also less time for reporting back. Those lessons were
over before all the students had understood the mathematical ideas and in some
cases students had solved the problem incorrectly.
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Bilaga, intervjufragor Hogstadiet

Lararintervjufragor fore lektion:

1.

b I

o

7.
8.

Vad ska du gora idag?

Varfor har du valt att ligga upp problemet pa det sittet

Hur stimmer arbetet med kursplan och liroplan?

Vad har du tinkt att dom ska fa ut av uppgiften?

Hur har du planerat uppligget pé lektionen, ditt agerande och elevernas
arbete?

Vilka hjilpmedel har eleverna?

Hur passar uppgiften in i ditt ordinarie arbete?

Kommer eleverna att arbete enskilt eller i grupp?

Lararintervjuer efter lektion, stimulerad aterblick med kompletterande
fragor till videon:

1.

RN

o o N

Hur tycker du att det gick? Vad tinkte du att den hir lektionen skulle ga ut
pd, matematiske?

Var det nigra elever som overraskade dig?

Var det ngot sirskilt p& lektionen som du vill nimna?

Vad var det bista med den hir lektionen?

Ar det nagot sirskilt inom kursplanen som du fokuserat pa under den hir
lektionen?

Om du gjorde om den hir uppgiften hur skulle du gora da?

Vad lir du dig av eleverna?

Hur gér du om eleverna misslyckas?

Har eleverna nigon ridsla for det tekniska? (i klassen dir eleverna arbetade
med datorer)

10. Hur hade du gjort om eleverna blivit firdiga for tidigt?

11. Var det ménga elever som behovde hjilp?

12. Vad tyckte eleverna om arbetet?

Stimulerad aterblick med elevgrupper:

1.

Hur uppfattade du/ni lektionens uppliggning? Lektionens uppligg

2. Vilken var din/er egen arbetsinsats? Elevens egen insats
3.
4

. Vilken insats tycker du/ni att dina kamrater gjorde? Kamraternas insats

Vilken insats tycker du/ni att liraren gjorde? Lirarens insats
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Vad tyckte du/ni om uppgiften? Uppgiften
Vad uppfattade du/ni som matematik? Lektionens matematiska mal
Var det nigot som Gverraskade dig/er? Overraskningar och aha

© N AW

Ovrigt

Kliniska intervjuer ar 7 vt 02 nr 4 H7D (Efterintervju med elever)

1. G4 igenom den tidigare intervjun. (Inte elev)

Vilken ir 1sningen till det givna problemet? Varfor?

Beritta om hur du arbetade med det. Hur kom ni pd svaret 315?
Hur riknar man enklast ut 20 % av en summa?

Vilka tal dr delbara med 3 resp 5?

AN

2.)
Vem gjorde mest for problemets 16sning?

© N

Hur ska ert eget problem 15sas?
9. Vilket tal maste antalet elever vara delbart med? Varfor?

Kliniska intervjuer ar 7 vt 02 nr 4 H7B (Efterintervju med elever)

1. Géiigenom den tidigare intervjun.

Vilken ir 16sningen till det givna problemet? Varfor?
Beritta om hur du arbetade med det?

Hur riknar man enklast ut 20 % av en summa?

Vilka tal 4r delbara med 3 resp 5?

A N

2.)
Om ett tal dr delbart med 4 och 6, vad ir talet di delbart med?
(Elev) Vad anvinde du miniriknaren till?

® N
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Vilket tal maste antalet elever vara delbart med? Varfor? (Se ovan punke

Vilket tal maste antalet elever vara delbart med? Varfor? (Se ovan punkt



