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Sammanfattning  

Denna studie syftar till att öka förståelsen för hur val av resonemangstyp påverkar elevers lärande 
över tid. Två matchade grupper med elever i årskurs 8 fick antingen lösa uppgifter med givna 
lösningsstrategier eller uppgifter där de fick konstruera egna lösningar. En kvantitativ analys 
genomfördes för att undersöka eventuella skillnader i elevers prestationer och en kvalitativ analys 
gjordes för att studera elevers lösningsstrategier. Studien visade att elever som initialt fått färdiga 
lösningsstrategier presterade bättre än de som fått konstruera dem själva. Det fanns dock indikationer 
på att elever som konstruerat egna lösningar presterade bättre över tid. En korrelationsanalys mellan 
kognitiv förmåga och prestation visade att elever gynnades av att själva konstruera lösningar. Elever i 
de båda grupperna tillämpade varierande strategier vid både tränings- och testtillfällen. Resultatet 
visade också att elever som initialt konstruerat egna lösningar tenderade att använda samma strategi 
vid senare tillfälle i större utsträckning än elever som fått färdiga lösningsstrategier. 

Nyckelord: Imitativt, kreativt, algoritmiskt, resonemang och problemlösning. 
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1. Inledning 

Det svenska utbildningssystemet vilar på nationella styrdokument med bestämda mål, vilka till stor 

del kan upplevas som diffusa och kortfattade. Detta innebär stora tolkningsutrymmen och ett tungt 

ansvar för lärare som ska avgöra hur undervisningen ska bedrivas för att elever ska lära sig så bra och 

långsiktigt som möjligt. Det tillhör lärares natur att intressera sig för utveckling och förbättring av 

undervisningen för att ge elever goda förutsättningar att bli framgångsrika i matematik. En vision är 

också att responsen till denna utveckling är ökad motivation, ökat intresse och ökat kunnande hos 

eleverna. Den eviga frågan som efterföljer är: “Hur kan ett långsiktigt och beständigt lärande i 

matematik åstadkommas?” 

Den vanligast förekommande undervisningsmodellen i dagens skola fokuserar till stor del på 

imitation av givna lösningsmetoder (Boesen, Helenius, Bergqvist, Bergqvist, Lithner, Palm & 

Palmberg, 2014). Hiebert (2003) menar att denna typ av undervisning möjliggör memorerande av 

isolerade fakta och procedurer men hindrar elever från att engagera sig i komplexa tankeprocesser, 

och således utveckla sin matematiska kompetens. Utifrån erfarenhet stämmer bilden av den imitativa 

matematikundervisningen, där procedurhantering ofta varit fokus hellre än förståelse för de 

matematiska relationerna. Följden av detta har stundvis inneburit en bild av matematikämnet som 

enbart isolerade öar kopplade till skolvärldens matematik och utan förankring till omvärlden. Denna 

upplevelse av matematikens natur skiljer sig från den bild som vi blivande lärare strävar efter att 

förmedla till framtida elever. “Education should inspire students to turn their full intelligence on a 

problem, to think creatively, originally, and constructively instead of defensively, and to carry these 

new ways of thinking into new situations” (Holt, 1964, s. 27).  

Holt beskriver alltså en syn på matematikundervisning som stämmer överens med visionen att 

förmedla ämnets betydelse och generaliserbarhet till nya sammanhang för att kunna upptäcka och 

förstå världen. För att åstadkomma något sådant behövs reflektion över den rådande undervisningens 

utformning samt kunskap om hur förståelse i matematik bäst utvecklas. En samhällsmässigt 

uppmärksammad reflektion kring detta är den uppåtgående trenden i PISA-undersökningarna för 

matematik (OECD, 2018), vilken tyder på positiv utveckling i matematiska kunskaper hos svenska 

elever. Med tanke på denna förbättring är det intressant att ytterligare fundera på hur eleverna kan 

fortsätta att utvecklas i rätt riktning. Detta är något som projektet Learning by Imitative and Creative 

Reasoning intresserat sig för och bedrivit en mängd forskning kring, där huvudfokus varit betydelsen 

av olika typer av resonemang för att kunna lära matematik. Lithner (2008) beskriver resonemang som 

den tankebana som behövs för att kunna göra antaganden och dra slutsatser i matematisk 

problemlösning. Två typer av resonemang som påverkar elevers lärande i matematik är algoritmiskt 

(AR) och kreativt (CMR) resonemang. AR tillämpas när en matematisk uppgift endast kräver 

imitation av given lösningsmetod för att kunna utföras. CMR kräver däremot att en lösningsmetod 

skapas, utan någon tillgänglig information om tillvägagångssätt. De studier som undersökt effekterna 

av dessa resonemangstyper för elevers lärande i matematik har visat på tydliga fördelar med CMR 
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jämfört med AR vid inlärning (Jonsson, Norqvist, Liljekvist & Lithner, 2014; Wikman, 2015; Norqvist, 

2017). Samtliga studier visade på högre prestationer vid ett träningstillfälle för den grupp som tränat 

med AR, men vid senare testtillfälle när eleverna skulle minnas lösningsstrategierna presterade 

gruppen som initialt tränat med CMR bättre.  

Med anledning av den betydelse resonemangstyp verkar ha för elevers lärande i matematik är det 

relevant att studera vidare inom detta forskningsområde för att kunna utveckla undervisningens 

arbetssätt och metoder. Dessutom finns en outforskad del inom forskningsområdet, då majoriteten av 

dessa enbart studerat elever på gymnasienivå samt elevsvar utan lösningar. Denna studie ämnar 

därför att undersöka hur CMR och AR påverkar elevers lärande i matematik över tid i en heterogen, 

ung elevgrupp för att eventuellt kunna generalisera och applicera slutsatser från tidigare studier till en 

större målgrupp. För att få en så precis bild som möjligt av elevernas olika resonemang kommer, 

förutom svar, även tankegångar i form av lösningar att studeras.  

1.1 Syfte 

Syftet med arbetet är att få mer kunskap om hur framgångsrikt det är att antingen använda kreativa 

(CMR) eller algoritmiska (AR) strategier för elevers framtida förmåga att lösa liknande 

problemlösningsuppgifter. Dessutom syftar arbetet till att bidra med förståelse för hur elevers 

strategier att lösa bekanta uppgifter efter en tid skiljer sig från den ursprungliga strategi som använts.  

1.2 Frågeställningar delstudie I 

I. Hur väl presterar två olika elevgrupper resultatmässigt på matematiska uppgifter över tid 

beroende på om de initialt har tränat med AR eller CMR?  

II. Förutsatt att elever initialt klarat vissa uppgiftstyper, hur väl presterar dessa elever på samma 

uppgiftstyper vid senare tillfälle? 

III. Hur starkt är sambandet mellan kognitiv förmåga och resultat vid tränings- och testtillfällen 

för de olika grupperna AR och CMR? 

1.3 Frågeställningar delstudie II 

IV. Vilka strategier använder elever när de löser bekanta uppgifter vid senare tillfällen beroende 

på ursprungligt tillvägagångssätt? 

V. I vilken utsträckning använder elever korrekta strategier utan att lyckas genomföra dem?  
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2. Bakgrund 

För att få tillräcklig bakgrundsförståelse för forskningsfältet redogör detta avsnitt för olika 

komponenter som har betydelse för elevers förståelse och lärande i matematik. Inledningsvis beskrivs 

grundskolans styrdokument, vilka har en avgörande roll för undervisningens innehåll och utformning. 

Därefter beskrivs problemlösning och dess förutsättningar och implikationer för elevers lärande. 

Utöver detta förklaras det matematiska språkets natur tillsammans med god kommunikation samt 

betydelsen av resonemang i undervisningen. 

2.1 Styrdokument 

All utbildning i grundskolan vilar på nationella styrdokument, vilka ska efterlevas för att garantera bra 

och likvärdig utbildning för samtliga elever. De styrdokument som avgör undervisningens utformning 

är Skollag och Läroplan med tillhörande kursplaner för varje ämne (Skolverket, 2011). Syftet med 

undervisningen i ämnet matematik handlar om aspekter kopplade till intresse, tilltro, 

kommunikation, estetik, vardaglig nytta och problemlösning. Syftestexten tyder på ambitioner att 

intressera elever för matematik samtidigt som de, på ett kravlöst sätt, ska utveckla tilltron till den 

egna förmågan. I syfte att väcka nyfikenhet för ämnet bör inte fokus ligga på en korrekt väg att lösa ett 

problem, utan snarare synliggöra olika möjligheter att komma fram till ett resultat. Undervisningen 

ska även belysa både matematikens inneboende skönhet och betydelse för användning i vardagliga 

situationer och sammanhang för att ytterligare motivera eleverna. Som helhet ges bilden av ett 

kommunikativt ämne med kreativ och problemlösande verksamhet, vars syfte är att framkalla känslan 

av tillfredsställelse (Skolverket, 2017). 

För att summera syftet med ämnet matematik finns ett antal långsiktiga och tungt vägande mål, 

benämnda som förmågor, vilka eleverna genom undervisningen ska ges möjlighet att utveckla. Målen 

är formulerade utifrån läroplanens övergripande kunskapssyn, vilken menar att kunskap uttrycks i 

olika former, vilka förutsätter och samspelar med varandra. Det är även utifrån dessa förmågor som 

de slutgiltiga betygsbedömningarna görs. Förmågorna ska utvecklas genom olika arbetsområden, 

kombinerade på lämpligt sätt, vilka uttrycks i avsnittet Centralt innehåll. 

Förmågorna som alla elever ska ges förutsättningar att utveckla är: 

 ”formulera och lösa problem med hjälp av matematik samt värdera valda strategier och 

metoder, 

 använda och analysera matematiska begrepp och samband mellan begrepp, 

 välja och använda lämpliga matematiska metoder för att göra beräkningar och lösa 

rutinuppgifter, 

 följa och föra matematiska resonemang, och 
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 använda matematikens uttrycksformer för att samtala om, argumentera och redogöra för 

frågeställningar, beräkningar och slutsatser.” (Skolverket, 2011, s. 1-2) 

2.2 Problemlösningsförmåga 

En av de viktiga förmågorna som elever ska få möjlighet att utveckla är problemlösningsförmåga 

(Skolverket, 2011). Skolverket (2017) framhäver betydelsen av att bedriva kreativa och 

problemlösande matematikaktiviteter för att förmedla glädjen och nyttan av att förstå och lösa 

främmande problem.  

2.2.1 Matematiskt problem 

Kilpatrick (2001) beskriver två huvudtyper av problem, vilka benämns som rutinmässiga respektive 

icke-rutinmässiga problem. Rutinmässiga problem är av sådan karaktär att elever kan lösa dessa 

baserat på erfarenhet från liknande uppgifter. Vid möte med ett rutinmässigt problem känner eleven 

igen situationen och kan återge och tillämpa en sedan tidigare känd procedur för att lösa uppgiften. 

Att exempelvis beräkna produkten 35 x 17 är troligtvis av rutinmässig karaktär för de flesta elever i 

högstadiet då de sedan tidigare torde ha stött på liknande problem. Ett problem där eleven inte direkt 

kan besluta om lämplig lösningsmetod beskrivs som icke-rutinmässigt. Ett icke-rutinmässigt problem 

kräver, till skillnad från rutinmässiga problem, att eleven åstadkommer ”productive thinking”. Med 

detta menas att eleven behöver skapa en ny strategi för att förstå och lösa problemet. Ett exempel på 

icke-rutinmässigt problem för en högstadieelev skulle möjligen kunna vara ”Fatima tänker på ett tal. 

Om hon multiplicerar talet med 5 och sedan subtraherar produkten med 4 får hon ett nytt tal. 

Summan av båda talen är är 8. Vilket är talet hon tänker på?"(Kilpatrick, 2001).  

2.2.2 Problemlösning  

Då problemlösning har en betydande roll i matematikundervisningen är det således 

matematiklärarnas ansvar att ge elever goda förutsättningar att bli duktiga problemlösare. Därför 

finns det anledning att undersöka kärnan i problemlösning. Schoenfeld (1985) beskriver vad 

problemlösning innebär och vilka komponenter som elever behöver utveckla för att bemästra denna 

förmåga. Det första som nämns kallas resources, vilket kan översättas till förkunskaper eller verktyg 

som eleven initialt besitter. Dessa matematiska kunskaper inbegriper allt som påverkar utgångsläget 

för elever i problemlösningssituationer, som fakta, procedurer, färdigheter och genetiska 

förutsättningar. Vilka komponenter som finns beror på tidigare erfarenheter tillika som inneboende 

fallenhet, vilka avgör nivå och karaktär på de problem som är möjliga att lösa. En annan kategori som 

är betydande för framgångar i problemlösning är vad författaren benämner som heuristics. Detta 

syftar till problemlösarens så kallade “tumregler”; strategier och metoder för att kunna lösa ett 

problem. Det kan inbegripa tekniker för att göra problemet mer begripligt och successivt närma sig en 

lösning. Strategierna kan exempelvis handla om att strukturera information, rita figurer, exemplifiera 

och konkretisera. Idén om ”tumregler” är i matematikdidaktik ett välkänt begrepp som i begynnelsen 
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formulerades av George Pólya (1945). Han kopplade fyra faser till att kunna nå framgång i 

problemlösning, vilka i tur och ordning var att förstå problemet, göra en plan, genomföra planen och 

utvärdera resultatet. Först och främst bör problemlösaren förstå vad som efterfrågas och hur den 

givna informationen relaterar till det efterfrågade. Utifrån detta struktureras arbetet upp som en plan 

med lämpliga delsteg i olika steg, vilka sedan på ett ordnat och korrekt sätt utförs för att nå en lösning. 

Det sista steget handlar om att vid erhållen lösning se tillbaka på strategin, bedöma rimlighet och 

reflektera över helhetsbilden i problemlösningsstrategin (Pólya, 1945). 

Schoenfeld’s (1985) tredje strategi benämns som control och handlar om graden av kontroll över sina 

tankar och beslut. Detta inkluderar strategier som används under hela genomförandeprocessen, från 

skapandet av mål och delmål innan utförandet till inspektion av den färdiga lösningen. Processer som 

att inspektera och bedöma rimlighet eller revidera och byta plan under processens gång inkluderas 

också. Det handlar om att reflektera över beslut som görs under arbetets gång och utifrån detta göra 

nya ställningstaganden. Denna typ av kontroll kopplar till exekutiva funktioner och kan även refereras 

till som metakognition. Den sista viktiga komponenten enligt Schoenfeld är problemlösarens 

uppfattning om betydelsen av matematik, kallad belief systems. En elev med föreställningen att 

matematisk kunskap är värdefullt har således bättre utsikter att framgångsrikt kunna lösa problem 

(Schoenfeld, 1985).   

Kilpatrick (2001) talar om ytterligare aspekter på problemlösning som handlar om att skapa mentala 

kartor över problemsituationen. Han förtydligar att en beskriven situation inte per automatik är 

visualiserad och översatt till konceptuell förståelse. Någon typ av mental representation behövs för att 

kunna strukturera bland de olika givna variablerna, som att exempelvis skilja på vad som är givet och 

vad som ska beräknas. Författaren beskriver att mindre framgångsrika problemlösare tenderar att 

fastna vid vissa siffror och ord hellre än att fokusera på relationerna mellan storheter och variabler. 

För att utveckla problemlösningsförmåga behövs även välutvecklad begreppsförståelse och 

procedurell kunskap. Sambandet mellan dessa olika kompetenser är dock ekvivalenta. Vid 

problemlösning måste elever exempelvis välja bland tillgängliga procedurer, vilket även främjar en 

ökad strategibank (Kilpatrick, 2001). Boaler (1998) kom fram till att elever som i undervisningen får 

träna sin problemlösningsförmåga har större möjlighet att utveckla sin matematiska förståelse än om 

eleverna i undervisningen tränar imitativt. Genom att elever får tillfälle att träna på problemlösning 

ges de möjlighet att förstå helheter och inte bara isolerade idéer, vilket kan leda till att de i större 

utsträckning testar sina hypoteser och kan motivera och utvärdera slutsatser (Sidenvall, 2019). 

2.3 Exekutiva funktioner 

En avgörande faktor för att kunna utvecklas till en bra problemlösare och nå akademisk framgång är 

enligt Meltzer (2007) utvecklade exekutiva funktioner, vilket innebär komplexa kognitiva processer 

vars funktion reglerar målinriktade beteenden. Exekutiva funktioner innefattar bland annat förmågan 

att sätta upp mål och planera samt organisera tankar och beteenden. Till exekutiva funktioner räknas 

även kognitiv flexibilitet, självreglerande processer samt uppmärksamhets- och minnessystem. 
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Förmågan att sätta upp mål och planera hjälper elever att förstå syftet med en specifik uppgift, 

visualisera uppgiftens ingående steg, effektivt organisera tiden samt bestämma och fördela 

nödvändiga resurser för att kunna lösa denna. Planering och målsättning är dessutom 

framgångsfaktorer för ett självreglerat lärande. Studier har påvisat att elever blir mer engagerade och 

motiverade och således kan prestera bättre när de sätter upp sina egna mål. Något annat som är 

viktigt och har betydelse för nästan alla typer av akademiska uppgifter är förmågan att organisera och 

systematisera information. För att kunna genomföra en specifik uppgift behöver matematiskt stoff, 

idéer/koncept och annan information organiseras. Exempelvis behöver elever kunna sortera och 

prioritera bland viktiga och oviktiga detaljer både bland text och symboler och därefter avgöra lämplig 

strategi. Välstrukturerad information underlättar för arbetsminnet, vilket skapar goda förutsättningar 

att lyckas lösa en uppgift. Med kognitiv flexibilitet menas förmågan att hastigt skifta tankesätt, vilket 

är särskilt påtagligt vid matematisk problemlösning (Meltzer, 2007). Detta kan upplevas utmanande 

för många elever, kanske helst för de med inlärnings- och/eller uppmärksamhetssvårigheter. Att skifta 

tankesätt kräver att elever kan tolka given information utifrån olika perspektiv samt byta inriktning 

vid behov och eventuellt välja en ny strategi, när den tidigare inte fungerat som tänkt. Ett vanligt 

bekymmer för elever vid matematisk problemlösning är att låsa sig vid en specifik lösningsstrategi 

istället för att testa någon annan väg för att lösa problemet. Ytterligare ett vanligt problem är att elever 

har svårt att se likheter mellan två motsvarande problem som presenteras i ett okänt format jämfört 

med tidigare. I provsituationer tillkommer dessutom svårigheten att problem av olika karaktär 

kommer utspridda, till skillnad från träningssituationer där en kategori av problem grupperas 

tillsammans. Med anledning av den centrala funktion som kognitiv flexibilitet fyller, är det av stor vikt 

att elever får möjligheter till träning i att lösa problem från varierande perspektiv i 

matematikundervisningen. 

Förmågan att självreglera sitt lärande handlar i matematiska sammanhang till största del om att 

reflektera över sin färdiga lösning, genom att systematiskt inspektera denna och identifiera eventuella 

orimligheter för att i sådana fall kunna revidera. Även detta är en exekutiv funktion som många elever 

har svårigheter med. Trots att lärare uppmanar elever att kontrollera sina lösningar verkar det ändå 

vara svårt att veta hur och vad de ska leta efter vid inspektionen. För att lära sig självreglering behövs 

systematisk träning i vanliga typer av misstag och tillvägagångssätt vid en sådan upptäckt. 

Självreglering har visats vara en viktig färdighet för elever med inlärningssvårigheter. För att 

framgångsrikt kunna reflektera över sina lösningar behöver det också tydligt framgå vad som 

förväntas av eleverna. 

Ett flertal studier har påvisat att exekutiva funktioner utvecklas med ålder och erfarenhet. Dessa 

funktioner är kopplade till prefrontalcortex i frontalloben, vilket möjliggör studerandet av mängden 

hjärnaktivitet vid olika stadier i livet. De Luca, Wood, Anderson, Buchanan, Proffitt, Mahony och 

Pantelis (2003) kunde med ett datorbaserat neuropsykologiskt testbatteri studera människor mellan 

8 till 64 år och detektera olika utvecklingsperioder för de exekutiva funktionerna. Utveckling 

påträffades vid ca. 8, 15-19 respektive 20-29 års ålder. Vid 8 år utvecklas arbetsminnets kapacitet 

medan planerande och problemlösande förmågor utvecklas en första gång mellan 15 och 19 år och 
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ytterligare en gång mellan 20 och 29 år (De Luca et al., 2003). Meltzer (2007) poängterar dock att 

utvecklingen av exekutiva funktioner är högst individuell och heller inte nödvändigtvis linjär. 

Exempelvis är erfarna lärare troligtvis väl medvetna om de olika elevernas varierande nivå i 

läskunnighet, utan att på något sätt betrakta detta som oförväntat. En elev kan dessutom ena dagen ha 

förstått och arbetat med algebra för att dagen efter inte komma ihåg något från föregående dag. Detta 

är helt normalt och skulle kunna förklaras med den dynamiska synen på utveckling, där stor variation 

inom korta tidsspann möjligen skulle kunna bero på kontext eller emotionellt tillstånd (Meltzer, 

2007).  

2.3.1 Informationsprocessande 

Gruber (2015) förklarar att minnet har väsentlig betydelse vid inlärning och bland annat påverkar 

elevers utveckling av uppmärksamhet, problemlösning, färdigheter, kunskapsbas och metakognitiva 

funktioner. Eftersom minnesinkodning och -hämtning har stor betydelse för inlärning, finns det i 

undervisningssyfte anledning att förstå hur minnet fungerar. Information passerar initialt något av 

människans sinnesorgan som sensoriska intryck. Denna information förvaras i det sensoriska minnet 

endast i några få millisekunder och förloras från systemet om det inte känns igen eller tolkas. När 

informationen registreras passerar den arbetsminnet, den funktion som lagrar informationen medan 

informationen medvetet bearbetas. Arbetsminnet har en begränsad kapacitet och kan i snitt förvara 

ca.fem till nio olika informationsbitar i 15-30 sekunder. Informationen behöver därför kognitivt 

processas för att kunna lagras i långtidsminnet, som har kapacitet att förvara obegränsad mängd 

information under lång tid. Det finns olika strategier för att kognitivt processa information vid 

minnesinkodning som att exempelvis upprepa, organisera eller skapa mentala bilder. Att organisera 

eller skapa mentala bilder är exempel på strategier som processar informationen på ett djupt plan, 

medan upprepning endast inkluderar svagt processande. På samma sätt finns det olika sätt att hämta 

sparad information från långtidsminnet. Gemensamt för dessa är att det krävs kognitiva operationer, 

vilka kan variera i komplexitet beroende på graden av kognitiv utveckling hos individen. Vid 

informationshämtning från långtidsminnet kan information tillsammans med sensoriska minnet 

förenas i arbetsminnet för att åstadkomma olika kognitiva och problemlösningsaktiviteter (Gruber, 

2015). 

2.4 Kommunikation 

I en svensk studie (Palm, Bergqvist, Eriksson, Hellström och Häggström, 2004) förklaras att all typ av 

lärande är beroende av fungerande kommunikation, för att kunna ta del av externa idéer och 

tankegångar tillika som att själv göra sig förstådd i kontexten. Specifikt för matematik är att kunna 

förstå och förmedla information med matematiskt innehåll vilket innefattar att begripa matematiskt 

specifika begrepp och terminologi på ett sätt som är anpassat till kommunikation med andra. Niss och 

Højgaard (2011) beskriver kommunikation som den företeelse som uppstår mellan avsändare och 

mottagare, vilket är helt beroende av de båda parternas förutsättningar. Nilsson och Waldemarson 

(2007) utvecklar idén om hur kommunikation kan ske mellan människor. Enligt författarna är 
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kommunikation en samspelsprocess, där båda parter simultant är avsändare och mottagare av 

budskap. Kommunikationen är således en växelverkan som sker genom språk, skrift, tal, mimik, 

ögonkontakt, gester, kroppsrörelser, avstånd och lukter. Även Dysthe (2003) uttrycker liknande 

uppfattning av kommunikation och tillägger att lärande dessutom sker genom att lyssna, härma och 

resonera med andra. 

Niss och Højgaard (2011) förklarar vidare att kommunikationens kvalitet dels beror på parternas 

situation, bakgrund och förförståelse men även på syfte, innehåll och medium för 

informationsutbytet. Kommunikation i matematiska sammanhang inkluderar ofta skriftliga, muntliga 

eller visuella symboler och termer, vilket gör den begreppsmässiga förståelsen väsentlig för att 

framgångsrikt kunna kommunicera. Det finns dock ibland alternativ till att kommunicera genom 

matematiska representationer (Niss och Højgaard, 2011). Setati och Alder (2001) beskriver att det 

matematiska språket kan delas upp i informellt och formellt språk. Informellt språk innebär det 

vardagliga språk som används för att uttrycka matematisk förståelse medan formellt språk innefattar 

ett mer konventionellt språk som inkluderar matematisk terminologi. Författarna understryker att 

elever bör behärska dessa två språktyper för att framgångsrikt kunna kommunicera matematiskt. 

Pimm (1991) poängterar en kommunikativ utmaning för lärare: ”[...] is how to encourage movement 

in their learners from the predominantly informal spoken language with which they are all fluent, to 

the formal language that is frequently perceived to be the landmark of mathematical activity.” (Pimm, 

1991, s. 21) . 

2.4.1 Matematiskt språk och läsförståelse 

Pimm (1987) förklarar att det matematiska språket i regel använder specifika och koncentrerade 

symbolsystem för att förmedla matematiska idéer. Förklaringen kan vara av praktiska skäl, då 

symboler tillåter effektiv lagring av en mängd matematisk information, dvs. komprimering av stora 

mängder information till ett visuellt litet utrymme. Enligt Pirie (1998) kan symbolspråket upplevas 

problematiskt för elever som ännu inte helt övergått från det informella till det formella språket, då 

symboler kan uppfattas ha omväxlande betydelse beroende på situation. Exempelvis kan symbolen för 

subtraktion växlande uppfattas som ”minus”, ”subtrahera”, ”ta bort”, ”skillnad” eller ”negativ”. Shuard 

(1982) kompletterar med problematiken kring symbolernas varierande sätt att kombineras för att 

beskriva olika idéer. I talet 52 innebär kombinationen av symbolerna 5 och 2 ”fem tiotal och två ental” 

till skillnad från symbolerna 6 och x i uttrycket 6x som istället för ”sex tiotal och x ental” står för ”sex 

multiplicerat med x”. Möllehed (2001) visade i sin studie att en av de främsta orsakerna till att elever i 

årskurs 4-9 har felaktiga lösningarna är att de inte förstått det skriftliga innehållet i de matematiska 

uppgifterna. Studien kom bland annat fram till att eleverna hade svårt att förstå vissa ord och uttryck i 

problemformuleringarna vilket gjorde att de inte kunde välja rätt räknesätt för att lösa uppgiften. Ett 

exempel på ett sådant missförstånd var ”4 mer” som många gånger tolkades som ”4 gånger mer” 

(Möllehed, 2001).  
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Sambandet mellan språk och matematik har diskuterats sedan 90-talet och är inte längre något nytt. 

Det började med en diskussion kring dyslexi och matematik som sedan gick över till att också 

inbegripa läs- och skrivsvårigheter (Svensson, 2003). PISA (Programme for International Student 

Assessment) gjorde år 2000 en internationell studie på 15-åriga elevers resultat i matematik, 

läsförståelse och naturkunskap i ett 30-tal länder. Studien visade att svenska ungdomar hade relativt 

god läsförståelse och var signifikant bättre än genomsnittet på matematik (Sterner och Lundberg, 

2002). När en korrelationsanalys gjordes mellan resultaten för läsning och matematik upptäcktes en 

korrelation på upp mot +o,85 vilket innebar att matematikuppgifterna i princip testade läsförståelse i 

stället för ungdomars matematiska kunskaper. Studien visade att 70 % av de felaktiga lösningarna vid 

den matematiska problemlösningen kunde förklaras av elevernas bristande läsförståelse. På grund av 

att dessa matematikuppgifter innefattade så pass mycket läsning, var risken att ungdomar med läs- 

och skrivsvårigheter hindrades från att visa sina egentliga matematikkunskaper (Sterner och 

Lundberg, 2002). I böcker, berättelser och andra skönlitterära texter beskriver författaren i regel de 

tänkta föreställningarna med hjälp av målande beskrivningar för att underlätta förståelsen för texten, 

men när detta görs i matematiska uppgifter skymmer den målande beskrivningen lätt det 

matematiska innehållet. Dessa typer av matematiska problemlösningsuppgifter leder till att kraven på 

att läsaren kan bearbeta informationen och plocka ut det som är relevant för matematiken ökar. 

Författarna beskriver ytterligare en utmanande situation för elever med språksvårigheter som har att 

göra med elevens organisation av egna anteckningar samt att kunna följa en beräkning i flera led 

(Sterner och Lundberg, 2002). 

Olteanu (2016) understryker att användning av matematiskt språk i undervisning har påverkan på 

elevers förståelse och lärande i matematik. Inlärning av det matematiska språket skiljer sig inte från 

inlärning av ett främmande språk, då båda delar kräver förståelse för språkets specifika ordförråd, 

syntax, ordföljder och förkortningar. Statistik visar också tydliga kopplingar mellan ett utvecklat 

matematiskt språk och akademisk framgång i matematik. En annan framgångsfaktor påstås vara 

lärarens inställning till språkets viktiga roll, vilket kan etablera klassrumsnormer och medverka till 

god kommunikation mellan elever och lärare i klassrummet. Detta förutsätter språkanvändning som 

pedagogiskt verktyg i matematikundervisningen (Olteanu, 2016). 

2.5 Lösningsstrategier och lärande  

Liknande studier som denna har tidigare genomförts, dock under lite andra premisser. Jonsson et al. 

(2014) genomförde en studie på gymnasieelever vid det naturvetenskapliga programmet. Studien 

innefattade ett träningstillfälle följt av ett testtillfälle en vecka senare. Utförandet av tränings- och 

testtillfällen var datorbaserade och tidsbegränsade, vilket endast möjliggjorde för eleverna att ange 

svar. I analysen deltog 91 elever fördelade i två matchade grupper utifrån betyg, kön och sammanvägt 

resultat från två kognitiva test. Den ena gruppen fick under träningstillfället en given procedur (AR) 

för att lösa uppgifterna medan den andra gruppen själva var tvungen att komma fram till en 

lösningsstrategi (CMR). En vecka senare genomfördes ett testtillfälle, där grupperna endast fick 

uppgifter utan några presenterade lösningsstrategier (Jonsson et al., 2014). I analysen jämfördes de 
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båda gruppernas resultat vid tränings- och testtillfället. Analysen visade att AR-gruppen vid 

träningstillfället hade betydligt högre lösningsfrekvens på 95 %, jämfört med CMR-gruppen på 60 %. 

Vid testtillfället var det istället CMR-gruppen som hade högre lösningsfrekvens på 40 %, jämfört med 

AR-gruppen på 25 % (se fig. 1). Jonsson et al. (2014) drog slutsatserna att det krävs mer tankekraft för 

att kreativt lösa en uppgift än att imitera givna lösningsmetoder, men att det samtidigt kan bli lättare 

att “plocka fram” kunskapen ur minnet och/eller rekonstruera lösningsmetoden vid senare tillfälle. 

Detta skulle kunna leda till hög generaliserbarhet och en djup förståelse för de matematiska 

strategierna. Studien visade däremot att de elever som inte klarade av att lösa uppgifterna med CMR 

inte gynnades, eleverna måste alltså ha klarat uppgifterna för att lära sig av dessa. En 

regressionsanalys mellan testresultat och kognitiv förmåga gjordes också för att se hur elever 

gynnades av dessa två resonemangstyper. Resultaten visade att elever med låg kognitiv förmåga 

gynnades av CMR samt att sambandet mellan testresultat och kognitiv förmåga var starkare för AR-

gruppen än för CMR-gruppen.   

 

Figur 1. (a & b) Lösningsfrekvens för AR och CMR (a) vid tränings- och testtillfälle och (b) för tre olika 

uppgiftstyper; formler, korta numeriska och långa numeriska. 

Wikman (2015) genomförde ett examensarbete liknande Jonsson et al. (2014) vilken utfördes på 

elever mellan 14 och 16 år i årskurs 8 och 9. Studien var datorbaserad och de 80 elever som deltog i 

analysen var indelade i två matchade grupper baserat på betyg, kön och kognitiv förmåga. 

Slutsatserna från studien liknade Jonsson et al. (2014), där AR-gruppen presterade betydligt högre vid 

träningstillfället, med lösningsfrekvens på ca. 65 % jämfört med CMR-gruppens ca. 23 %. CMR-

gruppen presterade däremot bättre vid testtillfället med lösningsfrekvens på ca. 18 % jämfört med ca. 

15 % lösningsfrekvens för AR- gruppen. Slutsatsen om att kreativa resonemang är fördelaktiga för 

framtida kunskap även för högstadieelever kunde därför dras. För att undersöka ett eventuellt 

samband mellan kognitiv förmåga och testresultat för urvalsgruppen gjordes en regressionsanalys där 

resultaten pekade på en marginell fördel med AR för elever med låg kognitiv kapacitet och fördel med 

CMR för kognitivt starka elever (Wikman, 2015).  
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Förutom ovan nämnda studier har även Norqvist (2017) undersökt effekten av strategierna CMR, AR 

eller AR med tillhörande skriftlig information (XAR) för lärandet. Studien visade inte på några 

skillnader från tidigare genomförda studier inom området och ingen skillnad kunde heller utläsas 

mellan AR-gruppen och XAR-gruppen, vilket indikerade på att skriftliga instruktioner inte bidrar med 

några ytterligare fördelar för lärandet (Norqvist, 2017). Sidenvall, Lithner och Jäder (2015) 

analyserade hur elever använder läromedlens tillhandahållna instruktioner med presenterade 

lösningsmetoder och lösta exempeluppgifter. Det visades att elever nästan aldrig läste eller nyttjade 

denna information, vilket enligt författarna var förvånande med tanke på att detta hjälpmedel 

väsentligt underlättade lösning av följande uppgifter. 

2.6 Lösningsstrategier i undervisningen  

Boesen et al. (2014) framhåller läromedlens betydande roll i den svenska undervisningen, vilka 

praktiskt taget fungerar som informella läroplaner. Det vanligaste inslaget i matematikundervisning 

har varit och fortsätter att vara lektionsaktiviteter uppbyggda på imitation (Boesen et al., 2014; 

Hiebert, 2003). Detta bekräftas av Jäder, Lithner och Sidenvalls (2019) studie om de vanligaste 

matematikläromedlen i 12 olika länder utspridda på 5 kontinenter, där Sverige är inkluderad. Studien 

visade att 71 % av geometriuppgifterna och 81 % av algebrauppgifterna kunde lösas genom imitation 

av givna procedurer och endast 12 % respektive 8 % av geometri- och algebrauppgifterna krävde 

konstruktion av lösningsmetod. Resterande uppgifter kategoriserades som lösningsbara genom 

imitation men med någon mindre rekonstruktion av given lösningsmetod. Studien visade att 

fördelningen av uppgifter som fordrade imitativa respektive kreativa lösningsstrategier till stor del såg 

lika ut i alla läromedel (Jäder et al., 2019). Studien visade också att imitativa uppgifter ofta 

presenterades i början av ett nytt avsnitt i form av enkla uppgifter, medan uppgifter som krävde 

konstruerande av lösningsmetod förekom senare och bland de mer avancerade uppgifterna. Elever 

tenderar att först lösa de lätta uppgifterna och sällan hinner fortsätta till en högre nivå (Sidenvall et 

al., 2015), vilket innebär sämre chanser att utveckla sin problemlösningsförmåga (Jäder et al., 2019). 

De elever som endast tränar på imitativa uppgifterna riskerar att gå miste om förståelse för tillämpade 

procedurers innebörd, vilket dessutom kan innebära begränsad utveckling av andra matematiskt 

viktiga kunskaper, som exempelvis resonemang (Hiebert, 2003; Niss, 2007).  

Ett skäl till den dominerande imitativa undervisningen kan vara att det av lärare upplevs lätt att 

tillämpa (Ball, 2001). Författaren förtydligar de möjliga orsakerna som, lärare behöver ha vetskap om 

individuella kunskapsnivåer och svårigheter hos de olika eleverna, utan att på förhand förutsätta 

elevers kunskaper. En väsentlig del är dessutom att eleven själv måste kunna sätta ord på och beskriva 

vad som är svårt att förstå. En annan orsak skulle kunna vara svårigheter att lyfta varierande 

lösningsmetoder i samtal med flera elever, där kommunikationen behöver vara lämplig för att inte 

förvirra eleverna. Ytterligare en anledning är utmaningen att engagera samtliga elever i diskussioner 

kring problemlösning med stora variationer i kunskapsnivå inom gruppen. Brousseau (1997) 

förklarade även att den imitativa inriktningen i undervisning kan förklaras med att eleverna snabbt 

kommer igång att arbeta med uppgifter. Sidenvall (2019) trycker däremot på att utantillinlärning i sig 
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inte är negativt för lärandet, utan kan snarare effektivisera arbeten. God procedurell förståelse är till 

exempel viktigt för att kunna arbeta med komplicerade matematiska problem, vilket också implicerar 

fördelar för lärande. Procedurer kopplas ofta ihop med utantillkunskap och således ett ytligt lärande, 

men är väsentligt för att vid komplicerade problemlösningsuppgifter kunna avlasta den som utför 

lösningen (Sidenvall, 2019). På kort sikt är undervisning baserad på imitation dessutom väldigt 

effektiv då det möjliggör att snabbt kunna lösa många uppgifter av varierande svårighetsgrad 

(Brousseau, 1997). Däremot blir elevers utveckling av en djupare matematisk förmåga lidande när 

denna typ av undervisning bedrivs (Sidenvall, 2019). 
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3. Teori 

I följande avsnitt presenteras studiens ramverk om hur elever lär matematik genom kreativa och 

imitativa resonemang med tillhörande beskrivning av uppgiftsdesign för att främja dessa 

resonemangstyper. Förutom beskrivning av resonemang och uppgiftsdesign följer även en redogörelse 

för elevers inidividuella kognitiva kapacitet i form av flytande och kristalliserad intelligens.  

3.1 Ramverk 

Denna studie kommer att utgå från Johan Lithners (2008) ramverk som behandlar och utvecklar 

tidigare ramverk för analyser om hur elever lär sig matematik. Ramverket används i forskningssyfte 

för att definiera centrala begrepp och idéer kring två huvudtyper av matematiska resonemang, vilka 

kommer att utgöra en stabil grund att stå på i denna undersökning. Huvudidén till Lithners (2008) 

rapport väcktes från dagens undervisning, vilken till stor del består av att lära elever använda 

rutinmässiga procedurer mer eller mindre utantill, trots samhällets önskan om att fostra 

problemlösare. Enligt tidigare studier gjorda inom området (Lithner, 2000 a & b; 2003; 2004) är 

tankesättet bakom den vanliga ”utantillinlärningen” en stor orsak till inlärningssvårigheter och dåliga 

resultat i matematik. Ramverkets syfte är att karaktärisera två typer av resonemang; imitativt och 

kreativt resonemang, samt förklara orsaker och konsekvenser kopplade till de olika 

resonemangstyperna. Ramverket är tänkt att användas av forskare inom området och bidra med ökad 

förståelse för lärande i matematik samt driva utvecklingen av matematikundervisning framåt. Det 

matematiska resonemanget hos en elev beror dels på kognitiva förutsättningar men påverkas även till 

stor del av det sociokulturella sammanhanget, varför dessa aspekter har en betydande roll vid 

redogörelse/definition av själva resonemangsbegreppet (Lithner, 2008).  

3.1.1 Resonemang 

Resonemang kan betraktas på olika sätt. Enligt Lithner (2008) innebär begreppet resonemang i 

denna kontext, till skillnad från andra ramverk för resonemang inte i huvudsak bevisföring, utan 

snarare produkten av den tankeprocess som behövs för att kunna göra påståenden och dra slutsatser i 

problemlösning. Denna tankeprocess är beroende av elevers individuella kognitiva förmåga 

tillsammans med den sociokulturella miljö den befinner sig i. Uppgifter som fordrar dessa 

resonemang innefattar allt från övningar, prov, grupparbeten och andra klassrumsaktiviteter medan 

själva resonemangen tas i uttryck som svar och lösningar med tillhörande motiveringar. Lösningarna i 

sig reflekterar inte nödvändigtvis den faktiska tankeprocess som lett till lösningen, men representerar 

resonemanget i det närmsta. Att lösa ett problem kan ofta göras på flera olika sätt men innefattar 

några gemensamma komponenter.  Till en början presenteras en uppgift utan någon given 

lösningsmetod, varpå uppgiftslösaren väljer lämplig strategi för att kunna nå en korrekt lösning. Olika 

beslut och procedurer leder fram till ett genomförande som till slut genererar någon typ av slutsats. 

Ett problem kan ibland behöva flera metodval vilka var och ett följer av någon tankegång. Vid 

problemlösning kan det därför uppstå en längre sekvens av tankegångar eller resonemang.  
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3.1.2 Imitativt resonemang  

Den ena typen av resonemang, vilken dominerar den svenska läroboks- och undervisningskulturen, 

refereras här till som imitativt resonemang. Kärnan i ett imitativt resonemang handlar om att återge 

lösningsmetoder eller procedurer som på något sätt redan presenterats. Detta kan göras genom att till 

exempel antingen imitativt använda en strategi som är memorerad från tidigare föreläsning eller 

genom att tillämpa en presenterad algoritm, oberoende av förståelse för hur den fungerar. Imitativt 

resonemang kan delas upp i två huvudkategorier; memoretat och algoritmiskt resonemang. Det 

memorerade handlar i huvudsak om att minnas och återge fakta, definitioner och bevis medan det 

algoritmiska resonemanget appliceras när presenterade procedurer tillämpas. En uppgift kan lösas 

med algoritmiskt resonemang om det finns direkta eller sedan tidigare tillgängliga instruktioner som 

beskriver tillvägagångssättet. För att kategoriseras som algoritmiskt resonemang (AR) behöver 

följande två villkor vara uppfyllda: 

1. Strategin handlar om att minnas och använda en algoritm, utan att behöva skapa någon 

lösningsmetod. 

2. Det är lätt att följa instruktionerna för lösningsmetoden och ett korrekt svar bör erhållas så 

länge eleven inte gör något slarvfel. 

Med algoritm menas inte enbart lösningsmetoder med ett antal tydliga instruktioner som löser en viss 

typ av problem, som exempelvis pq-formeln. Det som är gemensamt för algoritmer i detta 

sammanhang är att de tar hand om delarna i uppgiftslösningen som är komplicerade, vilket minskar 

tankeverksamheten som krävs av eleven. Författaren ifrågasätter varför AR över huvud taget benämns 

som resonemang när metoden inte kräver några som helst förklaringar till lösningsstrategierna, men 

klargör att det åtminstone alltid finns någon typ av resonemang vid val av lämplig strategi. Fortsatt 

beskrivs några varianter av AR, vilka benämns som familiar AR, Delimiting AR och Guided AR, där 

de två sistnämnda inte är relevanta för denna studie. Familiar AR är det resonemang som tillämpas 

när en redan etablerad algoritm tillämpas baserat på tidigare upplevelse av liknande problem. Ett 

resonemang räknas som familiar AR om följande två villkor är uppfyllda: 

1. Valet av lösningsstrategi baseras på en sedan tidigare bekant uppgiftstyp, vilken därför kan 

lösas med vederbörande kända algoritm. 

2. Algoritmen behöver enbart tillämpas. 

Funktionen hos en algoritm är att slippa slösa tankekraft, varför det inte finns något behov av att 

motivera valet av algoritm vid användandet. Eftersom användandet av familiar AR inte nödvändigtvis 

är förankrat i någon välgrundad matematisk förståelse, finns en risk att det i problematiska 

situationer inte är tillförlitligt.  
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3.1.3 Kreativt resonemang 

Motsatsen till imitativt resonemang kallas kreativt resonemang och innebär i stora drag att skapa 

lösningsstrategier utan någon tidigare kunskap om hur ett sådant problem kan angripas. 

Sammanhanget måste för personen vara helt nytt eller bortglömt och kräva ett resonemang som 

bygger på korrekt och/eller rimlig matematisk grund med någon typ av motivering som styrker 

slutsatserna. För att kategoriseras som kreativt resonemang (CMR) behöver följande tre villkor vara 

uppfyllda:  

1. Strategin som behövs för att lösa problemet är ny för eleven. En resonemangssekvens behöver 

skapas eller alternativt återskapas om idén har fallit i glömska sedan tidigare. 

2. Det krävs matematiskt argumenterande förklaringar som styrker valet av strategi samt 

motivering till att lösningen är korrekt och rimlig. 

3. Resonemanget behöver innehålla argument som grundas på korrekta matematiska 

fundament/koncept.  

Kreativa resonemang behöver nödvändigtvis inte vara utmanande, då definitionen också innefattar 

enkla resonemang. Det komplexa med kreativa resonemang är att något nytt måste skapas. Kreativitet 

är ett ord som kan ha många olika betydelser beroende på situation, som bland annat kan kopplas till 

skapande, inspiration och/eller påhittighet. Ordet kreativt syftar i detta sammanhang till flexibel 

tankeprocess i förhållande till situation vid problemlösning. Det flexibla förhållningssättet hindrar 

eleven från att fastna i en specifik tankebana och gör det möjligt att komma vidare i tankeprocessen 

(Lithner, 2008). 

3.2 Uppgiftsdesign 

Målet med matematikundervisning i grundskolan är att utveckla elevers olika matematiska 

kompetenser. Elevers möjligheter till detta beror på ett stort antal lärandeaspekter. För denna studie 

fokuseras betydelsen av resonemangstyp som förklaring till elevers lärande i matematik. Modellen för 

detta bygger på Lithners (2017) idé om att elevers matematiska kompetens påverkas av och påverkar 

matematiska resonemang, vilket i sin tur påverkas av vilket studiematerial elever möter samt på vilket 

sätt läraren ger stöd i resonemangsprocessen (se fig. 2). Läraren har stor betydelse för vad eleven 

möter i matematikundervisningen, både gällande handledning och resonemangs-/uppgiftstyper. För 

denna interventionsstudie manipuleras komponenter 3 och 4 för att mäta effekt på elevers lärande, 

vilket undersöks och analyseras i komponenter 1 och 2 i figur 2. Uppgiftsdesignen för denna 

intervention utgår från AR och CMR. I syfte att skapa uppgiftstyper som avser att lösas med dessa 

resonemangstyper förtydligas i detta avsnitt karaktärsdragen för sådana typer av uppgifter. 
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(Lithner, 2017) 

Figur 2. En schematisk bild över komponenter som påverkar elevers möjlighet till matematisk utveckling. Nr 

1 och 2 symboliserar komponenter kopplade till eleven, medan nr 3 och 4 innefattar komponenter kopplade till 

lärare och uppgiftsdesign.  

Design av uppgifter som syftar till algoritmiskt resonemang kräver endast presenterade 

lösningsstrategier som direkt kan tillämpas. I utbildningssammanhang är detta sällan något problem 

att konstruera, då matematiken är full av standardiserade metoder som till exempel regler för att 

bestämma geometriska egenskaper eller aritmetiska algoritmer. Dessa återfinns exempelvis i 

läroböcker, med mängder av lösta exempel och samlade lösningsmetoder. Eftersom eleverna inte 

heller nödvändigtvis behöver förstå de underliggande koncepten krävs endast en algoritmisk 

lösningsmall utan något stöd för kreativitet eller konceptuell förståelse. Konstruktion av uppgiftstyper 

som ska lösas enligt dessa principer är relativt rättfram och okomplicerad. För att konstruera 

uppgifter som fordrar kreativt resonemang krävs istället att elever inte på förhand känner till någon 

metod för att lösa det givna problemet. För att uppgifter utan känd lösningsmetod ska vara möjliga att 

lösa krävs att svårighetsgraden inte är för hög. Dessutom måste konstruktionen av uppgiften vara 

tillräckligt avgränsad så att lösningen kan visa på den specifika önskade kunskapen. Eleverna ska ha 

möjlighet att lösa uppgiften med matematiska argument utifrån den matematiska förmåga de besitter. 

En uppgift som är konstruerad utan given lösningsmetod, ska uteslutande kunna lösas antingen 

genom gissningsarbete eller genom ett kreativt konstruerande av strategi. Gissningar kan ses som en 

kreativ del i problemlösning, men leder sällan på egen hand till ett framgångsrikt resultat (Lithner, 

2017).  

3.3 Flytande och kristalliserad intelligens  

Förutom betydelsen av uppgiftesdesign för elevers matematiska resonemang vid problemlösning 

spelar även individuell kognitiv kapacitet roll. Det finns många teorier om vad intelligens är och på 

vilket sätt det bör testas, vilket gör att en del litteratur definierar intelligens som generell förmåga 

medan annan litteratur definierar intelligens som flera sammanvägda förmågor (Gruber, 2015). En 

följd av detta är att det är upp till varje forskare att avgöra vilken definition som ska tillämpas vid 

intelligenstester. Raymond B. Cattell skrev år 1943, en artikel i Psychological Bulletin där han 

definierade begreppen flytande och kristalliserad intelligens. Flytande intelligens, menade Cattell, är 

en rent generell förmåga att kunna skilja mellan och koppla samman gamla och nya grundläggande 

kunskaper, vilken också inkluderar att kunna anpassa sig till nya situationer. Denna typ av intelligens 

utvecklas fram till tonåren och avtar sedan sakta i vuxen ålder (Cattell, 1943). De intelligenstester som 

testar flytande intelligens innehåller uppgifter som kräver abstrakt tänkande i olika former, till 



 

17 

 

exempel snabb bearbetning av information, minnesprocesser och förmåga att hitta samband (Gruber, 

2015). Cattell (1943) definierade kristalliserad intelligens som den etablerade kunskapen inom ett 

område, ofta förvärvad genom flytande förmåga, som inte längre kräver abstrakta processer för att 

användas. Den kristalliserade intelligensen, till skillnad från den flytande intelligensen, fortsätter att 

utvecklas till långt in i vuxen ålder (Gruber, 2015), delvis beroende på utseendet av kulturen för 

inlärning (Cattell, 1963). För att testa kristalliserad intelligens utförs tester där generell information 

testas, som exempelvis ordförråd och muntlig förståelse (Gruber, 2015). De beskrivna måtten på 

intelligens kommer att tas hänsyn till vid gruppindelning för att inkludera båda dessa aspekter på 

generell och ämnesspecifik förmåga.  
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4. Metod  

Studien har undersökt konsekvenserna av två olika huvudtyper av tillämpat resonemang; AR och 

CMR. Detta analyserades dels kvantitativt, genom undersökning av prestation i Delstudie 1 och dels 

kvalitativt, genom studerandet av skriftligt producerade lösningar i Delstudie 2. Förberedelser, som 

material, gruppindelning och genomförande av både pilot- och huvudstudie var identiska för de båda 

delstudierna. Urvalet var i grunden också lika, men det tillkom fler specifika urvalskriterier för 

respektive grupp, vilket beskrivs nedan. Den stora skillnaden mellan Delstudie 1 och 2 låg i 

analysmetod, vilket också beskrivs i detta avsnitt.  

4.1 Urval och avgränsningar 

För att bidra med en outforskad del inom detta område valdes högstadiet som studieobjekt. De 

tidigare studierna har främst studerat elever från teoretiska program på gymnasiet med naturligt mer 

homogena grupper än högstadieklasser, vilket gjorde denna målgrupp intressant. För att minimera 

risken för faktorer som har med gruppdynamik och studievanor att göra, uteslöts elever från åk 7. För 

elever i åk 9 brukar nationella prov i olika ämnen uppta stor del av undervisningen under 

vårterminen, vilket möjligen skulle ha kunnat medföra en halvhjärtad insats i deltagandet av en studie 

utanför ordinarie undervisning. Dessutom är många elever i åk 9 nästintill lika mogna som 

gymnasieelever, vilket möjligen skulle ha kunnat förhindra eventuella skillnader i resultat från 

tidigare studier på gymnasieelever. Med anledning av studiens syfte kombinerat med begränsningarna 

från elever i åk 7 och 9, bestämdes att elever från åk 8 var mest lämpade att studera. 

Utifrån studiens tidsbegränsning bestämdes omfattningen av deltagare till fem stycken klasser i åk 8 á 

ca. 25 elever i vardera klass. Ett antal skolor från tre olika kommuner i Norrland kontaktades och de 

skolor som återkopplade snabbast valdes ut att delta i studien. Efter kontroll av godkända 

medgivarblanketter var antalet deltagande elever 125 stycken. Av dessa elever var det 94 st, varav 45 

st i AR-gruppen och 49 st i CMR-gruppen, som fullföljde samtliga fyra tillfällen och inkluderades i 

studien. Det höga antalet elever utgjorde goda förutsättningar för att kunna dra valida slutsatser 

samtidigt som en stor geografisk spridning kunde medföra en god representation av 

forskningsområdet. För delstudie II inkluderades de elever som medverkat vid samtliga fyra tillfällen. 

För delstudie I tillämpades ytterligare urvalskriterier för att skapa så bra förutsättningar som möjligt 

för en valid analys. Med utgångspunkt i antalet elever som fullföljde samtliga tillfällen sorterades 

ytterligare 13 st elever bort, varav 3 st i AR-gruppen och 10 st i CMR-gruppen, då dessa hade mindre 

än två rätt vid träningstillfället. Dessutom räknades 2 st elever i AR-gruppen som svarat på färre än 50 

% av frågorna vid träningstillfället bort. Dessa 15 elever ansågs inte ha försökt lösa uppgifterna eller av 

någon anledning presterat så lågt att resultatet inte gav någon relevant information för studiens syfte. 

När de specifika urvalskriterierna var tillämpade återstod en grupp på 82 elever, varav 40 st i AR-

gruppen och 42 st i CMR-gruppen, vilka inkluderades i delstudiens analys.  
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4.2 Konstruktion av material 

4.2.1 Träningsuppgifter  

Initialt utformades ett antal uppgiftstyper som skulle vara möjliga att lösa både med och utan given 

lösningsmetod enligt Lithner (2008; 2017). För AR-gruppen var kravet att uppgifterna skulle kunna 

lösas genom att läsa skriftligt presenterade lösningsförslag och imitera dessa. Samma typ av uppgifter 

skulle även vara möjliga för CMR-gruppen att lösa utan givna lösningsmetoder. Inget krav ställdes på 

förkunskaper om de olika uppgiftstyperna för deltagarna, så länge uppgifterna var möjliga att lösa 

inom ramen för målgruppens kunskapsnivå. I de fall där begreppsmässig kunskap krävdes fanns för 

båda grupper en förklarande text, eftersom studien ämnade att testa annat än begreppskunskap. Till 

exempel behövdes i en uppgiftstyp kunskapen om vinkelsumman i en triangel för att beräkna en 

yttervinkel, vilken båda grupper fick givet i uppgiften (se fig. 3; a & b). 

a. 

 

b. 

 

Figur 3. (a & b) Exempel på utformning av träningsuppgift för (a) AR-gruppen och (b) CMR-gruppen. 

För att inkludera ett antal olika matematiska områden användes uppgiftstyper av varierande karaktär; 

aritmetiska, geometriska och algebraiska uppgifter. Vid uppgiftskonstruktionen hämtades inspiration 

från ett antal olika läromedel som Tetra B (Carlsson, Ingves, Öhman och Andrén, 1999), X (Undvall, 

Olofsson och Forsberg, 1995) och Matte Direkt (Karlsson, Hake och Öberg, 2010). Dessutom 

användes Mattecentrum (https://www.mattecentrum.se) och Kunskapsmatrisen 

(https://www.kunskapsmatrisen.se) för att formulera definitioner och bidra med förslag på 

uppgiftstyper. Uppgifterna anpassades sedan till den specifika kravbilden för denna studie. Antalet 

uppgiftstyper begränsades till åtta stycken med hänsyn till den lektionstid de olika skolorna kunde 

avvara samt i förhållande till rimligheten i datamängd att hantera. För varje uppgiftstyp skapades 

delfrågor av identisk karaktär men med olika numeriska värden. Antalet delfrågor varierade mellan 3- 

4 st för AR-gruppen respektive 1-2 för CMR-gruppen, för att samtliga deltagare skulle ha möjlighet att 

mängdträna på de olika uppgiftstyperna. I denna fas av uppgiftskonstruktion förväntades AR-gruppen 

hinna fler uppgifter än CMR-gruppen, eftersom de endast behövde imitera de givna förslagen på 

https://www.mattecentrum.se/
https://www.kunskapsmatrisen.se/
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lösningsmetoder. Av den anledningen konstruerades fler deluppgifter till AR-gruppen än CMR-

gruppen för att försäkra en likvärdig tidsåtgång för båda grupperna. Eftersom studiens målgrupp var 

högstadieelever i åk 8, med varierande förmågor i matematik, konstruerades uppgifter av olika 

svårighetsgrad för att utmana samtliga elever. De flesta uppgiftstyper skulle vara av normal 

svårighetsgrad, medan några enstaka uppgiftstyper av mycket enkel respektive mycket svår karaktär 

skulle förekomma. Anledningen till en sådan fördelning av svårighetsgrad valdes för att undvika golv- 

eller takeffekter. Samtliga uppgifter konstruerades med hänsyn till att inte vara för numeriskt 

krävande, då deltagarna ej var tillåtna att använda digitala hjälpmedel vid tränings- och testtillfällen. 

Däremot förutsattes kunskap om några typer av procedurella metoder för beräkning av enklare 

additioner, subtraktioner, multiplikationer och divisioner för att numeriskt kunna lösa vissa uppgifter.   

4.2.2 Testuppgifter 

Den generella idén vid konstruktion av testuppgifter var att modifiera uppgifterna från 

träningstillfället något, i syfte att testa deltagarnas bestående kunskap på de olika uppgiftstyperna en 

tid efter träning. Utseendet på testuppgifterna skulle vara av identisk karaktär som de olika 

uppgiftstyperna vid träningstillfället samt vara lika för de båda grupperna. För AR-gruppen skulle, till 

skillnad från träningstillfället, heller inga givna lösningsförslag finnas. Skillnaden för båda grupper 

mellan träningstillfälle och testtillfälle skulle vara numeriska förändringar samt eventuellt någon 

kontextuell variation (se fig. 4; a, b & c). Antalet deluppgifter bestämdes till 1-2 st per uppgiftstyp, för 

att minska betydelsen av slarvfel på enstaka uppgifter. 

a. 

 

b. 
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c. 

 

Figur 4. (a, b & c) Exempel på träningsuppgift för (a) AR och (b) CMR samt motsvarande testuppgift för (c) 

båda grupperna. 

 4.2.3 Kvalitetssäkring av material 

För att säkerställa lämplig svårighetsnivå och omfattning av uppgiftstyper för tränings- och 

testtillfällen gjordes en kvalitetskontroll i tre delar;  

1. Granskning av materialet av erfaren och behörig högstadielärare i åk 8. 

2. Genomförande av pilotstudie på elever i åk 8, med varierande kunskaper i matematik, 

inklusive efterföljande muntlig dialog om utformningen av materialet. 

3. Löpande revideringar av materialet, utifrån information samlad från de ovannämnda 

punkterna.  

Med anledning av den bristande insikten i nivå och ämnesfördelning på högstadiet hos testledarna var 

ett viktigt inslag att få stöd kring detta av en verksam lärare med god kännedom. Granskningen 

berörde omfattning, svårighetsnivå, otydligheter, missuppfattningar och allmän diskussion om 

upplägg. Efter revideringar i samråd med granskande lärare genomfördes en enklare pilotstudie för 

träningstillfället med ca 10 elever från åk 8, vilka senare förstås inte medverkade i ordinarie studie. 

Eleverna delades in i två grupper, där den ena gruppen tilldelades att träna med AR och den andra 

gruppen med CMR. Eleverna fick samma information och förutsättningar som tänkt till den ordinarie 

studien. Träningstillfället för pilotstudien genomfördes och eleverna uppmanades sedan att gradera 

de olika uppgiftstyperna efter svårighetsgrad, för att säkerställa en gemensam bild över svårighetsgrad 

mellan deltagare och den tänkta studiedesignen. Efter genomförande av träningstillfället hölls en 

allmän diskussion om studiens design och upplägg, för att ta del av feedback från målgruppen och 

ytterligare utveckla material och utformning. Synpunkterna sammanställdes tillsammans med 

elevernas resultat och ytterligare revideringar gjordes för att förbättra kvaliteten på studiens design. 

Efter revideringar färdigställdes materialet och upplägget för tränings- och testtillfällen. Lämplig 

layout för att kunna tillgodogöra sig innehåll i instruktioner och frågeställningar utformades också. 

För att undvika missförstånd och annan problematik kopplad till språkliga svårigheter skapades även 

en engelsk version av tränings- och testtillfällen. 
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4.3 Gruppindelning 

I denna studie användes kognitiv förmåga som en variabel för att dela in testpersonerna i två 

matchade grupper. För att mäta deltagarnas kognitiva förmåga användes Raven’s Standard 

Progressiva Matriser (Raven, Raven och Court, 1991). Detta kognitiva testverktyg mäter generell 

begåvning på ett abstrakt plan, mer specifikt; icke-verbal problemlösningsförmåga. Vid 

genomförandet av Raven’s matriser presenteras för testpersonerna 36 st olika uppgifter, vilka var och 

en består av 9 geometriska mönster uppradade i tre rader och tre kolumner. I varje uppgift saknas den 

geometriska figur som ska passa in längst ned till höger för att figurerna tillsammans ska bilda ett 

mönster. Testpersonernas uppgift är att välja rätt geometrisk figur, bland åtta olika varianter, som 

passar in i mönstret (se fig. 5 för exempel). Utöver kognitiv förmåga som variabel för gruppindelning 

användes även elevernas senaste terminsbetyg i ämnet matematik för att få en noggrannare 

beskrivning av deras matematiska kunskapsnivå. 

 

 

Figur 5. Exempel på uppgift som liknar Raven’s matriser. 

4.3.1 Poängberäkning gruppindelning 

Efter sammanställning av antal rätta svar för varje deltagare, med 0 respektive 18 poäng som min- och 

max-poäng, gjordes en kombinerad bedömning av resultat och matematikbetyg. För att dessa 

variabler skulle väga lika tungt gjordes en konvertering av betyg till poäng. Betygspoängen beräknades 

enligt samma princip som grundskolans beräkning av meritpoäng inför ansökning till gymnasium. 

Den poängberäkning som tillämpas i skolväsendet innebär en översättning av de olika betygen till 

poäng från 0 till 20. Dessa räknades om till procentuella andelar, vilka sedan konverterades till 

betygsvärden i förhållande till den poängberäkning som tillämpats vid Raven’s matriser (med poäng 

från 0 till 18). För att förtydliga denna princip följer ett exempel. Betyget D motsvarar 12,5 poäng 

enligt skolverkets beräkning, vilket är 62,5 % av max-poängen 20. Den Raven’s-konverterade 



 

23 

 

poängberäkningen för betyg blir då 0,625 x 18 = 11,25 (Se tabell 1 för konverterad poängberäkning). 

På detta sätt kunde betyg beräknas likvärdigt betydande som resultatet från det kognitiva testet. För 

alla deltagare beräknades en sammanvägd poäng från betyg och resultat från Raven’s matriser, med 

poäng mellan 0 och 36, vilka senare utgjorde grunden för den slutgiltiga gruppindelningen. 

Totalpoäng för varje elev beräknades enligt följande exempel. Betyget E motsvaras av 9 poäng, vilket 

tillsammans med 10 poäng från Raven’s matriser resulterade i en totalpoäng på 10 + 9 = 19 poäng. 

Tabell 1. Betygsvärden konverterade från skolverkets värden till värden baserade på Raven’s matrisers poäng 

(max 18 poäng).  

 

För att minimera risken för höga och/eller låga testresultat till följd av ojämnt fördelade grupper 

förutsattes två inbördes kognitivt och kunskapsmässigt jämna grupper. Eleverna fördelades  i två 

matchade grupper med målet att få jämn fördelning av antal elever, poäng samt kön mellan de två 

testgrupperna. Testledarna kontrollerade detta genom att, under fördelningen av elever, noggrant 

kontrollera båda gruppernas medelvärden. Vid ojämn poäng- eller könsfördelning mellan grupperna 

korrigerades detta genom att aktivt justera elevfördelningen. Könsmatchningen gjordes enbart i syfte 

att förebygga eventuella könsskillnader inom grupperna. När gruppindelningen var färdig tilldelades 

den ena gruppen att vid träningstillfället få tillämpa AR och den andra CMR. Efter genomförandet av 

samtliga tränings- och testtillfällen tillämpades specifika urvalskriterier för respektive delstudie, vilka 

beskrivits tidigare. Eftersom en andel elever inte inkluderades till följd av ofullständigt genomförande 

kontrollerades gruppernas matchning gällande kön, betyg och kognitiv förmåga ytterligare en gång 

innan analys för att säkerställa jämn fördelning. 

4.4 Datainsamling  

4.4.1 Kognitiva tester 

I denna studie fick deltagarna vid första tillfället under fem minuter träna på 12 st uppgifter, med 

identisk utformning som Raven’s Matriser. Efter detta presenterades 18 uppgifter i stigande 

svårighetsgrad som deltagarna fick lösa under 30 minuter. Två uppsättningar av likvärdiga uppgifter, 

den ena med endast jämna uppgifter och den andra med endast udda uppgifter, användes i syfte att 

minska risken för fusk.  
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4.4.2 Träningstillfälle  

Vid träningstillfället fick deltagarna ta del av muntligt framställd information från testledarna för att 

få uppfattning om det praktiska upplägget (Se bilaga 1). Deltagarna fick under 45 minuter enskilt 

träna på att lösa åtta olika uppgiftstyper, med 1-4 deluppgifter per uppgiftstyp. Den ena gruppens 

material innefattade skriftliga instruktioner för att lösa samtliga uppgifter med AR medan den andra 

gruppens material endast bestod utav uppgifter att lösa med CMR. Materialet som användes vid 

träningstillfället var försättsblad med elevuppgifter, ett häfte med uppgifter (och ev. instruktioner), ett 

rutigt provskrivningspapper, penna och sudd. Inga digitala hjälpmedel tilläts, utan alla uträkningar 

krävde manuell beräkning. Deltagarna uppmanades att redovisa lösningar i det rutiga pappret och 

enbart svar i uppgiftshäftet. Handledning från testledare var möjlig att få, förutsatt att det inte rörde 

tillvägagångssätt för att lösa uppgifterna. 

 4.4.3 Testtillfällen 

6-8 respektive 13-15 dagar efter träningstillfället utfördes två testtillfällen med syfte att testa 

deltagarna på samma uppgiftstyper som vid träningstillfället. Förutsättningarna för genomförandet 

var detsamma som vid träningstillfället, med skillnad att alla deltagare oavsett grupptillhörighet, fick 

uppgifter utan lösningsmetoder. 

4.5 Analysmetod  

4.5.1 Interbedömarreliabilitet 

Datainsamling och -analys för denna studie sammanställdes, av praktiska skäl, med hjälp av två 

testledare. För att säkerställa likvärdig bedömning vid analys utfördes dessa till största mån i samvaro 

av varandra där eventuella funderingar kunde diskuteras tillsammans. Vid analys av det kvalitativa 

datamaterialet i Delstudie II undersöktes uppgiftstyperna dessutom en i taget för alla elever, alltså 

uppgift ett undersöktes för alla elever innan uppgift två började undersökas. Anledningen till detta var 

att säkerställa likvärdig bedömning mellan eleverna för respektive uppgift. 

4.5.2 Delstudie I 

 4.5.2.1 Analys av tränings- och testresultat, Forskningsfråga I. 

För den statistiska dataanalysen användes de statistiska analysverktygen Excel och SPSS. De kodade 

elevernas resultat för respektive uppgift och tillfälle dokumenterades i ett kalkylark i Excel. Ett 

elevsvar bedömdes som “rätt” om minst en delfråga innehöll ett korrekt svar och “fel” om samtliga 

deluppgifter var felaktiga. Obesvarade frågor räknades som bortfall. Här kontrollerades enbart 

elevernas svar utan några uträkningar. Efter sammanställning av elevsvar från både tränings- och 

testtillfällen tillämpades tidigare nämnda urvalskriterier för att sortera bort irrelevanta data. De 

kvarvarande 82 elevers lösningsfrekvens för varje uppgift vid samtliga tränings- och testtillfällen 
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beräknades samt total lösningsfrekvens per tillfälle för respektive grupp. För att besluta om 

parametriska eller icke-parametriska statistiska analysmetoder kontrollerades normalfördelning i 

båda grupper vid samtliga tränings- och testtillfällen. På grund av icke-normalfördelat datamaterial 

vid AR-gruppens träningstillfälle kunde inte ett vanligt t-test göras för att kontrollera om det fanns 

någon signifikant skillnad mellan AR-, och CMR-gruppen. Därför gjordes ett icke-parametriskt Mann-

Whitney U-test (Henriksson, 2008) för att undersöka om någon statistisk skillnad fanns. Vid 

testtillfälle 1 och 2 var båda gruppernas resultat normalfördelade, vilket resulterade i att en ANOVA 

(Grandin, 2012) användes för att kontrollera eventuella skillnader mellan AR-gruppen och CMR-

gruppen vid vardera testtillfälle. För att undersöka eventuell skillnad i lösningsfrekvens vid varje 

tillfälle för CMR-gruppen gjordes en ANOVA och ett motsvarande icke-parametriskt Kruskal-Wallis-

test (Henriksson, 2008) utfördes för AR-gruppen pga. ej normalfördelat datamaterial vid 

träningstillfället. För att kunna utläsa var eventuell statistisk skillnad förelåg för AR-gruppen gjordes 

även ett icke-parametriskt post hoc-test. 

4.5.2.2 Analys av tränings- och testresultat, Forskningsfråga II. 

För denna forskningsfråga av den kvantitativa analysen tillämpades samma urvalsprinciper som för 

forskningsfråga 1. De ytterligare avgränsningar som valdes att göra för testtillfälle 1 och 2 var att 

endast de uppgifter som en elev haft rätt på under träningstillfället var de uppgifter som sedan räknas 

med vid testtillfälle 1 och 2. En elev som exempelvis hade rätt på uppgiftstyp 1 och 5 vid 

träningstillfället, blev endast medräknad på dessa två uppgiftstyper vid testtillfälle 1 och 

2. Anledningen till denna typ av analys var att kartlägga total lösningsfrekvens för respektive grupp 

vid testtillfälle 1 och 2, förutsatt att eleverna klarat uppgifterna vid träningstillfället. Till skillnad från 

analysmetod för forskningsfråga I bidrar denna analys till en mer precis bild av hur mycket den metod 

eleven har tränat med, och där eleven har klarat uppgifterna, påverkar i vilken utsträckning eleven 

kan lösa en liknande uppgift vid ett senare tillfälle. Vid träningstillfället var ramfaktorerna detsamma 

som för forskningsfråga I, varför inga nya statistiska analyser gjordes för denna del. Med de utökade 

urvalskriterierna beräknades lösningsfrekvens för varje grupp vid respektive testtillfälle. För att 

undersöka eventuell statistisk skillnad mellan AR-gruppen och CMR-gruppen vid varje testtillfälle 

gjordes en ANOVA. 

4.5.2.3 Korrelationsanalys 

För att undersöka eventuella samband mellan kognitiv förmåga och testresultat utfördes en 

korrelationsanalys mellan resultat från kognitivt test och resultat från testtillfälle 1 för vardera grupp. 

I analysen uteslöts en elev i AR-gruppen på grund av lågt resultat på det kognitiva testet (0.05) i 

förhållande till testresultat (0.88; 0.63; 0.50) vilket ansågs osannolikt. Eleven genomförde dessutom 

det kognitiva testet på ca.5 minuter, vilket var orimligt kort tid för att hinna och bedömdes därför inte 

ha gjort sitt bästa under det kognitiva testet.  
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4.5.3 Delstudie II 

 4.5.3.1 Analys, Forskningsfråga IV 

Till denna del av analysen undersöktes elevernas uträkningar för att se vilka strategier som tillämpats 

för att lösa uppgifterna. Samtliga elevlösningar från tränings- och testtillfälle 1 undersöktes, förutom 

lösningarna från uppgiftstyp 4 och 6, då det för dessa inte gick att avgöra om lösningsstrategierna var 

kreativa eller imitativa. Lösningarna för de olika uppgiftstyperna kategoriserades som algoritmiska, 

kreativa eller ej lösta. Därefter beräknades andelar algoritmiskt lösta, kreativt lösta och ej lösta 

uppgifter för varje uppgiftstyp vid tränings- och testtillfälle 1 för AR-gruppen respektive CMR-

gruppen. Följande kriterier användes vid analys. 

Kreativa lösningar: För AR-gruppen bedömdes lösningar, vid både tränings- och testtillfället, som 

kreativa om någon annan strategi än de givna lösningsmetoderna använts. Vid testtillfället kunde 

eleven ha bortsett eller alternativt glömt den givna metoden och istället resonerat sig fram till en 

alternativ lösningsmetod. Se bilaga 6 för bedömningsmatris över kategorisering av algoritmiska 

respektive kreativa lösningar för AR-gruppen. Vid träningstillfället bedömdes alla lösningar från 

CMR-gruppen som kreativa, då de inte tilldelats någon given lösningsmetod att imitera. För CMR-

gruppen bedömdes lösningar vid testtillfället som kreativa, enligt Lithners (2008) definition av 

memorized AR, om de skiljde sig från den metod som använts vid träningstillfället.  

Algoritmiska lösningar: För AR-gruppen bedömdes lösningar, vid både tränings- och testtillfälle, som 

algoritmiska om de givna instruktionerna från träningstillfället tillämpats. För CMR-gruppen 

bedömdes lösningar vid testtillfället som algoritmiska om samma lösningsmetod använts vid både 

tränings- och testtillfälle.  

Ej lösta: De elevlösningar som varken innefattades av kriterierna för algoritmiska eller kreativa 

lösningar bedömdes som ej lösta.  

Bortfall: Elevlösningar med korrekta svar utan redovisade lösningar bedömdes som bortfall, då det 

inte med säkerhet var möjligt att avgöra om eleverna använt kreativa eller algoritmiska 

lösningsstrategier. 

4.5.3.2 Analys, Forskningsfråga V 

Som ett komplement till den första frågeställningen i Delstudie II gjordes en del för att undersöka 

fungerande strategier som av någon anledning inte resulterat i ett korrekt svar. De olika 

uppgiftstyperna analyserades en i taget för samtliga elever vid tränings- och testtillfällen i syfte att 

upptäcka felaktiga svar med korrekta strategier. Vid sådana upptäckter noterades observationen och 

tydliga exempel dokumenterades för att eventuellt presenteras i resultatet. För att åskådliggöra i 

vilken utsträckning elever misslyckas att genomföra sina korrekta strategier sammanställdes 

datamaterialet över andelen elever i lämpliga figurer som presenteras i resultatet. 
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4.6 Forskningsetiska överväganden 

Studien innefattade deltagare under 15 år och krävde elevers samt vårdnadshavares medgivande. 

Innan studien började fick deltagarna muntlig (se bilaga 1) och skriftlig information om studiens 

utformning tillsammans med en utdelad medgivandeblankett (se bilaga 2). Den skriftliga 

informationen innefattade bland annat information om ett riskfritt och frivilligt deltagande, vilket när 

som helst kunde avbrytas utan anledning. Medgivandeblanketten, tillsammans med den skriftliga 

informationen lästes av både vårdnadshavare och elev, vilket utmynnade i ett godkännande/ icke 

godkännande av deltagandet genom underskrifter från båda parter och ett tydligt ifyllt ja eller nej. 

Samtliga insamlade elevresultat från de olika tillfällena representerades av unika koder för respektive 

elev. Eleverna fick vid varje tillfälle även uppge namn, skola, klass och datum på ett försättsblad, 

fristående från uppgifterna. Anledningen till detta var att underlätta datahanteringen för testledarna. 

Vid analys av datamaterialet identifierades enskilda lösningar endast med kod. Datamaterialet 

användes enbart i studiesyfte, utan möjlighet till avläsning av elevresultat från utomstående. Inga 

individuella resultat redovisades heller i den färdiga rapporten, utan dessa presenterades på 

gruppnivå. Vid exemplifiering av elevlösningar i resultatet transkriberades dessa i syfte att skydda 

elevernas identitet. Projektet var dessutom utformad i enlighet med GDPR, utan redovisade 

personuppgifter, samt hade genomgått ställningstaganden enligt Vetenskapsrådets (2017) 

forskningsetiska principer. Som kompensation för medverkandet i studien delades en biobiljett ut till 

varje deltagare, finansierade av projektet Learning by Imitative and Creative reasoning.   

4.7 Fördelning av arbete 

Under arbetets samtliga delar; planering, genomförande, analys och skrivande, har båda parter varit 

likvärdigt delaktiga. Planering och konstruktion av uppgifter gjordes tillsammans men av praktiska 

skäl delades datainsamlingen upp mellan parterna. Analysen gjordes tillsammans, vilket förklaras 

djupare under 4.5.1 Interbedömarreliabilitet. Framställningen av bakgrund och metod delades initialt 

upp men har sedan diskuterats och reviderats i samarbete med varandra.   
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5. Resultat 

I följande avsnitt presenteras inledningsvis resultaten från delstudie I och senare även resultaten från 

delstudie II. Initialt följer en redogörelse för elevers prestationer vid tränings- och testtillfällen, utan 

respektive med hänsyn till individanpassad svårighetsnivå på uppgifterna. Därefter presenteras en 

korrelation mellan kognitiv förmåga och testprestation. I delstudie II illustreras fördelningen av 

lösningsstrategier vid respektive tillfälle för de båda grupperna med tillhörande exempel på 

elevlösningar samt brister i dessa. 

5.1 Delstudie I 

 5.1.1 Tränings- och testresultat  

Tabell 2. Lösningsfrekvensen på respektive uppgift för AR-gruppen och CMR-gruppen vid varje tillfälle, samt den 

totala lösningsfrekvensen för de båda grupperna vid varje tillfälle.  

 

Vid träningstillfället hade AR-gruppen en total lösningsfrekvens på 64 % medan CMR-gruppen hade 

en total lösningsfrekvens på 44 % (fig. 6). En skillnad i lösningsfrekvens på 20 procentenheter mellan 

AR och CMR resulterade i statistisk skillnad, påvisat i ett Mann-Whitney U-test, U=389.5 och p<.001. 

Vid testtillfälle 1 och 2 hade AR-gruppen en total lösningsfrekvens på 44 % respektive 45 %. CMR-

gruppen hade vid dessa tillfällen en total lösningsfrekvens på 47 % och 46 %. Envägs-ANOVA kunde 

inte påvisa någon statistisk skillnad i lösningsfrekvens mellan AR-gruppen och CMR-gruppen varken 

vid testtillfälle 1, F(1, 77)=0.27, p=.608. eller testtillfälle 2, F(1, 77)=0.089, p=.767.  

Vid jämförelsen för AR-gruppen mellan träningstillfället, testtillfälle 1 och 2 kunde ett Kruskal-Wallis 

påvisa statistisk skillnad, H(2)=16.348, p<.0001. Ett icke-parametriskt post hoc test visade att 

skillnad fanns mellan träningstillfället och testtillfälle 1,  H(1)=7.695, p<.001, samt träningstillfället 

och testtillfälle 2, H(1)=7.695, p<.001. Det gick inte att fastställa någon skillnad mellan testtillfälle 1 

och 2, H(1)=7.695, p=1.000 (fig. 6). Ingen statistisk skillnad kunde heller påvisas för CMR-gruppen 

vid jämförelse mellan träningstillfälle, testtillfälle 1 och 2,  

F(2, 114)=0.14, p=.868.  
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Figur 6. Den totala lösningsfrekvensen för AR-gruppen och CMR-gruppen vid respektive tillfälle.  

Figur 7 (a & b) visar lösningsfrekvens för (a) AR-gruppen och (b) CMR-gruppen för respektive 

uppgiftstyp vid träningstillfälle, testtillfälle 1 och 2. För (a) AR finns en negativ trend för 

lösningsfrekens mellan träning, testtillfälle 1 och testtillfälle 2 vid fråga 2, 3, 4, 7 och 8. För (b) CMR-

gruppen kan istället jämna lösningsfrekvenser mellan tillfällena anas. För exakta värden, se tabell 2. 

a. 

 

b. 

 

Figur 7. (a & b) Lösningsfrekvens för respektive uppgift vid varje tillfälle för (a) AR-gruppen och (b) CMR-

gruppen.  

5.1.2 Analys av testresultat 

I bedömningen av hur AR-gruppen och CMR-gruppen presterade relativt varandra när enbart de 

uppgifter som varje elev klarat under träningstillfället räknades med i lösningsfrekvens för testtillfälle 

1 och 2 gjordes ANOVA. Denna visade att CMR-gruppen hade signifikant högre lösningsfrekvens än 

AR-gruppen vid testtillfälle 1, F(1, 77)=23.5o, p<0,0001, och testtillfälle 2, F(1, 77)=9.44, p<0,01 (fig. 

9). 
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Figur 8. Lösningsfrekvens för AR-gruppen och CMR-gruppen vid testtillfälle 1 och 2, där endast de uppgifter 

som klarats vid träningstillfället räknats med till testtillfälle 1 och 2.  

I figur 9 (a, b & c) visas lösningsfrekvens på varje uppgiftstyp för AR-gruppen och CMR-gruppen vid 

(a) träningstillfälle, (b) testtillfälle 1 och (c) testtillfälle 2. Det går att ana högre prestation vid 

testtillfällen för CMR-gruppen än AR-gruppen på samtliga uppgiftstyper, förutom uppgiftstyp 1. 

a. 

 

b. 

 

  c. 

 

Figur 9. (a, b & c) Lösningsfrekvens för respektive uppgift för AR-gruppen och CMR-gruppen vid (a) 

träningstillfället, (b) testtilfälle 1 och (c) testtillfälle 2, där endast de uppgifter som vardera elev klarat vid 

träningstillfället räknas med.  
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5.1.3 Korrelationsanalys 

Tabell 3 visar hur korrelation varierade mellan tränings- och testtillfällen för AR-gruppen respektive 

CMR-gruppen. För AR-gruppen var korrelation mellan kognitiv förmåga och resultat låg vid 

träningstillfället och ökade till testtillfälle 1 och 2. Korrelation mellan kognitiv förmåga och resultat 

var dubbelt så stark vid testtillfälle 1 som vid träningstillfället. Mellan testtillfälle 1 och 2 ökade 

korrelationen ytterligare med ca. 2 procentenheter. För AR-gruppen hade kognitiv förmåga större 

betydelse för resultat vid testtillfälle än vid träning. För CMR-gruppen var korrelation mellan kognitiv 

förmåga hög vid träningstillfället och minskade med ca. 3 procentenheter till respektive testtillfälle. 

Tabell 3. Tabellen visar korrelation mellan kognitiv förmåga och resultat vid respektive tillfälle för AR-

gruppen och CMR-gruppen.  

  

Spridningsdiagrammet (fig. 10) visar sambandet mellan kognitiv förmåga och testresultat 1 för AR-

gruppen respektive CMR-gruppen. En korrelationsanalys visade stark (> 0.4) korrelation mellan 

kognitiv förmåga och testresultat för både AR-gruppen, med 0.594 och CMR-gruppen , med 0.586. 

AR-gruppen hade något starkare korrelation mellan kognitiv förmåga och testresultat än CMR-

gruppen. Spridningsdiagrammet visar tendenser till högre testresultat med CMR oavsett kognitiv 

förmåga. Däremot minskar skillnad i testresultat mellan CMR-gruppen och AR-gruppen med ökad 

kognitiv förmåga. 

 

Figur 10. Spridningsdiagram över sambandet mellan kognitiv förmåga och lösningsfrekvens vid testtillfälle 1 

för de olika resonemangstyperna AR och CMR vid inlärning. 
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5.2 Delstudie II 

5.2.1 Lösningsstrategier 

Vid tränings- och testtillfället användes både algoritmiska och kreativa lösningsstrategier i varierande 

utsträckning. Vissa elever använde liknande strategier vid tränings- och testtillfällen, medan andra 

varierade lösningsstrategi mellan tillfällena. Trots att elever i AR-gruppen fått givna lösningsmetoder 

användes inte dessa av alla, vilka istället löste uppgifterna kreativt. Elever i CMR-gruppen hade vid 

träningstillfället inte alternativet att tillämpa givna lösningsmetoder, vilket innebar enbart kreativt 

lösta uppgifter vid träningstillfället. Vid testtillfälle 1 tillämpade vissa elever samma lösningsmetoder 

som vid träningstillfället medan andra skapade nya, kreativa strategier för att lösa uppgifterna. Nedan 

redovisas olika varianter av lösningsstrategier för AR-gruppen respektive CMR-gruppen vid tränings- 

och testtillfälle, samt hur enskilda elevers strategier varierade mellan dessa tillfällen. För detaljer 

kring uppgiftstyper för tränings- respektive testtillfällen, se bilaga 3-5.  

5.2.1.1 Lösningsstrategier AR-gruppen 

Algoritmisk lösningsstrategi vid tränings- och testtillfälle: De flesta elever i AR-gruppen löste 

uppgifterna vid både träning och test med den givna lösningsmetoden. I figur 11 illustreras lösningar 

från två olika elever vid tränings- och testtillfället som använt givna lösningsmetoder för att lösa 

uppgifterna. I båda elevlösningar vid testtillfället kom eleverna ihåg lösningsmetoden given vid 

träningstillfället och utförde samma procedur igen för att lösa uppgiften. 

a. 

 

b. 

 

Figur 11. (a & b) Två elevlösningar på uppgiftstyp (a) 7 och (b) 2 från AR-gruppen, där uppgifterna 

är algoritmiskt lösta vid både tränings- och testtillfälle 1. 

Algoritmisk lösningsstrategi vid träningstillfälle och kreativ lösningsstrategi vid testtillfälle: En del 

elever tillämpade de givna lösningsmetoderna vid träningstillfället men använde sedan andra 

fungerande strategier vid testtillfället. I figur 12 illustreras lösningar från tre olika elever som vid 

träningstillfället använt de givna lösningsmetoderna men använt kreativa resonemang för att lösa 

uppgifterna vid testtillfället. Elevlösningen i figur 12 (a) från testtillfället illustrerar en elev som först 

subtraherat “snittet”(antal deltagare på båda utflykter) från totalt antal deltagare på utflykt 1 för att ta 
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reda på antalet personer som deltog i utflykt 1. Antalet deltagande på utflykt 1 adderades till det totala 

antal deltagande på utflykt 2. Elevlösningen i figur 12 (b) från testtillfället visar en elev som beräknade 

triangelns tredje vinkel genom att subtrahera summan av de två andra vinklarna från vinkelsumman. 

För att sedan beräkna yttervinkeln subtraherades den tredje vinkeln från 180 grader. I elevlösningen 

vid testtillfället i figur 12 (c) beräknar eleven arean av den lilla rektangel som bildas av summan från 

de två trianglarna utanför de icke-parallella sidorna i parallelltrapetset. Sedan beräknades arean av 

den föreställda stora rektangel som bildas av parallelltrapetsets långa sida och den sträckade höjden 

utanför figuren. Den lilla rektangeln subtraherades sedan från den stora triangeln för att beräkna 

parallelltrapetsets area. 

a. 

 

b. 

 

c. 

 

  

Figur 12. (a, b & c) Tre olika elevlösningar på uppgiftstyp (a) 5, (b) 3 och (c) 8 från AR-gruppen, där 

uppgifterna vid träningstillfället är algoritmiskt lösta och vid testtillfälle 1 är kreativt lösta. 

Kreativ lösningsstrategi vid tränings- och testtillfälle: En del av de elever som hade tillgång till 

lösningsmetoder vi träningstillfället valde av någon anledning att inte använda dessa, utan skapade 

istället egna strategier. I figur 13 (a) illustreras en elevlösning som vid både tränings- och testtillfället 

använder en lösningsmetod som är lik elevlösningen i figur 12 (a) vid testtillfället. I figur 13 (b) har 

eleven tillämpat liknande lösningsstrategier vid tränings- och testtillfället där årets alla månader i tur 

och ordning noterades, med start vid lämplig månad. Sedan adderades 5 kr för varje månad för att 

tillslut resultera i en korrekt summa pengar vid den efterfrågade månaden. 
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a. 

 

b. 

 

Figur 13. (a & b) Två olika elevlösningar på uppgiftstyp (a) 5 och (b) 1 från AR-gruppen, där uppgifterna vid 

både tränings- och testtillfälle 1 är kreativt lösta. 

Ej klarat vid träningstillfälle och kreativ lösningstrategi vid testtillfälle: Vissa elever klarade av 

någon anledning inte uppgifterna vid träningstillfället men kunde kreativt lösa dessa vid testtillfället. I 

figur 14 (a) beräknades vid träningstillfället, istället för den efterfrågade yttervinkeln, den tredje 

vinkeln i triangeln genom att subtrahera summan av de två kända vinklarna från 180 grader. Vid 

testtillfället beräknade samma elev den efterfrågade yttervinkeln på liknande sätt som i figur 13 (b), 

alltså genom att först ta reda på triangelns tredje vinkel och sedan subtrahera denna från 180 grader. 

I figur 15 (b) lämnades inget svar vid träningstillfället. Vid testtillfället beräknade denna elev arean av 

begränsningsytans två olika geometriska figurer och summerade sedan korrekt antal av dessa. 

 

a. 

 

b. 

 

Figur 14. (a & b) Två olika elevlösningar på uppgiftstyp (a) 3 och (b) 2 från AR-gruppen, där uppgifterna vid 

träningstillfället ej kunnat lösas. Elevlösningen i (a) innebar vid träningstillfället en felaktig lösning och (b) 

hade ingen lösning men båda löstes kreativt vid testtillfället. 

 

  



 

35 

 

5.2.1.2 Lösningsstrategier CMR-gruppen 

Kreativ lösningsstrategi vid träningstillfället och algoritmisk lösningsstrategi vid testtillfället: I 

CMR-gruppen tillämpade en del elever samma lösningsstrategi vid tränings- och testtillfället. Figur 15 

(a) visar en elevlösning där potenserna utvecklats och beräknats. Eleven har sedan insett att svaret 64 

är samma som26. Eleven har då generaliserat slutsatsen om potensregeln till testtillfället, där hen 

insett att exponenterna multipliceras för att förenkla till en potens. I figur 15 (b) har en elev ritat upp 

figuren med lämpliga värden och variabler. Sedan har yttervinkeln beräknats genom att subtrahera 

den tredje vinkeln från 180 grader, likt tidigare lösning i figur 12 (b). Eleven har sedan insett att 

yttervinkeln alltid kan beräknas med summan av de två motstående vinklarna. Vid testtillfället har 

eleven använt den generaliserade slutsatsen för att beräkna den efterfrågade yttervinkeln. Eleven har 

dessutom i text ytterligare motiverat yttervinkelsatsen. I figur 15 (c) har eleven ritat upp figuren och 

förstått att den består av två trianglar. För att beräkna arean av parallelltrapetset har arean för de två 

trianglarna därefter beräknats och summerats. Vid testtillfället har samma lösningsmetod använts 

med skillnaden att ingen figur ritats upp. I figur 15 (d) har eleven vid både tränings- och testtillfälle 

ritat upp figuren och delat in den i en rektangel och två mindre trianglar. Arean för “kvadraten” 

(rektangeln) respektive de två trianglarna har beräknats och sedan summerats för att beräkna 

parallelltrapetsets area. Vid testtillfället har eleven bildligt ytterligare förklarat uppdelningen av 

figuren på så sätt att de två trianglarna kan summeras till en rektangel. Därefter har figurernas 

sammanlagda area beräknats på liknande sätt som vid träningstillfället. 

a. 

 

b. 
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c. 

 

d. 

 

Figur 15. (a, b, c & d) Fyra olika elevlösningar från CMR-gruppen, för uppgiftstyper (a) 7, (b) 3, (c ) 8 och (d) 

8, där uppgifterna vid träningstillfället lösts kreativt och vid testtillfälle 1 algoritmiskt. 

Kreativ lösningsstrategi vid tränings- och testtillfället: Bland CMR använde vissa elever olika 

strategier vid tränings- och testtillfälle. Elevlösningen i figur 16 (a) illustrerar en elev som vid 

träningstillfället beräknat triangelns tredje vinkel och subtraherat denna från 180 grader för att 

erhålla den efterfrågade yttervinkeln. Vid testtillfället har eleven istället skrivit ett uttryck för 

yttervinkeln och sedan beräknat denna. Figur 16 (b) visar en lösning där eleven insett att arean av 

parallelltrapetset är detsamma som arean av den rektangel som bildas av höjden och den förlängda 

sidan a. Ett uttryck för denna area ställdes upp med korrekta variabler för de olika sidorna. Eleven har 

sedan ersatt variablerna med numeriska värden och beräknat värdet av uttrycket i korrekt 

prioriteringsordning. Vid testtillfället har denna elev ställt upp ett annat korrekt uttryck för beräkning 

av samma figur som vid träningstillfället, men delat upp beräkningen i andra steg för att nå 

slutresultatet. 

a. 

 

b. 

 

Figur 16. (a & b) Två elevlösningar från CMR-gruppen för uppgiftstyp (a) 3 och (b) 8, där uppgifterna vid 

både tränings-och testtillfälle 1 är kreativt lösta. 
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5.2.1.3 Fördelning av lösningsstrategier 

Vid analys av lösningsmetod för de båda grupperna framgick, för AR-gruppen vid träningstillfället att 

den givna algoritmen användes på 51 % av uppgifterna. 8 % av frågorna löstes kreativt och 41 % av 

uppgifterna löstes inte (se fig. 17 (a)). Vid testtillfälle 1 löstes 26 % av uppgifterna med algoritmen som 

givits vid träningstillfället, 21 % löstes kreativt och 53 % löstes inte. En mindre andel elever löste 

uppgifterna med den tidigare givna algoritmen vid testtillfälle 1 än vid träningstillfället medan andelar 

kreativt respektive ej lösta uppgifter ökade från träningstillfälle till testtillfälle 1. Vid träningstillfället 

för CMR-gruppen kunde uppgifterna antingen lösas kreativt eller inte alls. Figur 17(b) visar att 37 % 

av uppgifterna löstes kreativt vid träningstillfället. Vid testtillfälle 1 löstes 28 % av uppgifterna 

algoritmiskt och 15 % kreativt. En jämförelse av andelar algoritmiskt lösta uppgifter mellan tränings- 

och testtillfälle mellan grupperna visar större ökning för CMR-gruppen än för AR-gruppen. 

a. 

 

b. 

 

Figur 17. (a & b) Medelvärde för lösningsmetoderna algoritmiskt och kreativt samt ej löst, vid tränings- och 

testtillfälle för (a) AR-gruppen och (b) CMR-gruppen. 

5.2.2 Begränsningar i lösningsstrategier 

Vid analys av elevlösningar med felaktiga svar återfanns ett genomgående drag för uppgiftstyper där 

detta uppstått. De flesta av dessa uppgifter innebar beräkningar med multiplikationer, som 

exempelvis 23 x 17, vilka krävde strategier utöver kunskap om multiplikationstabellen. De 

uppgiftstyper som krävde detta var nr. 1 och 6 (se bilaga 3-5 för exempel på dessa uppgiftstyper). 

a. 

 

b. 

 

Figur 18. (a & b) Två elevlösningar på uppgiftstyp 6 från (a) testtillfälle 1 och (b) träningstillfället.  
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På uppgiftstyp 6 var det för både AR-gruppen och CMR-gruppen mellan 18 till 53 % av eleverna som 

hade korrekta strategier för att lösa dessa typer av uppgifter men misslyckades på grund av bristande 

förmåga att utföra multiplikation. Dessa tendenser förekom till ungefär lika stor del för båda gruppen. 

Däremot kunde en skillnad utläsas för den totala gruppen mellan de två första tillfällena och det sista 

med ca.50 % jämfört med 20 %. På uppgiftstyp 1 påträffades inte sådana stora skillnader värda att 

presentera, utan enstaka fall bekräftade observationen om svårigheter med multiplikation. 

Tabell 4. Andel elever i de båda grupperna som vid tränings-, testtillfälle 1 0ch 2 använde korrekt strategi för 

att lösa uppgiftstyp 6 men ej kunde genomföra denna. 

 

5.3 Slutsatser 

De sammanfattade slutsatserna från delstudie 1 var att det, medräknat hela den heterogena gruppen 

på samtliga uppgiftstyper, hade liten betydelse om elever i inlärningsstadiet tillämpade AR eller CMR. 

Prestation över tid var under dessa förutsättningar likvärdiga för båda grupper och AR innebar 

således ingen fördel i förhållande till CMR. Förutsatt att uppgiftstyperna vid inlärningsstadiet var 

anpassade till individuella nivåskillnader i matematikkunskaper, var CMR betydligt mer effektivt än 

AR, där CMR-gruppen både uppvisade högre prestationer än AR-gruppen vid ett första testtillfälle 

men även över längre tid. Kreativt resonemang gynnade majoriteten av elever i denna urvalsgrupp, 

men hade allra störst betydelse för de mest kognitivt svaga. Från delstudie II kan slustsatsen dras att 

elever trots tillgång till algoritmer valde att lösa vissa uppgifter kreativt. I inlärningsstadiet var 

kreativa lösningsstrategier det mest effektiva för framtida förståelse, då dessa lättare memorerades till 

högre grad än algoritmiska lösningsstrategier. Studien visade dessutom att elever brast i förmågan att 

tillämpa rutinmässiga procedurer. 
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6. Diskussion  

I detta avsnitt diskuteras inledningsvis resultat från delstudie I om hur AR och CMR påverkar 

inlärning i matematik från olika perspektiv. Därefter resoneras kring lösningsstrategier och dess för- 

och nackdelar i förhållande till bestående lärande. I avsnittet om metoddiskussion diskuteras slutligen 

studiens begränsningar, styrkor samt förslag på vidare forskning.  

6.1 Delstudie I 

6.1.1 Konstant prestation med kreativa resonemang 

Det första delresultatet visade att AR-gruppen presterade bättre än CMR-gruppen vid 

träningstillfället, med total lösningsfrekvens på 64 % jämfört med 44 %. Däremot presterade de båda 

grupperna vid testtillfälle 1 och 2 ungefär lika, med total lösningsfrekvens på ca. 45 %. Den totala 

lösningsfrekvensen för AR-gruppen minskade mellan tränings- och testtillfällen med ca. 30 % medan 

den totala lösningsfrekvensen för CMR-gruppen var relativt oförändrad mellan samtliga tillfällen. 

Detta stämmer överens med resultatet från Wikman (2015), som utfört en liknande undersökning på 

elever i samma åldersgrupp. Utifrån detta resultat skulle slutsatsen kunna dras att prestation vid 

testtillfällen är oberoende av initial lösningsstrategi. Tillsammans med det överensstämmande 

resultatet från Wikmans (2015) studie finns belägg för att resultatet i denna studie är representativt 

för elever på högstadiet. Detta skulle kunna kopplas till dagens undervisning som till stor del bygger 

på imitation (Boesen et al., 2014; Hiebert, 2003), vilket också speglas i läromedlen med stor andel 

imitativa uppgifter (Jäder et al., 2019). Resultatet skulle kunna styrka undervisningens och 

läromedlens imitativa inriktning, då kreativa resonemang inte verkar ge några fördelar i jämförelse 

med imitativa resonemang. Å andra sidan skulle den imitativa inriktningen i undervisningen kunna 

vara en förklaring till elevernas bristande förmåga att tänka kreativt, då de i undervisningen inte fått 

träna på denna typ av resonemang.  

 

Studien visade också att AR-gruppen hade högre lösningsfrekvens vid träningstillfället än vid 

testtillfällen, vilket stämmer överens med resultaten från Jonsson et al. (2014). Resultat är rimligt, 

med tanke på att eleverna vid träningstillfället hade givna lösningsmetoder och direkt kunde imitera 

dessa för att lösa uppgifterna, till skillnad från testtillfällena. Resultaten vid respektive tillfälle för 

CMR-gruppen skiljde sig däremot från Jonsson et al. (2014), då en konstant lösningsfrekvens kunde 

utläsas mellan tränings- och testtillfällen. En möjlig förklaring till den konstanta prestationsnivån för 

CMR-gruppen över tid skulle kunna vara de kognitiva fördelarna med möjligheten att skriva ned 

lösningar på papper. Enligt Gruber (2015) krävs vid inlärning att information på något sätt kognitivt 

processas för att skapa beständiga minnesbilder. I denna studie krävdes av CMR-gruppen hög grad av 

kognitivt processande, genom den skriftliga bearbetningen, för att kunna lösa uppgifterna vid både 

tränings- och testtillfällen. Av denna anledning fanns för CMR-gruppen goda förutsättningar till 

framgångsrikt lärande vid träningstillfället. Gruber (2015) hävdar dessutom att upprepning av 
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information är den minst effektiva kognitiva strategi för att internalisera kunskap, vilket skulle kunna 

förklara den avtagande prestationsnivån från tränings- till testtillfällen för AR-gruppen. De jämna 

prestationerna mellan grupperna vid testtillfället, till skillnad från Jonsson et al. (2014), skulle 

rimligtvis kunna förklaras av de olika urvalsgrupperna samt studiernas olika genomföranden, som 

skillnad i tidsbegränsning och tillgängliga hjälpmedel. Förutsättningarna i denna studie möjliggjorde 

således för båda grupper att kunna tillämpa kreativt resonemang och skapa lösningsstrategier vid 

testtillfällena. Vid testtillfällena hade AR-gruppen därför en fördel jämfört med CMR-gruppen, då de 

förutom möjligheten att konstruera nya strategier, också kunnat använda eventuell memorerad 

kunskap från träningstillfället. Med tillägget att de båda testgrupperna var matchade gällande 

matematisk förmåga skulle därför lösningsfrekvensen för AR-gruppen vid testtillfällena potentiellt 

kunnat vara högre än CMR-gruppen.  

I figur 7 (a & b) syns samma tendenser som i figur 7, fördelat på respektive uppgiftstyp, där 

lösningsfrekvens för AR-gruppen minskar från tränings- till testtillfälle på de flesta uppgiftstyper 

medan lösningsfrekvens mellan tillfällena för CMR-gruppen är jämn på de flesta uppgiftstyper. Något 

särskilt intressant i dessa figurer är jämförelsen mellan AR-gruppen och CMR-gruppen på uppgiftstyp 

8. På denna uppgiftstyp hade AR-gruppen en lösningsfrekvens på 63 % som sedan sjönk till 0 % vid 

testtillfälle 1, till skillnad från CMR-gruppen som hade en lösningsfrekvens på 15 % respektive 18 % 

vid tränings- och testtillfälle 1. Det intressanta i detta ligger i AR-gruppens stora skillnad mellan 

mellan tränings- och testtillfälle, där den imiterade lösningsstrategin inte givit något resultat. Detta 

resultat i jämförelse med den konstanta lösningsfrekvensen för CMR-gruppen, där en liten andel 

elever kunnat lösa denna uppgiftstyp vid båda tillfällen, antyder att CMR över tid är en mer 

fördelaktig strategi. Ytterligare en aspekt på den låga lösningsfrekvensen för AR-gruppen vid 

testtillfälle 1 var oförmågan att kreativt skapa en egen lösning om den tidigare givna algoritmen blivit 

bortglömd. Detta skulle möjligen kunna förklaras med begränsad utveckling av exekutiva funktioner, 

då elever kan ha svårt att skifta tankesätt eller lösningsstrategi vid behov (Meltzer, 2007). 

6.1.2 Betydelsen av lyckad träning 

Denna studie undersökte också testresultat för elever som lyckats lösa uppgifterna vid 

träningstillfället. Analysen visade att CMR-gruppen presterade signifikant bättre än AR-gruppen vid 

både testtillfälle 1 och 2 med lösningsfrekvens på ca. 80 % jämfört med 55 %. Detta motsvarade en 

minskning från träningstillfället med ca. 20 % för CMR-gruppen och ca. 45 % för AR-gruppen, dvs. en 

betydligt större negativ trend för AR-gruppen än CMR-gruppen. Slutsatsen av detta är att elever 

lyckas bättre vid senare tillfällen om de initialt tillämpat CMR än om de tillämpat AR, förutsatt att 

uppgifterna på individnivå är av lämplig svårighetsgrad. Denna analys överensstämmer med Jonsson 

et al. (2014) på så sätt att CMR-gruppen presterar signifikant bättre än AR-gruppen vid senare 

testtillfälle. Dessutom visar denna studie att resultatet håller i sig över tid, då CMR-gruppen fortsatte 

att prestera bättre än AR-gruppen vid ytterligare ett senare testtillfälle. Denna typ av analys är 

intressant med anledning av den stora variation i matematisk begåvning som finns i högstadieklasser. 

Elever i en högstadieklass visar i regel stora individuella skillnader, vilket kan medföra att vissa 
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uppgifter är för svåra att kunna lösas av alla elever. Om en elev hade svårigheter att lösa en viss 

uppgiftstyp vid träningstillfället, hade denna elev troligtvis liknande svårigheter att lösa samma 

uppgiftstyp vid testtillfället, då ingen feedback gavs mellan tränings- och testtillfällen. Detta bekräftar 

slutsatserna från Jonsson et al. (2014) som visade att det för CMR-gruppen var viktigt att elever i 

övningsstadiet ha klarat att lösa en viss typ av uppgift för att lära sig något av den. 

 

Figur 9 (a, b & c), visar likt figur 8 på generellt bättre prestationer för CMR-gruppen än AR-gruppen. 

De uppgiftstyper som båda grupperna vid träningstillfället presterade relativt likvärdigt på fortsatte 

att vara lika vid testtillfälle 1 och 2. Utifrån jämna lösningsfrekvenser på uppgiftstyp 1 och 2 mellan 

AR-gruppen och CMR-gruppen vid träningstillfället skulle dessa uppgiftstyper kunna varit av lättare 

karaktär, då tillgång till lösningsmetod inte givit någon fördel. Detta resultat skulle möjligen kunna 

indikera att eleverna, oavsett AR eller CMR, sedan tidigare internaliserat kunskapen, vilket innebär 

att för uppgifter av lätt karaktär har initial resonemangstyp liten betydelse för prestation över tid. De 

uppgiftstyper som AR-gruppen vid träningstillfället hade en högre lösningsfrekvens än CMR-gruppen, 

var de uppgiftstyper som CMR-gruppen hade högre lösningsfrekvens än AR-gruppen vid båda 

testtillfällen, vilket tydligt visas i uppgift 3, 4, 7 och 8. Utifrån stora skillnader i lösningsfrekvens 

mellan AR-gruppen och CMR-gruppen vid träningstillfället, till fördel för AR borde dessa 

uppgiftstyper vara av svårare karaktär. Detta tillsammans med högre lösningsfrekvenser för CMR-

gruppen vid testtillfällena skulle kunna indikera på en större fördel med CMR än med AR vid 

problemlösningsuppgifter av komplex karaktär.  

En övergripande reflektion från den kvantitativa analysen var den allmänt låga lösningsfrekvensen för 

både AR-gruppen och CMR-gruppen vid träningstillfället. I jämförelse med resultat från Jonsson et al. 

(2014) skiljde sig AR-gruppen med ca.30 procentenheter och CMR-gruppen med ca.20 

procentenheter vid träningstillfället. Detta kan med stor sannolikhet förklaras av de olika 

urvalsgrupperna, där en högstadieklass har en större spridning i matematisk begåvning jämfört med 

en gymnasieklass på naturvetenskapligt program. Något annat som skulle kunna förklara det låga 

resultatet är uppgiftstypernas krav på läsförståelse, vilket enligt Sterner & Lundberg (2002) kan vara 

begränsande för elevers möjlighet att visa sina matematikkunskaper. Kravet på läsförståelse i denna 

studie inkluderade dels en stor mängd text men också delvis förståelse för matematiskt innehåll. 

Kravet på läsförståelse gällande mängd var särskilt påtagligt för AR-gruppen (se bilaga 4), då de 

tilldelades fler deluppgifter än CMR-gruppen och skriftliga lösningsexempel utöver de gemensamma 

uppgiftsbeskrivningarna (se bilaga 3). Den låga lösningsfrekvensen för AR-gruppen vid 

träningstillfället var ändå förvånande med tanke på att de enbart behövde imitera givna 

lösningsmetoder och därför borde ha presterat bättre. Den låga lösningsfrekvensen för CMR-gruppen 

vid träningstillfället i jämförelse med Jonsson et al. (2014) skulle, förutom den stora variationen i 

matematisk begåvning och eventuella svårigheter med läsförståelse, också kunna förklaras med dess 

ålder och begränsat utvecklade exekutiva funktioner, enligt De Luca (2003). Enligt Meltzer (2007) är 

det viktigt att vid problemlösning planera och organisera tankar och beteenden, vilket blir särskilt 

påtagligt vid skapandet av nya lösningsstrategier. Att framgångsrikt kunna lösa problem med CMR 
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kan möjligen vara beroende av faktorerna som författaren beskriver och således också påverka 

studiens resultat. Dessa uppgiftstyper krävde att eleverna på egen hand planerade och organiserade 

vad som skulle göras och i vilken ordning. Dessutom fanns ingen vägledning om vilken information 

som skulle användas i de olika ingående stegen, vilket kan vara utmanande för elever i åk 8 utan stöd 

från någon vuxen.  

6.1.3  Kognitiv förmåga och testresultat 

Tabell 3 visar korrelationskoefficienter mellan kognitiv förmåga och prestation för AR-gruppen och 

CMR-gruppen vid respektive tillfälle. AR-gruppen hade låg korrelation vid träningstillfället, vilken 

fördubblades till testtillfälle 1 och sedan ytterligare ökade någon procentenhet till testtillfälle 2. CMR-

gruppen hade hög korrelation mellan kognitiv förmåga och prestation vid träningstillfället, vilken 

sedan linjärt avtog till testtillfälle 1 och 2. Vid träningstillfället krävdes betydligt mer kognitiv 

kapacitet av CMR-gruppen än AR-gruppen för att nå framgång, däremot gällde det omvända ju längre 

tid som gick efter träningstillfället. I praktiken skulle detta kunna innebära att CMR i ett 

inlärningsstadium kräver stor kognitiv ansträngning, som över tid minskar då kunskapen 

internaliserats. Det omvända skulle i sådana fall kunna gälla för AR, då det krävs mindre kognitiv 

ansträngning i ett inlärningsstadium som sedan kraftigt ökar över tid. En förklaring till kravet på 

kognitiv ansträngning vid AR skulle kunna vara att den kunskap som erhålls vid inlärning inte kan 

tillgodogöras vid senare tillfällen, utan måste rekonstrueras. I förhållande till detta resultat skulle det 

kunna diskuteras huruvida möjligheten till lärarledd vägledning bäst skulle kunna tillgodogöras 

beroende på undervisningsstrategi. I praktiken kan lärare bistå med lämplig stöttning när den 

kognitiva belastningen hos eleverna blir för stor för att på egen hand lyckas, vilket implicerar att båda 

resonemangstyper vid inlärning är möjlig, trots det höga kravet på kognition för CMR. Däremot finns 

inte denna tillgång till kognitiv avlastning för elever under provtillfällen, vilket skulle innebära att den 

höga belastning som krävs för att tillämpa AR måste hanteras på egen hand, utan stöd från lärare.  

I figur 10 jämförs korrelation mellan kognitiv förmåga och testresultat vid testtillfälle 1 för AR-

gruppen och CMR-gruppen. Figuren tydliggör att en stor andel elever gynnas av CMR och den mest 

gynnade kategorin är elever med låg kognitiv förmåga. Ju högre kognitiv förmåga desto mindre 

avgörande är resonemangstyp för prestation. Detta resultat skiljer sig marginellt från Wikman (2015) 

men skulle möjligen kunna förklaras med slumpmässiga faktorer alternativt de olika 

förutsättningarna; penna och papper jämfört med datorbaserat test. Däremot stämmer resultatet helt 

överens med Jonsson et al. (2014). Denna studie, med en klart heterogen urvalsgrupp, skulle 

dessutom ytterligare kunna styrka sambandet mellan kognitiv förmåga och prestation på ett 

allmängiltigt sätt. 
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6.2 Delstudie II 

6.2.1 Lösningsstrategier 

De strategier som användes för att lösa de olika uppgiftstyperna varierade på olika sätt. Figur 17 (a & 

b) illustrerar fördelningen av de strategier som användes vid tränings- och testtillfällen för AR-

gruppen och CMR-gruppen, vilka varierade både inom och mellan grupperna samt över tid. Lösta 

uppgifter vid träningstillfället för CMR-gruppen innebar uteslutande kreativa strategier, medan för 

AR-gruppen löste vissa elever uppgifterna med algoritmiska strategier och andra tillämpade kreativa 

strategier. De flesta elever i AR-gruppen valde att vid träningstillfället använda den givna 

informationen för att lösa uppgifterna. Det mest förvånande vid träningstillfället var andelen elever i 

AR-gruppen som inte använde den givna lösningsmetoden, utan istället valde en annan strategi för att 

lösa problemen (Se fig. 13 a & b). Det förväntade resultatet hade varit att samtliga elever i AR-

gruppen, vilka hade tillgång till givna lösningsmetoder, skulle använt sig av dessa för att lösa 

uppgifterna vid träningstillfället. Möjliga förklaringar till det avvikande resultatet skulle kunna vara 

att eleverna av någon anledning inte läst eller alternativt inte förstått instruktionerna och istället 

tillämpat någon annan strategi (Se fig. 14 a & b). Båda elever i figur 14 misslyckades vid 

träningstillfället men kunde däremot lösa samma uppgiftstyper vid testtillfället genom kreativa 

strategier, vilket tyder på ett begränsat tillgodogörande av kunskap vid träningstillfället. En annan 

anledning till att elever inte nyttjade den givna lösningsmetoden skulle kunna vara att eleverna aktivt 

valde att använda en annan strategi som de ansåg vara mer lämplig. I förhållande till detta skulle det 

kunna diskuteras huruvida de givna lösningsmetoderna var tillräckligt tydliga, förståeliga och 

användarvänliga för elever i denna åldersgrupp, vilket kopplar till kommunikationens betydelse i 

matematiska sammanhang. Niss och Højgaard (2011) framhåller vikten av att anpassa 

kommunikationen till parternas förutsättningar för att i matematiska sammanhang förstå och göra sig 

förstådd. Detta skulle eventuellt kunna förklara problematiken kring tillgodogörandet av instruktioner 

vid träningstillfället för AR-gruppen, vilket exempelvis visas tydligt vid uppgiftstyp 2 (se bilaga 4). 

Den givna lösningsmetoden för denna uppgiftstyp innehöll både matematiskt specifika termer och 

symboler, vilka möjligen kan ha varit för avancerade att förstå i förhållande till elevernas bakgrund 

och förförståelse. Förutom eventuella begrepps- och symbolmässiga svårigheter skulle även mediet för 

informationsutbytet ha kunnat påverka resultatet, då instruktionerna var presenterade i skriftlig form 

vilket elever tenderar att inte nyttja (Sidenvall et al., 2015). Om eleverna däremot fått instruktionerna 

presenterade genom annat medium, exempelvis muntligt, kanske tillgodogörandet av instruktioner 

sett annorlunda ut. 

Bland CMR-gruppen löstes uppgifterna vid testtillfället av vissa elever med algoritmiska strategier 

medan av andra elever med kreativa strategier. Vid testtillfället löstes 76 % av uppgifterna med 

samma lösningsstrategi som vid träningstillfället. För elevexempel, se figur 15 (a, b, c & d). Från detta 

kan slutsatsen dras att av de elever som vid träningstillfället kreativt lyckats lösa uppgifterna till stor 

del kunnat internalisera kunskapen och kunnat använda denna vid senare tillfälle, utan att behöva 

skapa någon ny lösningsstrategi. Detta är en intressant slutsats med tanke på att den ansträngning 
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som CMR innebär i inlärningsstadiet, faktiskt ger avkastning för framtida kunskap, då tidigare skapad 

lösningsstrategi inte behöver rekonstrueras. En jämförelse mellan grupperna visar att andelen kreativt 

lösta uppgifter för AR-gruppen ökar mellan tränings- till testtillfället medan det omvända gäller för 

CMR-gruppen. 49 % av eleverna i AR-gruppen kunde inte nyttja den initialt presenterade 

lösningsmetoden vid senare tillfälle, utan var istället tvungna att lösa uppgifterna på annat sätt 

alternativt kunde inte lösa uppgifterna (Se fig. 12 a, b & c). Detta implicerar i praktiken att AR vid 

inlärning ger låg avkastning till senare tillfälle, då eleverna till stor del ändå behöver konstruera nya 

strategier till följd av att de inte kunnat nyttja de strategier som använts vid inlärning. Från detta 

skulle slutsatsen kunna dras att den mest effektiva resonemangstyp att tillämpa vid inlärningsstadiet 

är CMR, då lösningsstrategierna internaliseras till högre grad och med lätthet kan användas vid 

senare tillfällen, vilket bekräftar tidigare slutsatser. 

6.2.2 Begränsningar i lösningsstrategier 

Vid analys av elevers olika strategier vid tränings- och testtillfälle uppmärksammades en intressant 

aspekt där en stor del elever använde korrekta strategier men inte lyckades genomföra dessa. 

Genomgående för uppgiftstyper där detta påträffades var sådana som inkluderade multiplikationer, 

där kunskaper utöver multiplikationstabellen krävdes. Detta visades på olika sätt för olika elever men 

gemensamt för dessa var att lösningarna redovisade korrekta strategier, men brast i genomförandet. 

Exempel på detta illustreras i figur 18 (a & b), där elevlösningen i (a) tydligt kommunicerat 

svårigheten med att utföra multiplikationen och elevlösningen i (b) försökt använda algoritmen för 

multiplikation men på ett ickefungerande sätt. Denna problematik var vid samtliga tillfällen tydligast 

för uppgiftstyp 6, med andelen elever som misslyckades att genomföra algoritmen på ca. 45 % vid 

tränings- och testtillfälle 1 och ca. 20 % vid testtillfälle 2. En jämförelse mellan grupperna visar inga 

större skillnader vid något tillfälle, varför slutsatsen kan dras att denna problematik är oberoende av 

resonemangstyp. En möjlig förklaring till den generellt bristande förmåga att utföra multiplikationer 

skulle kunna vara elevers vana att använda miniräknare, snarare än att genomföra enkla procedurer. 

Detta skulle i sådana fall kunna leda till att elever sällan tränar på att använda grundläggande 

procedurer och därför till slut förlorar förmågan att kunna använda dessa. Tekniska hjälpmedel är 

många gånger till stor hjälp vid komplicerade beräkningar, men ett konstant användande av dessa 

skulle olyckligt kunna medföra sämre förståelse för grundläggande aritmetiska funktioner, 

taluppfattning och/eller positionssystemet.  

Syftet med denna studie var att undersöka elevers framgångar vid möten med icke-rutinmässiga 

problem, där vissa rutinmässiga kunskaper (Kilpatrick, 2001) förutsattes för att kunna lösa de olika 

uppgiftstyperna. Muliplikationer som kräver att eleverna har kunskap utanför multiplikationstabellen 

borde troligtvis räknas som rutinmässig kunskap för elever i denna åldersgrupp. Detta tillsammans 

med de dominerande imitativa inslagen i matematikundervisningen, både gällande lektionsupplägg 

(Boesen et al., 2014) och läromedlens utformning (Jäder et al., 2019), gör det intressant att dra 

slutsater om denna studies observerade problematik kring användandet av algoritmer. Utifrån den 

rådande matematikundervisningens utformning borde elever rimligtvis tränas i att tillämpa 
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algoritmer och därigenom kunna genomföra de beräkningar som krävdes för denna studie. Detta är 

ytterligare en bekräftelse på att AR i inlärningsstadiet inte är så effektiva eller bidrar till kunskap som 

är bestående över tid. Däremot innebär detta inte att algoritmer är oviktiga för matematisk framgång. 

Ifrågasättandet gäller endast hur inlärningen av algoritmer ser ut i praktiken i jämförelse med vad 

utvecklingspsykologisk forskning poängterar (Gruber, 2015). I motsats till dagens undervisning, där 

imitation dominerar inlärningen av algoritmer behöver elever istället bearbeta och få förståelse för 

algoritmernas innebörd för att framgångsrikt kunna nyttja dessa i framtida 

problemlösningssammanhang. 

6.3 Syntes 

I denna studie har olika aspekter av resonemang i förhållande till matematisk framgång presenterats. 

Resultatets olika delar indikerar flera aspekter av fördelar med att tillämpa kreativa resonemang vid 

inlärning i matematik. Dessa resultat är från ett lärarperspektiv intressant att koppla till 

styrdokument och utformning av undervisning i praktiken. Skolverkets (2017) formulering av 

matematikämnets syfte handlar om att väcka nyfikenhet för ämnet genom kommunikativa, kreativa 

och problemlösande aktiviteter. Slutsatserna från denna studie är, tillika som resultaten från Jonsson 

et al (2014) och Wikman (2015), förenliga med styrdokumentens ändamål med 

matematikundervisningen. Slutsatserna tyder på att elever, oavsett matematisk begåvning gynnas av 

att tillämpa kreativa resonemang vid inlärning för beständig kunskap över tid.  

Trots att styrdokument och forskning poängterar vikten av problemlösning i undervisning visade 

denna studies resultat relativt låga prestationer på uppgifter av problemlösningskaraktär. Vid studiens 

genomförande uppmärksammades tendenser till uppgivenhet hos elever när de presenterades 

ickerutinmässiga problem. En del elever kommenterade sådant som “Det här har vi inte gått igenom” 

och syftade då till att uppgiftstypen inte var möjlig att lösa. Dessa typer av reaktioner skulle kunna 

tyda på att elever till stor del är vana att arbeta med imitativa strategier och samtidigt är främmande 

för att skapa lösningsstrategier i förhållande till nya situationer. Detta väcker funderingar kring hur 

undervisningens utformning överensstämmer med syftet och målen för matematikundervisningen. I 

relation till detta bör även läromedlens roll i matematikundervisningen diskuteras, då de används i så 

stor utsträckning att de praktiskt taget fungerar som informella styrdokument (Boesen et al., 2014). 

Det kan tyckas märkligt att läromedlen inte avspeglar kursplanen i det avseendet att fokusera på 

kreativitet och problemlösande aktiviteter, utan istället fokuserar imitation av givna procedurer. 

Slutsatserna om de många fördelarna med kreativa resonemang vid problemlösning tillsammans med 

de dominerande imitativa inslagen i undervisningen gör därför ett ifrågasättande av dagens 

undervisningsmodell befogad.  

Den dominerande imitativa inriktningen i dagens undervisning skulle möjligen kunna ha sina 

förklaringar i praktiska och tidsmässiga fördelar. Att bedriva undervisning med kreativa resonemang 

ställer höga krav på lärares förmåga att bland annat förstå elevers olika kunskapsnivåer och 

elevspecifika svårigheter i kombination med elevers förmåga att beskriva sin uppfattning av vad som 
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är svårt att förstå. Det kan också vara svårt att genomföra problemlösningsaktiviteter i en klass med 

stora kunskapsskillnader så att samtliga elever utmanas och utvecklas på individuell nivå (Ball, 2001). 

Det är därför förståeligt att lärare använder imitativa undervisningsaktiviteter i förhoppning om att 

stimulera så många elever som möjligt. Istället för att fokusera på mängden uppgifter elever hinner 

under en lektion (Brosseau, 1997) bör eleverna istället utmanas utifrån individuella förutsättningar för 

att utvecklas, vilket underlättas av att inkludera kreativa resonemang i undervisningen. Med tanke på 

betydelsen av kreativa resonemang för utveckling av problemlösningsförmåga har läraren en väsentlig 

roll i lärandeprocessen, då höga krav ställs på elevers exekutiva funktioner (Meltzer, 2007). I en 

realistisk lärandesituation där lämplig vägledning är möjlig, skulle en större andel elever troligtvis 

kunna tillgodogöra sig av fördelarna med kreativa resonemang än i denna studie.  

6.4 Metoddiskussion  

Utifrån studiens syfte och frågeställningar ansågs det mest passande att både göra en kvantitativ och 

en kvalitativ analys. För att kunna jämföra denna studies resultat med tidigare liknande studier samt 

ytterligare kunna dra slutsatser om en annan åldersgrupp utifrån dessa, beslutades om en kvantitativ 

analys. Som komplement till den kvantitativa analysen studerades även elevlösningarna kvalitativt för 

att få en bättre förståelse för det kvantitativa resultatet. Denna del var relativt outforskad sedan 

tidigare och tillsammans med faktumet att denna studie sträckte sig över en längre tid än tidigare 

studier gjort skulle den kvalitativa analysen bli ett intressant tillägg till befintlig forskning. För att få 

datamaterial som var representativt för populationen gjordes studien på ett så stort urval samt 

geografisk spridning som tiden tillät. Urvalsgruppen som denna studie gjordes på var relativt 

heterogen gällande matematisk kompetens vilket skulle kunna göra att generella slutsatser kunde dras 

utifrån resultatet. Urvalsgruppen delades in i två matchade grupper genom måttet på elevernas 

kristalliserade och flytande intelligens (Cattell, 1943). Kristalliserad intelligens representerades i 

denna studie av elevernas betyg och flytande intelligens representerades av prestation på Raven’s 

matrisers kognitionstest. En annan faktor som också togs hänsyn till var kön, för att eventuell skillnad 

mellan grupperna inte skulle kunna förklaras av ojämn könsfördelning. En parameter som inte togs 

hänsyn till i denna studie men som ändå kan ha varit betydande var elevers läsförståelse då detta 

skulle kunna ha påverkat elevernas förståelse av uppgifter och skriftliga instruktioner. Ej heller 

problematik kopplat till dyslexi eller andra läs- och skrivsvårigheter togs hänsyn till varken i 

materialets utformning eller studiens utförande vilket kan ha haft stor påverkan på resultatet vid hög 

andel elever med dessa svårigheter. Dessa elever skulle då inte haft möjlighet att visa sin matematiska 

förmåga på ett rättvist sätt.  

Det material som utformades till studien genomarbetades noga för att säkerställa validiteten och 

reliabiliteten i uppgiftstyperna. Efter utformandet av materialet genomfördes en pilotstudie samt en 

granskning av materialet från erfarna lärare. Under denna process reviderades materialet utifrån 

iakttagelser och kommentarer från både lärare och elever i pilotstudien, vilket ytterligare bidrog till ett 

väl genomarbetat material. Om det funnits mer tid skulle det varit önskvärt att utforma fler uppgifter 

till varje uppgiftstyp i syfte att få ett mer valitt och reliabelt resultat. I utförandet av studien beslutades 
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att inga hjälpmedel, som exempelvis miniräknare skulle vara tillgängliga, då de procedurer som 

krävdes för denna studie var av rutinmässig karaktär. Dock visade analysen att resultatet delvis skulle 

sett annorlunda ut om eleverna haft tillgång till miniräknare. Om eleverna fått använda miniräknare 

hade den kvalitativa analysen riskerat att bli lidande, då eleverna eventuellt inte visat sina uträkningar 

i samma utsträckning. För framtida studier skulle det vara intressant att undersöka om utfallet av 

prestation beroende på resonemangstyp över tid skulle se annorlunda ut om eleverna får någon typ av 

feedback på sina lösningar för de olika uppgiftstyperna, som att exempelvis få se korrekta lösningar 

vid träningstillfällets slut. 

6.5 Slutord 

Dagens undervisning lär till stor del elever att använda givna algoritmer för att lösa problem i bekanta 

sammanhang. Många elever utvecklar troligtvis förmåga att följa instruktioner för att lösa vissa typer 

av problem, men blir begränsad när situationen inte är tillrättalagd som under träningstillfällena. Det 

viktiga med matematik är dock att i nya sammanhang kunna tillämpa sina kunskaper för att utveckla 

sin matematiska förmåga. Det gäller därför att tränas i att systematiskt strukturera bland en mängd 

information vilken ska sammanställas till en lämplig strategi och kunna genomföra denna på ett 

effektivt sätt. Med andra ord behöver elever lära sig att behärska de mentala processer som är 

nödvändiga för att kunna nå framgång i matematisk problemlösning. Detta innebär till stor del att 

kunna ha olika perspektiv på en typ av uppgift och kunna skifta tankesätt och strategi när den initiala 

idén inte leder framåt, vilket imitation av exempeluppgifter i en lärobok inte kan åstadkomma. För att 

kunna utveckla sin matematiska kompetens behöver elever därför tränas i hur de ska lära innan de 

kan inhämta ny kunskap. Detta är något som elever till stor del kan göra genom att använda kreativa 

resonemang vid inlärning. Om elever bemästrar förståelsen för hur de bäst lär, finns goda möjligheter 

att kunna lära livet ut. 

”What they should learn first is not the subjects ordinarily taught, however important they may be; 

they should be given lessons of will, of attention, of discipline; before exercises in grammar, they 

need to be exercised in mental orthopedics; in a word they must learn how to learn. ”  

(Binet & Simon, 1916, s. 257) 
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Bilagor 
Bilaga 1.  

Muntlig information till deltagarna vid första datainsamlingstillfället.  

Muntlig information - Deltagande i studien om matematisk 
problemlösning 

Vi är två ämneslärarstudenter i matematik från Umeå universitet som nu ska 
genomföra vårt examensarbete. Vi har fått förmånen att koppla vårt arbete till 
projektet Att lära matematik via imitativa och kreativa resonemang: Utfall av olika 
undervisningsmetoder. I projektet, som är ett samarbetsprojekt mellan Umeå 
universitet och Karlstads universitet, studeras utfallet av olika 
undervisningssituationer i matematik. Syftet med projektet är att ta reda på hur olika 
sätt att lära sig matematik påverkar inlärningen.  

Instruktion insamlande av bakgrundsdata och mätning av kognitiv prestation 

Om du väljer att delta så får du först på utföra några uppgifter som testar din 
kognitiva förmåga. Det tar ca 1 timme, med ett avbrott i mitten. Några av testerna kan 
upplevas som svåra så det är viktigt att du kan koncentrera dig och du gör ditt bästa 
på varje uppgift. 

Instruktion matematisk problemlösning 

Vid andra träffen kommer du få sitta och jobba med en uppsättning 
matematikuppgifter av olika karaktär. Det kommer också finnas en person 
närvarande som kan svara på frågor. Vissa uppgifter kan vara enkla och vissa kan 
vara mycket svåra. Men oavsett svårighetsnivån så kommer ingen ytterligare 
information, förutom den information som redan finns i den presenterade uppgiften 
att ges. Det är inte ett prov, men vi vill att du gör ditt bästa. Om du är osäker på vad 
du ska göra, är det bättre att du försöker än att du ger upp. Det är mer värdefullt att 
du försöker än att du får rätt svar. Känn dig inte generad om du misslyckas med vissa 
uppgifter. Det kommer inte att påverka bedömningen som din lärare gör för ditt 
betyg. Du behöver inte ha bråttom. 

Dina resultat skyddas och kommer att vara kodat under arbetets gång. Du kommer 
vara anonym i rapporten. 

Ca. 7 dagar efter det andra tillfället kommer du få göra om ett nytt antal uppgifter 
som ska undersöka om din matematiska problemlösningsförmåga har förbättrats och 
efter detta tredje tillfälle kommer du få göra samma sak ytterligare en gång, denna 
gång ca. 3 veckor senare. Mellan tillfällena kommer ni inte att jobba med  
problemlösningsfrågorna, utan återgår till den ordinarie matematikundervisningen. 
Det är viktigt för vårt resultat att ni inte pratar med varandra om hur ni gjorde eller 
tänkte efter träffarna. Ni behöver heller inte förbereda er på något sätt inför träffarna, 
ni får veta vad som ska göras när ni är på plats.  

När du genomfört sista mätningen får du en biobiljett som ersättning. 

  



Bilaga 2. 

Skriftlig information till elever och föräldrar samt medgivandeblankett.  

Information i samband med informerat samtycke med försökspersoner under 15 år 

Du har möjlighet att vara med i ett projekt som vill ta reda på hur olika 
lärandesituationer påverkar förmågan att lösa matematiska problem. 

Vad innebär det att vara med? 

Först får du genomföra ett kognitivt test som bland annat innefattar att se mönster 
bland olika figurer. Sedan får du träna på och lösa matematikuppgifter vid separata 
träffar. Vid varje träff sparas ditt arbete med matematikuppgifterna hos testledarna, 
för att använda detta i sin undersökning. Däremot kommer inga enskilda resultat att 
publiceras eller ges ut till någon annan än dig själv, om du vill se ditt resultat.  

Hur ofta träffas vi och under hur lång tid? 

Vid fyra tillfällen under vårterminen kommer vi att träffas och jobba ca 1 timme åt 
gången under en mattelektion. Första tillfället, v. 4, får du utföra ett kognitionstest. 
De tre följande tillfällena kommer du enskilt att arbeta med 
problemlösningsuppgifter i matematik med penna och papper, vilka kommer ske v. 5, 
6 och 9. Då kommer en försöksledare och eventuellt någon lärare finnas med som 
stöd. 

Efter sista träffen får varje elev som genomfört samtliga fyra träffar en 
biobiljett som tack för att man deltagit i studien.  

Vill du vara med? 

När du har läst igenom informationen om studien och känner att du fortfarande vill 
vara med så önskar vi att Du och din vårdnadshavare fyller i nästa blad där ni 
samtycker till att delta i studien eller ej. 

Viktigt att veta 

● Det är helt frivilligt att delta i studien. 

● Du kan avbryta din medverkan när som helst och utan förklaring. 

● Det finns inga faror med att vara med i studien. 

● Dina svar och dina resultat kommer bara att användas av ansvariga för denna 

studie. 

● Vid analys av resultaten kommer varje elev representeras av en unik kod, ex. 

elev 1, elev 2 osv. för att inte veta vilken elev som utfört vilken lösning. Detta är 

för att elever som vill veta sina egna resultat efter studien ska kunna få rätt 

lösningar.  

● Resultatet från studien kommer att publiceras i en vetenskaplig 

examensarbetesrapport, där kommer inte dina individuella resultat att visas 

utan endast gruppens resultat. 



● Projektet har genomgått etiska ställningstaganden enligt de forskningsetiska 

principer som råder, vilket försäkrar att eleverna inte kommer att hamna i 

kläm.  

● Huvudansvarig för projektet är ämneslärarstudenter Agnes Törnqvist och 

Malin Bergenholm vid Institutionen för naturvetenskapernas och 

matematikens didaktik, Umeå universitet. 

● Studien är utformad i enlighet med GDPR 

● Studien finansieras av LICR-programmet vid Umeå universitet. 

● Har du några frågor redan nu eller under studiens gång angående detta 

examensarbete är du välkommen att kontakta Agnes Törnqvist 073-815 14 96 

eller Malin Bergenholm 072-537 38 38.  

  

Vänliga hälsningar Agnes Törnqvist och Malin Bergenholm 

 
 
 

  



INFORMERAT SAMTYCKE 

  

Datum: 

  

Jag (för och efternamn textat) ………………………………………………………………… 

  

Födelsedatum (ej fyra sista)…………………………………………………………………… 

 

och min vårdnadshavare (för och efternamn textat) ………………………………………….. 

 har blivit skriftligen informerad om studien ”Att lära matematik via imitativa och 
kreativa resonemang: Utfall av olika undervisningsmetoder”  

Ringa in önskat alternativ: 

JA,             Jag/vi samtycker till att delta i projektet och känner till att mitt 

deltagande är helt frivilligt, samt att jag när som helst och utan närmare förklaring 

kan avbryta mitt deltagande. 

  

NEJ,           jag vill/får inte delta i projektet. 

   

Signatur (elev) :………………………………………………………………………………… 

Signatur (vårdnadshavare) :…………………………………………………………………… 

Lämnas in till din matematiklärare senast den 17 januari.  

 

  



Bilaga 3.  

Träningsmaterial för CMR. 

 
Kod:  
Fråga 1.  
Anna sparar pengar i sin spargris. I början av varje månad lägger hon i 5 kronor. Hon 
börjar i januari.  
 
Hur mycket pengar har Anna i spargrisen i slutet av  
a.) november det första året?  
 
Svar: ______________________ 
 
b.) mars det tredje året?  
 
Svar:_______________________ 
 

Fråga 2. 
Begränsningsytan är den sammanlagda arean av ett föremåls alla ytor.  
 
Beräkna begränsningsytan av figuren. 
 

 
Svar:________________________ 
 

Fråga 3.  
En triangel har vinklarna 37° och 83°. Beräkna den markerade yttervinkeln, V.  

 
 
Vinkelsumman i en triangel är 180°.  
 
Svar:________________________ 
 

Fråga 4. 
En parallellogram är en fyrhörning (de heldragna linjerna), med höjden h och 
sidorna a och b. Sidorna a är parallella med varandra och sidorna b är parallella med 
varandra.  

 

2 dm 

2 dm 

5 dm 
5 dm 

v 

83° 

37° 



 

 
 
Beräkna parallellogrammens area om a = 3 cm, b = 7 cm och h = 2 cm.  
 
 
Svar:_____________________ 

 
Fråga 5. 
a.) Under en resa fick personerna som var med på resan chans att följa med på två 
utflykter. Alla valde att följa med på minst en utflykt och 10 personer följde med på 
båda. Totalt följde 24 personer med på första utflykten och 15 personer följde med på 
andra utflykten.  
Hur många personer var med på resan?  
 
Svar:__________________________ 
 
b.) Vid en liten sjö finns olika sorters djur. Vissa kan bara leva på land, några kan 
bara leva i vatten medan en del kan leva både på land och i vatten. 18 st djur kan leva 
både i vatten och på land. Totalt kan 23 st djur leva på land och 51 st i vatten.    
 
Hur många djur finns totalt vid sjön? 
 
Svar:__________________________ 
 
 

Fråga 6. 
När Mohammed åkte taxi fick han betala en fast framkörningsavgift på 150 kr samt 
23 kr för varje kilometer han åkte. Han åkte 16 km. 
  
Hur mycket kostade taxiresan?  
 
 
Svar:_______________________ 

 
 
Fråga 7.  
Potenser används för att skriva upprepade multiplikationer. En potens betyder att du 
multiplicerar basen med sig själv så många gånger som exponenten visar. Ett 
exempel på potens är 43där basen är 4 och exponenten är 3. Potensen 43beräknas 
som 4·4·4 = 64. 
 

h 

b 

b 

a a 
h 



Förenkla till en enda potens 

a.) (22)3(svara i basen 2) 
 
Svar:______________________ 
 
b.) (114)11(svara i basen 11) 

Svar:_____________________ 

Fråga 8. 
Ett parallelltrapets är en fyrhörning (de heldragna linjerna) med höjden h, där två 
sidor, a och b i figuren, är parallella.  

 
Beräkna arean av parallelltrapetset om a = 6 cm, b = 9 cm och h = 4 cm.  
 
 
Svar:_________________________ 

 
  

h 
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Bilaga 4.  

Träningsmaterial för AR. 

 
Kod: 

Fråga 1. 
 

Anna sparar pengar i sin spargris. I början av varje månad lägger hon i 5 kronor. 
Hon börjar i januari.  
 
Den summa pengar, Y som Anna har i spargrisen varje månad kan beskrivas med 
formeln Y = 5·n, där n är antalet månader från start.  
 
Ex. Hur mycket pengar har Anna i spargrisen i slutet av september det första året?  
n = 9 (september är nio månader från start).  
Y = 5·9 = 45 kr  

 
Hur mycket pengar har Anna i spargrisen i slutet av 
a.) november det första året?  
 
Svar:______________________ 
 
b.) juni det andra året? 
 
Svar:______________________ 
 
c.) mars det tredje året?  
 
Svar:______________________ 
 

  



Fråga 2.  
 

Begränsningsytan är den sammanlagda arean av ett föremåls alla ytor.  
 
Begränsningsytan, Y för en låda med kvadratisk botten beräknas med formeln:  
Y = 2·a² + 4·a·b.  
 
Ex. Beräkna lådans begränsningsyta om a = 10 cm och b = 11 cm. 
 

 
Y = 2·10²cm + 4·10cm·11cm = 200cm² + 440cm² = 640 cm².  

 
Beräkna begränsningsytan av figurerna nedan.  
 
a.)                                                                                  b.)                                                                                

Svar:_____________________                        
Svar:___________________ 
 

c.)                                                                                   d.) 
Svar:_____________________                       
Svar:____________________ 

 b 

b 

a 
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Fråga 3. 
 

En triangels yttervinkel kan beräknas enligt sambandet V = A + B.  
 

 
 
Ex. Om A = 20° och B = 80° så är V = 20° + 80° = 100° 
 
Vinkelsumman i en triangel är 180°.  

 
Beräkna den markerade yttervinkeln, V i figurerna nedan.  
a.)                                                                           b.) 

 
Svar:_____________________          
Svar:______________________ 
 
 
c.)                                                                           d.) 

 
 
Svar:____________________           
Svar:_______________________ 
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A 

B 
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Fråga 4.  
 

En parallellogram är en fyrhörning (de heldragna linjerna), med höjden h och 
sidorna a och b. Sidorna a är parallella med varandra och sidorna b är parallella 
med varandra.  

 
 
Parallellogrammens area, A beräknas med formeln: A = b·h  
 
Ex. Om a = 5 cm, b = 10 cm och h = 3 cm så är A = 10·3 = 30 cm² 

 
Beräkna parallellogrammens area om  
a.) a = 3 cm, b = 7 cm och h = 2 cm.  
 
Svar:________________________ 
 
b.) a = 4 cm, b = 3 cm och h = 3 cm. 
 
Svar:________________________ 
  
c.) a = 6 cm, b = 8 cm och h = 5 cm. 
 
Svar:________________________ 
 
d.) a = 8 cm, b = 12 cm och h = 5 cm. 
 
Svar:________________________ 
  

 

b 

b 

a a 
h 



Fråga 5. 
 

Ex. Under en friluftsdag fick man chans att välja mellan pulkaåkning och pimpling. 
Alla elever valde att vara med på minst en aktivitet och 13 elever var med på båda 
aktiviteter. Totalt åkte 24 elever pulka och 47 elever pimplade.  
 
Hur många elever var med under friluftsdagen?  
 
Lösning: 
A= Antal som åker pulka 
B= Antal som pimplar 
C= Antal som gör båda aktiviteter 

Totalt antal elever = A + B - C = 24 + 47 - 13 = 58 st. 

 
 
a.) I en klass sportar de flesta eleverna. De som sportar spelar antingen innebandy, 
handboll eller båda sporterna. 10 elever spelar både innebandy och handboll. Totalt 
spelar 17 elever innebandy och 18 elever spelar handboll.  
 
Hur många elever sportar?  
 
Svar:__________________________ 
 
b.) Under en resa fick personerna som var med på resan chans att följa med på två 
utflykter. Alla valde att följa med på minst en utflykt och 10 personer följde med på 
båda. Totalt följde 24 personer med på första utflykten och 15 personer följde med på 
andra utflykten.  
 
Hur många personer var med på resan?  
 
Svar:__________________________ 
 
c.) Vid en liten sjö finns olika sorters djur. Vissa kan bara leva på land, några kan 
bara leva i vatten medan en del kan leva både på land och i vatten. 18 st djur kan leva 
både i vatten och på land. Totalt kan 23 st djur leva på land och 51 st i vatten.  
 
Hur många djur finns totalt vid sjön? 
 
Svar:__________________________ 
  



Fråga 6. 
 

Kostnaden för att hyra en släpvagn består av en fast avgift,  f och en avgift, a per 
timme. Kostnaden, K kan beräknas med formeln: K = f + ax, där x är antalet 
timmar. 
 
Ex. Om f = 50, a = 15 och är x =5, så är K = 50 + 15·5 =125 kr.  

 
a.) När Mohammed åkte taxi fick han betala en fast framkörningsavgift på 150 kr 
samt 23 kr för varje kilometer han åkte. Han åkte 16 km.  
 
Hur mycket kostade taxiresan?  
 
Svar:______________________ 
 
b.) När Lea hyrde en snöskoter fick hon betala en fast avgift på 300 kr samt 30 kr för 
varje kilometer hon åkte. Hon åkte 25 km.  
 
Hur mycket kostade skoterturen?  
 
Svar:_______________________ 
 
c.) När Cho skulle tvätta bilen i en “Tvätta själv-hall” fick han betala en fast avgift på 
225 kr, samt 75 kr för varje halvtimme han använde tvätthallen. Det tog två timmar 
att tvätta bilen. 
 
Hur mycket fick han betala för att tvätta bilen i tvätthallen? 
 
Svar:_________________________ 
 
d.) När Amira hyrde en cykel fick hon betala en fast avgift på 50 kr samt 90 kr för 
varje timme hon hyrde cykeln. Hon hyrde den i 4 timmar.  
 
Hur mycket kostade hyran av cykeln? 
 
Svar:_________________________ 
  



Fråga 7. 
 

Potenser används för att skriva upprepade multiplikationer. En potens betyder att du 
multiplicerar basen med sig själv så många gånger som exponenten visar. Ett 
exempel på potens är 43där basen är 4 och exponenten är 3. Potensen 43beräknas 
som 4·4·4 = 64.  
 
Vid förenkling av “potens av potens” multipliceras exponenterna. (𝑎𝑚)𝑛= 𝑎𝑚·𝒏 
Ex. (52)3= 52·𝟑= 56 

 
Förenkla till en enda potens  
 
a.) (22)3 (svara i basen 2)  
 
Svar:____________________ 
 
b.) (46)2 (svara i basen 4)  
 
Svar:____________________ 
 
c.) (114)11 (svara i basen 11)  
 
Svar:____________________ 
 
d.) (124)2 (svara i basen 1)  
 
Svar:____________________ 

  



Fråga 8. 

Ett parallelltrapets är en fyrhörning (de heldragna linjerna) med höjden h, där två 
sidor, a och b i figuren, är parallella.  

 
 

Arean, A av parallelltrapetset beräknas med formeln: A = 
ℎ·(𝑎 +𝑏)

2
 

 

Ex. Om a = 2 cm, b = 4 cm och h = 3 cm så är A = 
3 · (2 + 4)

2
= 9 cm² 

 
Beräkna arean av parallelltrapetset om  
a.) a = 6 cm, b = 9 cm och h = 4 cm.  
 
Svar:________________________ 
 
b.) a = 5 cm, b = 7 cm och h = 3 cm. 
 
Svar:________________________ 
 
c.) a = 3 cm, b = 7 cm och h = 2 cm.   
 
Svar:________________________ 
 
d.) a = 4 cm, b = 6 cm och h = 4 cm.  
 
Svar:________________________ 
  

h 

a 

b 

h 
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Bilaga 5. 
 

Material för testtillfälle för båda grupper AR och CMR. 

 
Kod: 

Fråga 1.  
Anna sparar pengar i sin spargris. I början av varje månad lägger hon i 5 kronor. Hon 
börjar i januari.  
 
Hur mycket pengar har Anna i spargrisen i slutet av  
a.) augusti det första året?  
 
Svar: ______________________ 
 
b.) september det andra året?  
 
Svar:_______________________ 
 

Fråga 2. 
Begränsningsytan är den sammanlagda arean av ett föremåls alla ytor.  
 
Beräkna begränsningsytan av figuren. 
 

 
Svar:________________________ 
 

Fråga 3.  
En triangel har vinklarna 42° och 93°. Beräkna den markerade yttervinkeln, V.  

 
 
Vinkelsumman i en triangel är 180°.  
 
Svar:________________________ 
 

Fråga 4. 
En parallellogram är en fyrhörning (de heldragna linjerna), med höjden h och 
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sidorna a och b. Sidorna a är parallella med varandra och sidorna b är parallella med 
varandra.  
 

 
 
Beräkna parallellogrammens area om a = 5 cm, b = 12 cm och h = 3 cm.  
 
 
Svar:_____________________ 

 
Fråga 5.  
a.) Under en resa fick personerna som var med på resan chans att följa med på två 
utflykter. Alla valde att följa med på minst en utflykt och 13 personer följde med på 
båda. Totalt följde 35 personer med på första utflykten och 26 personer följde med på 
andra utflykten.  
Hur många personer var med på resan?  
 
Svar:__________________________ 
 
b.) Vid en liten sjö finns olika sorters djur. Vissa kan bara leva på land, några kan 
bara leva i vatten medan en del kan leva både på land och i vatten. 17 st djur kan leva 
både i vatten och på land. Totalt kan 28 st djur leva på land och 61 st i vatten.    
 
Hur många djur finns totalt vid sjön? 
 
Svar:__________________________ 
 
 

Fråga 6. 
När Mohammed åkte taxi fick han betala en fast framkörningsavgift på 125 kr samt 
24 kr för varje kilometer han åkte. Han åkte 17 km. 
  
Hur mycket kostade taxiresan?  
 
 
Svar:_______________________ 

 
 
Fråga 7.  
Potenser används för att skriva upprepade multiplikationer. En potens betyder att du 
multiplicerar basen med sig själv så många gånger som exponenten visar. Ett 
exempel på potens är 43där basen är 4 och exponenten är 3. Potensen 43beräknas 
som 4·4·4 = 64. 

h 

b 

b 

a 
a 



 
Förenkla till en enda potens 

a.) (22)5(svara i basen 2) 
 
Svar:______________________ 
 
b.) (94)7(svara i basen 9) 

Svar:_____________________ 

Fråga 8. 
Ett parallelltrapets är en fyrhörning (de heldragna linjerna) med höjden h, där två 
sidor, a och b i figuren, är parallella.  

 
Beräkna arean av parallelltrapetset om a = 7 cm, b = 12 cm och h = 5 cm.  
 
 
Svar:_________________________ 
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Bilaga 6. 

Bedömningsmatris för vad som bedömdes som en A, algoritmisk lösningsmetod och C, kreativ lösningsmetod på 
varje fråga för AR. 

Fråga/bedömni
ng 

A C 

1 Y=5×n  Upprepad addition. 
Använd sig av svaret från a) 

och adderat till det som 
saknas.  

Blandat multiplikation och 
addition. 

2 Y=2×(a^2)+4×a×b Eleven visar inte tydligt att 
hen har använt sig av given 

metod, t.ex. inte skriver a^2.  

3 V=A+B Eleven räknar först ut tredje 
vinkeln för att med hjälp av 

den räkna ut vinkeln V.  

5 Totala antalet elever=A+B-C 
Eller gjort det i två steg  
A+B=X och X-C= totala 

antalet elever 

A-C=X, B-C=Y, X+Y+C=totala 
antalet elever 

A-C=X, B+X=totala antalet 
elever 

7 (a^m)^n=a^(m×n) Skriver ut vad (a^m)^n 
betyder och därifrån ser 

sambandet mellan 
exponenterna  

8 
A = 

ℎ·(𝑎 +𝑏)

2
 

 

Räknar ut det som två 
trianglar. 

Räknar ut hur mycket längre b 
är än a och därifrån räknar ut 

den lilla extra biten utöver 
a×h. 

 

 

 

 

 

 


