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Sammanfattning

Denna studie syftar till att 6ka forstaelsen for hur val av resonemangstyp paverkar elevers larande
over tid. Tvd matchade grupper med elever i arskurs 8 fick antingen 16sa uppgifter med givna
16sningsstrategier eller uppgifter dar de fick konstruera egna l6sningar. En kvantitativ analys
genomfordes for att undersoka eventuella skillnader i elevers prestationer och en kvalitativ analys
gjordes for att studera elevers 16sningsstrategier. Studien visade att elever som initialt fatt firdiga
16sningsstrategier presterade béttre dn de som fatt konstruera dem sjilva. Det fanns dock indikationer
pa att elever som konstruerat egna 16sningar presterade battre 6ver tid. En korrelationsanalys mellan
kognitiv forméga och prestation visade att elever gynnades av att sjalva konstruera 16sningar. Elever i
de bdda grupperna tillimpade varierande strategier vid bade tranings- och testtillfallen. Resultatet
visade ocksé att elever som initialt konstruerat egna l6sningar tenderade att anvinda samma strategi
vid senare tillfélle i storre utstriackning 4n elever som fatt fardiga 16sningsstrategier.

Nyckelord: Imitativt, kreativt, algoritmiskt, resonemang och problemlosning.
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1. Inledning

Det svenska utbildningssystemet vilar pa nationella styrdokument med bestdmda mal, vilka till stor
del kan upplevas som diffusa och kortfattade. Detta innebér stora tolkningsutrymmen och ett tungt
ansvar for larare som ska avgora hur undervisningen ska bedrivas for att elever ska lira sig sé bra och
langsiktigt som mojligt. Det tillhor larares natur att intressera sig for utveckling och férbattring av
undervisningen for att ge elever goda forutsattningar att bli framgangsrika i matematik. En vision ar
ocksé att responsen till denna utveckling ar 6kad motivation, 6kat intresse och 6kat kunnande hos
eleverna. Den eviga frigan som efterfoljer ar: “Hur kan ett 1angsiktigt och bestandigt larande i

matematik astadkommas?”

Den vanligast forekommande undervisningsmodellen i dagens skola fokuserar till stor del pa
imitation av givna l16sningsmetoder (Boesen, Helenius, Bergqvist, Bergqvist, Lithner, Palm &
Palmberg, 2014). Hiebert (2003) menar att denna typ av undervisning majliggor memorerande av
isolerade fakta och procedurer men hindrar elever fran att engagera sig i komplexa tankeprocesser,
och siledes utveckla sin matematiska kompetens. Utifran erfarenhet stimmer bilden av den imitativa
matematikundervisningen, dar procedurhantering ofta varit fokus hellre an forstaelse for de
matematiska relationerna. Foljden av detta har stundvis inneburit en bild av matematikdmnet som
enbart isolerade 6ar kopplade till skolviarldens matematik och utan forankring till omvarlden. Denna
upplevelse av matematikens natur skiljer sig frin den bild som vi blivande ldrare stravar efter att
formedla till framtida elever. “Education should inspire students to turn their full intelligence on a
problem, to think creatively, originally, and constructively instead of defensively, and to carry these

new ways of thinking into new situations” (Holt, 1964, s. 27).

Holt beskriver alltsé en syn pad matematikundervisning som stimmer 6verens med visionen att
formedla dmnets betydelse och generaliserbarhet till nya ssmmanhang for att kunna uppticka och
forsta virlden. For att astadkomma négot sidant behovs reflektion 6ver den rddande undervisningens
utformning samt kunskap om hur forstielse i matematik bast utvecklas. En samhéallsméssigt
uppmarksammad reflektion kring detta ar den uppatgdende trenden i PISA-undersékningarna for
matematik (OECD, 2018), vilken tyder pa positiv utveckling i matematiska kunskaper hos svenska
elever. Med tanke pd denna forbattring ar det intressant att ytterligare fundera pa hur eleverna kan
fortsdtta att utvecklas i ratt riktning. Detta ar ndgot som projektet Learning by Imitative and Creative
Reasoning intresserat sig for och bedrivit en mangd forskning kring, dar huvudfokus varit betydelsen
av olika typer av resonemang for att kunna lara matematik. Lithner (2008) beskriver resonemang som
den tankebana som behovs for att kunna gora antaganden och dra slutsatser i matematisk
problemlosning. Tva typer av resonemang som paverkar elevers ldrande i matematik ar algoritmiskt
(AR) och kreativt (CMR) resonemang. AR tillimpas nédr en matematisk uppgift endast kraver
imitation av given 16sningsmetod for att kunna utféras. CMR kraver daremot att en 16sningsmetod
skapas, utan ngon tillgdnglig information om tillvigagangssitt. De studier som undersokt effekterna

av dessa resonemangstyper for elevers larande i matematik har visat pa tydliga fordelar med CMR



jamfort med AR vid inldrning (Jonsson, Norqvist, Liljekvist & Lithner, 2014; Wikman, 2015; Norqvist,
2017). Samtliga studier visade p& hogre prestationer vid ett traningstillfalle for den grupp som tranat
med AR, men vid senare testtillfdlle nar eleverna skulle minnas I6sningsstrategierna presterade

gruppen som initialt trainat med CMR battre.

Med anledning av den betydelse resonemangstyp verkar ha for elevers lirande i matematik ar det
relevant att studera vidare inom detta forskningsomrade for att kunna utveckla undervisningens
arbetssétt och metoder. Dessutom finns en outforskad del inom forskningsomradet, di majoriteten av
dessa enbart studerat elever pd gymnasienivi samt elevsvar utan l6sningar. Denna studie &mnar
darfor att undersoka hur CMR och AR péverkar elevers larande i matematik 6ver tid i en heterogen,
ung elevgrupp for att eventuellt kunna generalisera och applicera slutsatser fréan tidigare studier till en
storre mélgrupp. For att fi en sa precis bild som majligt av elevernas olika resonemang kommer,

forutom svar, dven tankegangar i form av 16sningar att studeras.

1.1 Syfte

Syftet med arbetet ar att fd mer kunskap om hur framgangsrikt det ar att antingen anvinda kreativa
(CMR) eller algoritmiska (AR) strategier for elevers framtida forméaga att 16sa liknande
problemlosningsuppgifter. Dessutom syftar arbetet till att bidra med forstéelse for hur elevers

strategier att 10sa bekanta uppgifter efter en tid skiljer sig fran den ursprungliga strategi som anvénts.

1.2 Fragestillningar delstudie I

I.  Hur vil presterar tva olika elevgrupper resultatmaissigt pd matematiska uppgifter 6ver tid

beroende pa om de initialt har trinat med AR eller CMR?

II.  Forutsatt att elever initialt klarat vissa uppgiftstyper, hur vl presterar dessa elever pd samma

uppgiftstyper vid senare tillfalle?

ITI.  Hur starkt 4r sambandet mellan kognitiv forméga och resultat vid tranings- och testtillfallen
for de olika grupperna AR och CMR?

1.3 Fragestillningar delstudie I1

IV.  Vilka strategier anvinder elever nér de 16ser bekanta uppgifter vid senare tillfallen beroende

pa ursprungligt tillvigagangssatt?

V.  Ivilken utstrackning anviander elever korrekta strategier utan att lyckas genomféra dem?



2. Bakgrund

For att f4 tillracklig bakgrundsforstaelse for forskningsfiltet redogor detta avsnitt for olika
komponenter som har betydelse for elevers forstaelse och larande i matematik. Inledningsvis beskrivs
grundskolans styrdokument, vilka har en avgérande roll for undervisningens innehéll och utformning.
Dérefter beskrivs probleml6sning och dess forutsattningar och implikationer for elevers larande.
Utover detta forklaras det matematiska spréakets natur tillsammans med god kommunikation samt

betydelsen av resonemang i undervisningen.

2.1 Styrdokument

All utbildning i grundskolan vilar pa nationella styrdokument, vilka ska efterlevas for att garantera bra
och likvardig utbildning for samtliga elever. De styrdokument som avgor undervisningens utformning
ar Skollag och Laroplan med tillh6rande kursplaner for varje &mne (Skolverket, 2011). Syftet med
undervisningen i amnet matematik handlar om aspekter kopplade till intresse, tilltro,
kommunikation, estetik, vardaglig nytta och problemlosning. Syftestexten tyder pa ambitioner att
intressera elever for matematik samtidigt som de, pa ett kravlost sitt, ska utveckla tilltron till den
egna formagan. I syfte att vicka nyfikenhet for amnet bor inte fokus ligga pa en korrekt vig att 16sa ett
problem, utan snarare synliggora olika mojligheter att komma fram till ett resultat. Undervisningen
ska dven belysa bade matematikens inneboende skonhet och betydelse for anviandning i vardagliga
situationer och sammanhang for att ytterligare motivera eleverna. Som helhet ges bilden av ett
kommunikativt amne med kreativ och problemlosande verksamhet, vars syfte ar att framkalla kdnslan

av tillfredsstillelse (Skolverket, 2017).

For att summera syftet med amnet matematik finns ett antal langsiktiga och tungt vigande mal,
beniamnda som formagor, vilka eleverna genom undervisningen ska ges mojlighet att utveckla. Mélen
ar formulerade utifran laroplanens 6vergripande kunskapssyn, vilken menar att kunskap uttrycks i
olika former, vilka forutsétter och samspelar med varandra. Det ar dven utifran dessa formagor som
de slutgiltiga betygsbedomningarna gors. Formagorna ska utvecklas genom olika arbetsomraden,

kombinerade pa lampligt sitt, vilka uttrycks i avsnittet Centralt innehall.
Formagorna som alla elever ska ges forutsiattningar att utveckla ar:

e “formulera och l6sa problem med hjdlp av matematik samt virdera valda strategier och

metoder,
e anvdnda och analysera matematiska begrepp och samband mellan begrepp,

e vdlja och anvdnda lampliga matematiska metoder for att gora berdkningar och l6sa

rutinuppgifter,

e folja och fora matematiska resonemang, och



e anvdnda matematikens uttrycksformer for att samtala om, argumentera och redogéra for

fragestdllningar, berdkningar och slutsatser.” (Skolverket, 2011, s. 1-2)

2.2 Problemlosningsformaga

En av de viktiga formagorna som elever ska fi mojlighet att utveckla ar probleml6sningsférmaga
(Skolverket, 2011). Skolverket (2017) framhaver betydelsen av att bedriva kreativa och
problemlosande matematikaktiviteter for att formedla glddjen och nyttan av att forsta och 16sa

frimmande problem.
2.2.1 Matematiskt problem

Kilpatrick (2001) beskriver tva huvudtyper av problem, vilka benimns som rutinméissiga respektive
icke-rutinmassiga problem. Rutinmaissiga problem &r av sidan karaktar att elever kan 16sa dessa
baserat pa erfarenhet fran liknande uppgifter. Vid mote med ett rutinmaissigt problem kénner eleven
igen situationen och kan aterge och tillimpa en sedan tidigare kénd procedur for att 16sa uppgiften.
Att exempelvis berdkna produkten 35 x 17 ar troligtvis av rutinmaissig karaktér for de flesta elever i
hogstadiet da de sedan tidigare torde ha st6tt pa liknande problem. Ett problem dir eleven inte direkt
kan besluta om lamplig 16sningsmetod beskrivs som icke-rutinmaissigt. Ett icke-rutinméassigt problem
kraver, till skillnad fran rutinméssiga problem, att eleven dstadkommer “productive thinking”. Med
detta menas att eleven behover skapa en ny strategi for att forsta och 16sa problemet. Ett exempel pa
icke-rutinmassigt problem for en hogstadieelev skulle mdjligen kunna vara “Fatima tanker pa ett tal.
Om hon multiplicerar talet med 5 och sedan subtraherar produkten med 4 far hon ett nytt tal.

Summan av bada talen dr ar 8. Vilket &r talet hon tanker pa?"(Kilpatrick, 2001).
2.2.2 Problemlésning

D4 problemlosning har en betydande roll i matematikundervisningen ar det séledes
matematiklararnas ansvar att ge elever goda forutsittningar att bli duktiga problemlosare. Darfor
finns det anledning att undersoka kiarnan i problemlosning. Schoenfeld (1985) beskriver vad
problemlosning innebar och vilka komponenter som elever behover utveckla for att beméstra denna
formaga. Det forsta som ndmns kallas resources, vilket kan 6versattas till forkunskaper eller verktyg
som eleven initialt besitter. Dessa matematiska kunskaper inbegriper allt som paverkar utgingsliget
for elever i probleml6sningssituationer, som fakta, procedurer, fardigheter och genetiska
forutsattningar. Vilka komponenter som finns beror pé tidigare erfarenheter tillika som inneboende
fallenhet, vilka avgor niva och karaktar pa de problem som ar méjliga att I6sa. En annan kategori som
ar betydande for framgéngar i problemlosning ar vad forfattaren bendmner som heuristics. Detta
syftar till probleml6sarens sé kallade “tumregler”; strategier och metoder for att kunna 16sa ett
problem. Det kan inbegripa tekniker for att gora problemet mer begripligt och successivt nirma sig en
16sning. Strategierna kan exempelvis handla om att strukturera information, rita figurer, exemplifiera

och konkretisera. Idén om “tumregler” ar i matematikdidaktik ett valkant begrepp som i begynnelsen



formulerades av George Polya (1945). Han kopplade fyra faser till att kunna na framgéng i
problemlGsning, vilka i tur och ordning var att forstd problemet, gora en plan, genomf6ra planen och
utvardera resultatet. Forst och framst bor problemlosaren forsta vad som efterfragas och hur den
givna informationen relaterar till det efterfrigade. Utifrén detta struktureras arbetet upp som en plan
med lampliga delsteg i olika steg, vilka sedan pé ett ordnat och korrekt satt utfors for att nd en 16sning.
Det sista steget handlar om att vid erhéllen 16sning se tillbaka pé strategin, bedoma rimlighet och

reflektera over helhetsbilden i problemlosningsstrategin (Pélya, 1945).

Schoenfeld’s (1985) tredje strategi bendmns som control och handlar om graden av kontroll 6ver sina
tankar och beslut. Detta inkluderar strategier som anvidnds under hela genomférandeprocessen, fran
skapandet av mal och delmal innan utférandet till inspektion av den fardiga 16sningen. Processer som
att inspektera och bedoma rimlighet eller revidera och byta plan under processens ging inkluderas
ocksa. Det handlar om att reflektera 6ver beslut som gors under arbetets gang och utifran detta gora
nya stéllningstaganden. Denna typ av kontroll kopplar till exekutiva funktioner och kan dven refereras
till som metakognition. Den sista viktiga komponenten enligt Schoenfeld ar problemlésarens
uppfattning om betydelsen av matematik, kallad belief systems. En elev med forestillningen att
matematisk kunskap ar vardefullt har siledes bittre utsikter att framgéngsrikt kunna 16sa problem
(Schoenfeld, 1985).

Kilpatrick (2001) talar om ytterligare aspekter pa problemlosning som handlar om att skapa mentala
kartor 6ver problemsituationen. Han fortydligar att en beskriven situation inte per automatik ar
visualiserad och Gversatt till konceptuell forstdelse. Nagon typ av mental representation behovs for att
kunna strukturera bland de olika givna variablerna, som att exempelvis skilja pa vad som &r givet och
vad som ska beridknas. Forfattaren beskriver att mindre framgéngsrika problemlsare tenderar att
fastna vid vissa siffror och ord hellre 4dn att fokusera pa relationerna mellan storheter och variabler.
For att utveckla problemlosningsforméaga behovs dven vilutvecklad begreppsforstéelse och
procedurell kunskap. Sambandet mellan dessa olika kompetenser ar dock ekvivalenta. Vid
problemlosning méste elever exempelvis vilja bland tillgdngliga procedurer, vilket 4ven framjar en
okad strategibank (Kilpatrick, 2001). Boaler (1998) kom fram till att elever som i undervisningen far
trina sin problemlosningsforméga har storre majlighet att utveckla sin matematiska forstaelse 4n om
eleverna i undervisningen trinar imitativt. Genom att elever far tillfille att trdna pa problemlosning
ges de majlighet att forstd helheter och inte bara isolerade idéer, vilket kan leda till att de i storre

utstrackning testar sina hypoteser och kan motivera och utvardera slutsatser (Sidenvall, 2019).

2.3 Exekutiva funktioner

En avgorande faktor for att kunna utvecklas till en bra problemlosare och n& akademisk framgang ar
enligt Meltzer (2007) utvecklade exekutiva funktioner, vilket innebar komplexa kognitiva processer
vars funktion reglerar malinriktade beteenden. Exekutiva funktioner innefattar bland annat férméagan
att siatta upp mal och planera samt organisera tankar och beteenden. Till exekutiva funktioner raknas

aven kognitiv flexibilitet, sjdlvreglerande processer samt uppméarksamhets- och minnessystem.



Formagan att satta upp mél och planera hjilper elever att forsta syftet med en specifik uppgift,
visualisera uppgiftens ingdende steg, effektivt organisera tiden samt bestimma och fordela
nodvandiga resurser for att kunna losa denna. Planering och mélséittning ar dessutom
framgéngsfaktorer for ett sjdlvreglerat larande. Studier har pavisat att elever blir mer engagerade och
motiverade och siledes kan prestera battre nér de sitter upp sina egna mél. Nigot annat som ar
viktigt och har betydelse for nistan alla typer av akademiska uppgifter ar formégan att organisera och
systematisera information. For att kunna genomfora en specifik uppgift behover matematiskt stoff,
idéer/koncept och annan information organiseras. Exempelvis behéver elever kunna sortera och
prioritera bland viktiga och oviktiga detaljer bdde bland text och symboler och darefter avgora lamplig
strategi. Vilstrukturerad information underlittar for arbetsminnet, vilket skapar goda forutsiattningar
att lyckas 16sa en uppgift. Med kognitiv flexibilitet menas formégan att hastigt skifta tankesatt, vilket
ar sarskilt patagligt vid matematisk problemlosning (Meltzer, 2007). Detta kan upplevas utmanande
for manga elever, kanske helst for de med inlarnings- och/eller uppmirksamhetssvarigheter. Att skifta
tankesitt kraver att elever kan tolka given information utifrén olika perspektiv samt byta inriktning
vid behov och eventuellt vilja en ny strategi, nar den tidigare inte fungerat som tankt. Ett vanligt
bekymmer for elever vid matematisk problemlésning ar att 1asa sig vid en specifik 16sningsstrategi
istéllet for att testa ndgon annan vag for att 16sa problemet. Ytterligare ett vanligt problem ar att elever
har svart att se likheter mellan tvd motsvarande problem som presenteras i ett okidnt format jamfort
med tidigare. I provsituationer tillkommer dessutom svérigheten att problem av olika karaktar
kommer utspridda, till skillnad frén traningssituationer dir en kategori av problem grupperas
tillsammans. Med anledning av den centrala funktion som kognitiv flexibilitet fyller, ar det av stor vikt
att elever far majligheter till traning i att 16sa problem frén varierande perspektiv i

matematikundervisningen.

Formagan att sjalvreglera sitt larande handlar i matematiska sammanhang till storsta del om att
reflektera Over sin fardiga 16sning, genom att systematiskt inspektera denna och identifiera eventuella
orimligheter for att i sidana fall kunna revidera. Aven detta ir en exekutiv funktion som manga elever
har svarigheter med. Trots att larare uppmanar elever att kontrollera sina l6sningar verkar det andé
vara svart att veta hur och vad de ska leta efter vid inspektionen. For att ldra sig sjalvreglering behovs
systematisk traning i vanliga typer av misstag och tillvigagéngssatt vid en sddan upptackt.
Sjalvreglering har visats vara en viktig fardighet for elever med inldrningssvarigheter. For att
framgéngsrikt kunna reflektera 6ver sina 16sningar behover det ocksa tydligt framga vad som

forvantas av eleverna.

Ett flertal studier har pavisat att exekutiva funktioner utvecklas med alder och erfarenhet. Dessa
funktioner ar kopplade till prefrontalcortex i frontalloben, vilket mojliggor studerandet av mangden
hjarnaktivitet vid olika stadier i livet. De Luca, Wood, Anderson, Buchanan, Proffitt, Mahony och
Pantelis (2003) kunde med ett datorbaserat neuropsykologiskt testbatteri studera manniskor mellan
8 till 64 ar och detektera olika utvecklingsperioder for de exekutiva funktionerna. Utveckling
patraffades vid ca. 8, 15-19 respektive 20-29 ars alder. Vid 8 ar utvecklas arbetsminnets kapacitet

medan planerande och problemlésande formagor utvecklas en forsta gdng mellan 15 och 19 ar och



ytterligare en gdng mellan 20 och 29 ir (De Luca et al., 2003). Meltzer (2007) poangterar dock att
utvecklingen av exekutiva funktioner ar hogst individuell och heller inte nédvandigtvis linjar.
Exempelvis ar erfarna larare troligtvis vdl medvetna om de olika elevernas varierande niv4 i
laskunnighet, utan att pi négot sétt betrakta detta som oférvéntat. En elev kan dessutom ena dagen ha
forstétt och arbetat med algebra for att dagen efter inte komma ihdg nagot frin foregiende dag. Detta
ar helt normalt och skulle kunna forklaras med den dynamiska synen pé utveckling, dar stor variation
inom korta tidsspann majligen skulle kunna bero pa kontext eller emotionellt tillstind (Meltzer,

2007).
2.3.1 Informationsprocessande

Gruber (2015) forklarar att minnet har vasentlig betydelse vid inldrning och bland annat paverkar
elevers utveckling av uppmarksamhet, probleml6sning, fairdigheter, kunskapsbas och metakognitiva
funktioner. Eftersom minnesinkodning och -hamtning har stor betydelse for inldrning, finns det i
undervisningssyfte anledning att férsta hur minnet fungerar. Information passerar initialt ndgot av
manniskans sinnesorgan som sensoriska intryck. Denna information forvaras i det sensoriska minnet
endast i nagra fi millisekunder och forloras fran systemet om det inte kdnns igen eller tolkas. Nar
informationen registreras passerar den arbetsminnet, den funktion som lagrar informationen medan
informationen medvetet bearbetas. Arbetsminnet har en begransad kapacitet och kan i snitt forvara
ca.fem till nio olika informationsbitar i 15-30 sekunder. Informationen behover darfor kognitivt
processas for att kunna lagras i ldngtidsminnet, som har kapacitet att forvara obegransad mangd
information under 1ang tid. Det finns olika strategier for att kognitivt processa information vid
minnesinkodning som att exempelvis upprepa, organisera eller skapa mentala bilder. Att organisera
eller skapa mentala bilder ar exempel pa strategier som processar informationen pa ett djupt plan,
medan upprepning endast inkluderar svagt processande. P4 samma séatt finns det olika sitt att hamta
sparad information frén langtidsminnet. Gemensamt for dessa ar att det krivs kognitiva operationer,
vilka kan variera i komplexitet beroende pa graden av kognitiv utveckling hos individen. Vid
informationshdmtning fran ldngtidsminnet kan information tillsammans med sensoriska minnet
forenas i arbetsminnet for att &stadkomma olika kognitiva och problemlésningsaktiviteter (Gruber,

2015).

2.4 Kommunikation

I en svensk studie (Palm, Bergqvist, Eriksson, Hellstrom och Haggstrom, 2004) forklaras att all typ av
larande ar beroende av fungerande kommunikation, for att kunna ta del av externa idéer och
tankegangar tillika som att sjilv gora sig forstadd i kontexten. Specifikt f6r matematik ar att kunna
forsta och férmedla information med matematiskt innehall vilket innefattar att begripa matematiskt
specifika begrepp och terminologi pi ett satt som dr anpassat till kommunikation med andra. Niss och
Hgjgaard (2011) beskriver kommunikation som den foreteelse som uppstar mellan avsdndare och
mottagare, vilket ar helt beroende av de bada parternas forutsiattningar. Nilsson och Waldemarson

(2007) utvecklar idén om hur kommunikation kan ske mellan manniskor. Enligt forfattarna ar



kommunikation en samspelsprocess, dar bdda parter simultant ar avsdndare och mottagare av
budskap. Kommunikationen &r siledes en viaxelverkan som sker genom sprék, skrift, tal, mimik,
ogonkontakt, gester, kroppsrorelser, avstind och lukter. Aven Dysthe (2003) uttrycker liknande
uppfattning av kommunikation och tillagger att lirande dessutom sker genom att lyssna, hdrma och

resonera med andra.

Niss och Hgjgaard (2011) forklarar vidare att kommunikationens kvalitet dels beror pa parternas
situation, bakgrund och forforstielse men aven pa syfte, innehall och medium for
informationsutbytet. Kommunikation i matematiska sammanhang inkluderar ofta skriftliga, muntliga
eller visuella symboler och termer, vilket gor den begreppsmaéssiga forstielsen visentlig for att
framgéngsrikt kunna kommunicera. Det finns dock ibland alternativ till att kommunicera genom
matematiska representationer (Niss och Hgjgaard, 2011). Setati och Alder (2001) beskriver att det
matematiska spraket kan delas upp i informellt och formellt sprdk. Informellt sprdk innebar det
vardagliga sprak som anvinds for att uttrycka matematisk forstaelse medan formellt sprdk innefattar
ett mer konventionellt sprak som inkluderar matematisk terminologi. Férfattarna understryker att
elever bor behirska dessa tva spraktyper for att framgangsrikt kunna kommunicera matematiskt.
Pimm (1991) podngterar en kommunikativ utmaning for larare: ”[...] is how to encourage movement
in their learners from the predominantly informal spoken language with which they are all fluent, to
the formal language that is frequently perceived to be the landmark of mathematical activity.” (Pimm,

1991, s. 21) .
2.4.1 Matematiskt sprik och lisforstaelse

Pimm (1987) forklarar att det matematiska spraket i regel anviander specifika och koncentrerade
symbolsystem for att formedla matematiska idéer. Forklaringen kan vara av praktiska skal, da
symboler tillater effektiv lagring av en mangd matematisk information, dvs. komprimering av stora
mangder information till ett visuellt litet utrymme. Enligt Pirie (1998) kan symbolspraket upplevas
problematiskt for elever som dnnu inte helt 6vergatt fran det informella till det formella spraket, da
symboler kan uppfattas ha omvixlande betydelse beroende pa situation. Exempelvis kan symbolen for
subtraktion vixlande uppfattas som "minus”, "subtrahera”, "ta bort”, “skillnad” eller “negativ”. Shuard
(1982) kompletterar med problematiken kring symbolernas varierande sitt att kombineras for att
beskriva olika idéer. I talet 52 innebéar kombinationen av symbolerna 5 och 2 *fem tiotal och tva ental”
till skillnad fran symbolerna 6 och x i uttrycket 6x som istéllet for sex tiotal och x ental” star for ”sex
multiplicerat med x”. M6llehed (2001) visade i sin studie att en av de framsta orsakerna till att elever i
arskurs 4-9 har felaktiga l6sningarna ar att de inte forstatt det skriftliga innehallet i de matematiska
uppgifterna. Studien kom bland annat fram till att eleverna hade svart att forsta vissa ord och uttryck i
problemformuleringarna vilket gjorde att de inte kunde vilja ritt raknesitt for att 16sa uppgiften. Ett
exempel pa ett sidant missforstdnd var ”4 mer” som ménga ganger tolkades som "4 génger mer”
(Mollehed, 2001).



Sambandet mellan sprék och matematik har diskuterats sedan 9o-talet och ar inte lingre nagot nytt.
Det borjade med en diskussion kring dyslexi och matematik som sedan gick 6ver till att ocksé
inbegripa lds- och skrivsvérigheter (Svensson, 2003). PISA (Programme for International Student
Assessment) gjorde ar 2000 en internationell studie pa 15-driga elevers resultat i matematik,
lasforstéelse och naturkunskap i ett 30-tal lander. Studien visade att svenska ungdomar hade relativt
god lasforstaelse och var signifikant battre 4n genomsnittet p4 matematik (Sterner och Lundberg,
2002). Nir en korrelationsanalys gjordes mellan resultaten for lasning och matematik upptacktes en
korrelation pé upp mot +0,85 vilket innebar att matematikuppgifterna i princip testade lasforstaelse i
stillet for ungdomars matematiska kunskaper. Studien visade att 70 % av de felaktiga 16sningarna vid
den matematiska problemlosningen kunde forklaras av elevernas bristande lasforstéelse. Pa grund av
att dessa matematikuppgifter innefattade sa pass mycket ldsning, var risken att ungdomar med las-
och skrivsvérigheter hindrades frin att visa sina egentliga matematikkunskaper (Sterner och
Lundberg, 2002). I bocker, berittelser och andra skonlitterdra texter beskriver forfattaren i regel de
tankta forestdllningarna med hjilp av malande beskrivningar for att underlatta forstaelsen for texten,
men nir detta gors i matematiska uppgifter skymmer den mélande beskrivningen latt det
matematiska innehallet. Dessa typer av matematiska problemlésningsuppgifter leder till att kraven pa
att lasaren kan bearbeta informationen och plocka ut det som &r relevant for matematiken 6kar.
Forfattarna beskriver ytterligare en utmanande situation for elever med spraksvarigheter som har att
gora med elevens organisation av egna anteckningar samt att kunna félja en berdkning i flera led

(Sterner och Lundberg, 2002).

Olteanu (2016) understryker att anvindning av matematiskt sprak i undervisning har paverkan pa
elevers forstaelse och lirande i matematik. Inlarning av det matematiska spréket skiljer sig inte fran
inlarning av ett frimmande sprak, da bida delar kraver forstaelse for sprakets specifika ordforrad,
syntax, ordf6ljder och forkortningar. Statistik visar ocksé tydliga kopplingar mellan ett utvecklat
matematiskt sprak och akademisk framgang i matematik. En annan framgangsfaktor pastés vara
lararens instéllning till sprékets viktiga roll, vilket kan etablera klassrumsnormer och medverka till
god kommunikation mellan elever och larare i klassrummet. Detta forutsatter sprdkanvandning som

pedagogiskt verktyg i matematikundervisningen (Olteanu, 2016).

2.5 Losningsstrategier och Lirande

Liknande studier som denna har tidigare genomf6rts, dock under lite andra premisser. Jonsson et al.
(2014) genomforde en studie pad gymnasieelever vid det naturvetenskapliga programmet. Studien
innefattade ett traningstillfalle f6ljt av ett testtillfdlle en vecka senare. Utférandet av tranings- och
testtillfallen var datorbaserade och tidsbegrinsade, vilket endast méjliggjorde for eleverna att ange
svar. I analysen deltog 91 elever fordelade i tvd matchade grupper utifridn betyg, kon och sammanvagt
resultat fran tva kognitiva test. Den ena gruppen fick under traningstillfillet en given procedur (AR)
for att 10sa uppgifterna medan den andra gruppen sjilva var tvungen att komma fram till en
16sningsstrategi (CMR). En vecka senare genomfordes ett testtillfille, dar grupperna endast fick

uppgifter utan nagra presenterade 16sningsstrategier (Jonsson et al., 2014). I analysen jamfordes de



bada gruppernas resultat vid tranings- och testtillfallet. Analysen visade att AR-gruppen vid
traningstillfallet hade betydligt hogre 16sningsfrekvens pé 95 %, jamfort med CMR-gruppen pa 60 %.
Vid testtillfallet var det istallet CMR-gruppen som hade hogre 16sningsfrekvens pa 40 %, jamfort med
AR-gruppen pa 25 % (se fig. 1). Jonsson et al. (2014) drog slutsatserna att det kravs mer tankekraft for
att kreativt 16sa en uppgift dn att imitera givna 16sningsmetoder, men att det samtidigt kan bli ldttare
att “plocka fram” kunskapen ur minnet och/eller rekonstruera 16sningsmetoden vid senare tillfille.
Detta skulle kunna leda till hog generaliserbarhet och en djup forstielse for de matematiska
strategierna. Studien visade ddaremot att de elever som inte klarade av att 16sa uppgifterna med CMR
inte gynnades, eleverna méste alltsa ha klarat uppgifterna for att ldra sig av dessa. En
regressionsanalys mellan testresultat och kognitiv formaga gjordes ocksé for att se hur elever
gynnades av dessa tva resonemangstyper. Resultaten visade att elever med 1ag kognitiv formaga
gynnades av CMR samt att sambandet mellan testresultat och kognitiv férméga var starkare for AR-

gruppen an for CMR-gruppen.
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Figur 1. (a & b) Losningsfrekvens for AR och CMR (a) vid tranings- och testtillfdlle och (b) for tre olika
uppgiftstyper; formler, korta numeriska och 1dnga numeriska.

Wikman (2015) genomforde ett examensarbete liknande Jonsson et al. (2014) vilken utfordes pa
elever mellan 14 och 16 ar i drskurs 8 och 9. Studien var datorbaserad och de 80 elever som deltog i
analysen var indelade i tvd matchade grupper baserat pa betyg, kon och kognitiv férméga.

Slutsatserna fran studien liknade Jonsson et al. (2014), dar AR-gruppen presterade betydligt hogre vid
traningstillfallet, med 16sningsfrekvens pa ca. 65 % jamfort med CMR-gruppens ca. 23 %. CMR-
gruppen presterade daremot bittre vid testtillfdllet med 16sningsfrekvens pé ca. 18 % jamfort med ca.
15 % losningsfrekvens for AR- gruppen. Slutsatsen om att kreativa resonemang ar fordelaktiga for
framtida kunskap dven for hogstadieelever kunde darfor dras. For att undersoka ett eventuellt
samband mellan kognitiv forméga och testresultat for urvalsgruppen gjordes en regressionsanalys dar
resultaten pekade p& en marginell fordel med AR for elever med 1ag kognitiv kapacitet och fordel med

CMR for kognitivt starka elever (Wikman, 2015).
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Forutom ovan ndmnda studier har dven Norqvist (2017) undersokt effekten av strategierna CMR, AR
eller AR med tillh6érande skriftlig information (XAR) for larandet. Studien visade inte pa nigra
skillnader fran tidigare genomforda studier inom omréadet och ingen skillnad kunde heller utlasas
mellan AR-gruppen och XAR-gruppen, vilket indikerade p4 att skriftliga instruktioner inte bidrar med
négra ytterligare fordelar for larandet (Norqvist, 2017). Sidenvall, Lithner och Jider (2015)
analyserade hur elever anvander ldromedlens tillhandahéllna instruktioner med presenterade
16sningsmetoder och 16sta exempeluppgifter. Det visades att elever ndstan aldrig liste eller nyttjade
denna information, vilket enligt forfattarna var forvinande med tanke pa att detta hjalpmedel

vasentligt underlattade 16sning av féljande uppgifter.

2.6 Losningsstrategier i undervisningen

Boesen et al. (2014) framhaéller laromedlens betydande roll i den svenska undervisningen, vilka
praktiskt taget fungerar som informella laroplaner. Det vanligaste inslaget i matematikundervisning
har varit och fortsitter att vara lektionsaktiviteter uppbyggda pa imitation (Boesen et al., 2014;
Hiebert, 2003). Detta bekriftas av Jader, Lithner och Sidenvalls (2019) studie om de vanligaste
matematiklaromedlen i 12 olika lander utspridda pa 5 kontinenter, dar Sverige ar inkluderad. Studien
visade att 71 % av geometriuppgifterna och 81 % av algebrauppgifterna kunde l6sas genom imitation
av givna procedurer och endast 12 % respektive 8 % av geometri- och algebrauppgifterna krivde
konstruktion av 16sningsmetod. Resterande uppgifter kategoriserades som 16sningsbara genom
imitation men med nagon mindre rekonstruktion av given 16sningsmetod. Studien visade att
fordelningen av uppgifter som fordrade imitativa respektive kreativa losningsstrategier till stor del sag
lika ut i alla laromedel (Jader et al., 2019). Studien visade ocksé att imitativa uppgifter ofta
presenterades i borjan av ett nytt avsnitt i form av enkla uppgifter, medan uppgifter som kriavde
konstruerande av 16sningsmetod forekom senare och bland de mer avancerade uppgifterna. Elever
tenderar att forst 16sa de latta uppgifterna och sillan hinner fortsétta till en hégre niva (Sidenvall et
al., 2015), vilket innebidr samre chanser att utveckla sin problemlésningsférméga (Jader et al., 2019).
De elever som endast tranar pé imitativa uppgifterna riskerar att ga miste om forstaelse for tillimpade
procedurers innebord, vilket dessutom kan innebira begransad utveckling av andra matematiskt

viktiga kunskaper, som exempelvis resonemang (Hiebert, 2003; Niss, 2007).

Ett skil till den dominerande imitativa undervisningen kan vara att det av larare upplevs latt att
tillampa (Ball, 2001). Forfattaren fortydligar de mojliga orsakerna som, larare behover ha vetskap om
individuella kunskapsnivéer och svarigheter hos de olika eleverna, utan att pa forhand férutsatta
elevers kunskaper. En visentlig del ar dessutom att eleven sjalv méaste kunna sitta ord pa och beskriva
vad som ar svart att forstd. En annan orsak skulle kunna vara svarigheter att lyfta varierande
I6sningsmetoder i samtal med flera elever, ddr kommunikationen behover vara 1amplig for att inte
forvirra eleverna. Ytterligare en anledning ar utmaningen att engagera samtliga elever i diskussioner
kring problemlosning med stora variationer i kunskapsnivd inom gruppen. Brousseau (1997)
forklarade dven att den imitativa inriktningen i undervisning kan férklaras med att eleverna snabbt

kommer iging att arbeta med uppgifter. Sidenvall (2019) trycker daremot pa att utantillinlarning i sig
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inte ar negativt for larandet, utan kan snarare effektivisera arbeten. God procedurell forstéelse ar till
exempel viktigt for att kunna arbeta med komplicerade matematiska problem, vilket ocksa implicerar
fordelar for larande. Procedurer kopplas ofta ihop med utantillkunskap och séledes ett ytligt larande,
men ir vasentligt for att vid komplicerade problemlésningsuppgifter kunna avlasta den som utf6r
16sningen (Sidenvall, 2019). Pa kort sikt dr undervisning baserad pa imitation dessutom valdigt
effektiv da det mojliggor att snabbt kunna 16sa manga uppgifter av varierande svérighetsgrad
(Brousseau, 1997). Daremot blir elevers utveckling av en djupare matematisk férméga lidande nér

denna typ av undervisning bedrivs (Sidenvall, 2019).
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3. Teori

I foljande avsnitt presenteras studiens ramverk om hur elever lar matematik genom kreativa och
imitativa resonemang med tillh6rande beskrivning av uppgiftsdesign for att frimja dessa
resonemangstyper. Férutom beskrivning av resonemang och uppgiftsdesign foljer dven en redogorelse

for elevers inidividuella kognitiva kapacitet i form av flytande och kristalliserad intelligens.

3.1 Ramverk

Denna studie kommer att utga frin Johan Lithners (2008) ramverk som behandlar och utvecklar
tidigare ramverk for analyser om hur elever lar sig matematik. Ramverket anvinds i forskningssyfte
for att definiera centrala begrepp och idéer kring tvd huvudtyper av matematiska resonemang, vilka
kommer att utgora en stabil grund att st pa i denna undersokning. Huvudidén till Lithners (2008)
rapport vicktes fran dagens undervisning, vilken till stor del bestar av att lira elever anvinda
rutinmaissiga procedurer mer eller mindre utantill, trots samhillets 6nskan om att fostra
problemlosare. Enligt tidigare studier gjorda inom omradet (Lithner, 2000 a & b; 2003; 2004) ir
tankesittet bakom den vanliga “utantillinlarningen” en stor orsak till inlarningssvarigheter och déliga
resultat i matematik. Ramverkets syfte ar att karaktirisera tva typer av resonemang; imitativt och
kreativt resonemang, samt forklara orsaker och konsekvenser kopplade till de olika
resonemangstyperna. Ramverket dr tinkt att anvindas av forskare inom omradet och bidra med 6kad
forstaelse for larande i matematik samt driva utvecklingen av matematikundervisning framat. Det
matematiska resonemanget hos en elev beror dels pa kognitiva forutsattningar men péaverkas aven till
stor del av det sociokulturella sammanhanget, varfor dessa aspekter har en betydande roll vid

redogorelse/definition av sjdlva resonemangsbegreppet (Lithner, 2008).
3.1.1 Resonemang

Resonemang kan betraktas pa olika sétt. Enligt Lithner (2008) innebir begreppet resonemang i
denna kontext, till skillnad fran andra ramverk for resonemang inte i huvudsak bevisfoéring, utan
snarare produkten av den tankeprocess som behovs for att kunna gora pastdenden och dra slutsatser i
problemlosning. Denna tankeprocess ar beroende av elevers individuella kognitiva forméaga
tillsammans med den sociokulturella milj6 den befinner sig i. Uppgifter som fordrar dessa
resonemang innefattar allt frin 6vningar, prov, grupparbeten och andra klassrumsaktiviteter medan
sjdlva resonemangen tas i uttryck som svar och 16sningar med tillhérande motiveringar. Losningarna i
sig reflekterar inte nodvandigtvis den faktiska tankeprocess som lett till 16sningen, men representerar
resonemanget i det ndrmsta. Att 16sa ett problem kan ofta goras pa flera olika sétt men innefattar
négra gemensamma komponenter. Till en borjan presenteras en uppgift utan nigon given
16sningsmetod, varpé uppgiftslosaren viljer 1amplig strategi for att kunna na en korrekt 16sning. Olika
beslut och procedurer leder fram till ett genomforande som till slut genererar négon typ av slutsats.
Ett problem kan ibland behova flera metodval vilka var och ett foljer av ndgon tankegéng. Vid

problemlosning kan det darfor uppsté en lingre sekvens av tankegangar eller resonemang.
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3.1.2 Imitativt resonemang

Den ena typen av resonemang, vilken dominerar den svenska laroboks- och undervisningskulturen,
refereras har till som imitativt resonemang. Kérnan i ett imitativt resonemang handlar om att aterge
I6sningsmetoder eller procedurer som péd nigot sitt redan presenterats. Detta kan goras genom att till
exempel antingen imitativt anvinda en strategi som dr memorerad fran tidigare foreldsning eller
genom att tillimpa en presenterad algoritm, oberoende av forstielse for hur den fungerar. Imitativt
resonemang kan delas upp i tvd huvudkategorier; memoretat och algoritmiskt resonemang. Det
memorerade handlar i huvudsak om att minnas och &terge fakta, definitioner och bevis medan det
algoritmiska resonemanget appliceras nir presenterade procedurer tillimpas. En uppgift kan 16sas
med algoritmiskt resonemang om det finns direkta eller sedan tidigare tillgingliga instruktioner som
beskriver tillvigagangssattet. For att kategoriseras som algoritmiskt resonemang (AR) behéver

foljande tva villkor vara uppfyllda:

1. Strategin handlar om att minnas och anvianda en algoritm, utan att behova skapa ndgon

16sningsmetod.

2. Det dr latt att folja instruktionerna for 16sningsmetoden och ett korrekt svar bor erhéllas sa

lange eleven inte gor nagot slarvfel.

Med algoritm menas inte enbart 16sningsmetoder med ett antal tydliga instruktioner som 16ser en viss
typ av problem, som exempelvis pg-formeln. Det som dr gemensamt for algoritmer i detta
sammanhang ar att de tar hand om delarna i uppgiftslosningen som ar komplicerade, vilket minskar
tankeverksamheten som kravs av eleven. Forfattaren ifragasitter varfor AR 6ver huvud taget benamns
som resonemang niar metoden inte kraver négra som helst forklaringar till I6sningsstrategierna, men
klargor att det atminstone alltid finns ndgon typ av resonemang vid val av lamplig strategi. Fortsatt
beskrivs nigra varianter av AR, vilka bendmns som familiar AR, Delimiting AR och Guided AR, dar
de tva sistndmnda inte ar relevanta for denna studie. Familiar AR &r det resonemang som tillimpas
nir en redan etablerad algoritm tillimpas baserat pa tidigare upplevelse av liknande problem. Ett

resonemang riaknas som familiar AR om f6ljande tva villkor ar uppfyllda:

1. Valet av I6sningsstrategi baseras pa en sedan tidigare bekant uppgiftstyp, vilken darfor kan

16sas med vederborande kinda algoritm.
2. Algoritmen behover enbart tillampas.

Funktionen hos en algoritm ar att slippa slosa tankekraft, varfor det inte finns nagot behov av att
motivera valet av algoritm vid anvindandet. Eftersom anvindandet av familiar AR inte n6dvandigtvis
ar forankrat i ndgon vilgrundad matematisk forstéelse, finns en risk att det i problematiska

situationer inte ar tillforlitligt.
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3.1.3 Kreativt resonemang

Motsatsen till imitativt resonemang kallas kreativt resonemang och innebir i stora drag att skapa
16sningsstrategier utan nigon tidigare kunskap om hur ett sidant problem kan angripas.
Sammanhanget méste for personen vara helt nytt eller bortglomt och kriva ett resonemang som
bygger pa korrekt och/eller rimlig matematisk grund med négon typ av motivering som styrker

slutsatserna. For att kategoriseras som kreativt resonemang (CMR) behover f6ljande tre villkor vara
uppfyllda:

1. Strategin som behd6vs for att 16sa problemet ar ny for eleven. En resonemangssekvens behover

skapas eller alternativt dterskapas om idén har fallit i glomska sedan tidigare.

2. Det krdavs matematiskt argumenterande forklaringar som styrker valet av strategi samt

motivering till att I6sningen ar korrekt och rimlig.

3. Resonemanget behover innehélla argument som grundas pa korrekta matematiska

fundament/koncept.

Kreativa resonemang behover nodviandigtvis inte vara utmanande, da definitionen ocksa innefattar
enkla resonemang. Det komplexa med kreativa resonemang ir att nagot nytt maste skapas. Kreativitet
ar ett ord som kan ha manga olika betydelser beroende pa situation, som bland annat kan kopplas till
skapande, inspiration och/eller pahittighet. Ordet kreativt syftar i detta sammanhang till flexibel
tankeprocess i forhéllande till situation vid problemlosning. Det flexibla forhéllningssittet hindrar
eleven fran att fastna i en specifik tankebana och gor det mdjligt att komma vidare i tankeprocessen

(Lithner, 2008).

3.2 Uppgiftsdesign

Malet med matematikundervisning i grundskolan ar att utveckla elevers olika matematiska
kompetenser. Elevers majligheter till detta beror pa ett stort antal larandeaspekter. For denna studie
fokuseras betydelsen av resonemangstyp som forklaring till elevers larande i matematik. Modellen f6r
detta bygger pa Lithners (2017) idé om att elevers matematiska kompetens paverkas av och paverkar
matematiska resonemang, vilket i sin tur paverkas av vilket studiematerial elever méter samt pa vilket
satt lararen ger stod i resonemangsprocessen (se fig. 2). Lararen har stor betydelse for vad eleven
moter i matematikundervisningen, bade gillande handledning och resonemangs-/uppgiftstyper. For
denna interventionsstudie manipuleras komponenter 3 och 4 for att méta effekt pé elevers larande,
vilket undersoks och analyseras i komponenter 1 och 2 i figur 2. Uppgiftsdesignen for denna
intervention utgér fran AR och CMR. I syfte att skapa uppgiftstyper som avser att 16sas med dessa

resonemangstyper fortydligas i detta avsnitt karaktarsdragen for sidana typer av uppgifter.
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1. Elevers 2, Elevers G [ 3. Uppgiftsdesign, vilken pdverkas av liraren ]
matematiska tillimpade

kompetens resonemang vid Y | N . . ..
problemlésning he— ‘ 4. Lirarens stdd till eleven vid problemlosning ’

(Lithner, 2017)

Figur 2. En schematisk bild 6ver komponenter som péverkar elevers mojlighet till matematisk utveckling. Nr
1 och 2 symboliserar komponenter kopplade till eleven, medan nr 3 och 4 innefattar komponenter kopplade till
larare och uppgiftsdesign.

Design av uppgifter som syftar till algoritmiskt resonemang kraver endast presenterade
16sningsstrategier som direkt kan tillampas. I utbildningssammanhang &r detta séllan ndgot problem
att konstruera, dd matematiken &r full av standardiserade metoder som till exempel regler for att
bestimma geometriska egenskaper eller aritmetiska algoritmer. Dessa dterfinns exempelvis i
larobocker, med méngder av 16sta exempel och samlade 16sningsmetoder. Eftersom eleverna inte
heller n6dvandigtvis behover forsta de underliggande koncepten kriavs endast en algoritmisk
16sningsmall utan négot stod for kreativitet eller konceptuell forstéelse. Konstruktion av uppgiftstyper
som ska losas enligt dessa principer ar relativt rattfram och okomplicerad. For att konstruera
uppgifter som fordrar kreativt resonemang kriavs istillet att elever inte pa forhand kéanner till ndgon
metod for att 16sa det givna problemet. For att uppgifter utan kind 16sningsmetod ska vara mojliga att
16sa krévs att svarighetsgraden inte ar for hog. Dessutom méste konstruktionen av uppgiften vara
tillrackligt avgransad sé att 16sningen kan visa pa den specifika 6nskade kunskapen. Eleverna ska ha
mojlighet att 16sa uppgiften med matematiska argument utifrdn den matematiska forméga de besitter.
En uppgift som ar konstruerad utan given 16sningsmetod, ska uteslutande kunna l6sas antingen
genom gissningsarbete eller genom ett kreativt konstruerande av strategi. Gissningar kan ses som en
kreativ del i problemlésning, men leder séllan pa egen hand till ett framgangsrikt resultat (Lithner,

2017).

3.3 Flytande och kristalliserad intelligens

Forutom betydelsen av uppgiftesdesign for elevers matematiska resonemang vid problemlésning
spelar dven individuell kognitiv kapacitet roll. Det finns manga teorier om vad intelligens ar och pa
vilket sitt det bor testas, vilket gor att en del litteratur definierar intelligens som generell férmaga
medan annan litteratur definierar intelligens som flera sammanvigda formagor (Gruber, 2015). En
foljd av detta ar att det ar upp till varje forskare att avgora vilken definition som ska tillampas vid
intelligenstester. Raymond B. Cattell skrev ar 1943, en artikel i Psychological Bulletin dir han
definierade begreppen flytande och kristalliserad intelligens. Flytande intelligens, menade Cattell, ar
en rent generell formaga att kunna skilja mellan och koppla samman gamla och nya grundlaggande
kunskaper, vilken ocksa inkluderar att kunna anpassa sig till nya situationer. Denna typ av intelligens
utvecklas fram till tonaren och avtar sedan sakta i vuxen &lder (Cattell, 1943). De intelligenstester som

testar flytande intelligens innehéller uppgifter som kraver abstrakt tinkande i olika former, till
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exempel snabb bearbetning av information, minnesprocesser och formaga att hitta samband (Gruber,
2015). Cattell (1943) definierade kristalliserad intelligens som den etablerade kunskapen inom ett
omrade, ofta férvirvad genom flytande forméaga, som inte langre kréaver abstrakta processer for att
anvandas. Den kristalliserade intelligensen, till skillnad fran den flytande intelligensen, fortsitter att
utvecklas till l&ngt in i vuxen lder (Gruber, 2015), delvis beroende pé utseendet av kulturen for
inldrning (Cattell, 1963). For att testa kristalliserad intelligens utfors tester dar generell information
testas, som exempelvis ordférridd och muntlig forstaelse (Gruber, 2015). De beskrivna métten pa
intelligens kommer att tas hansyn till vid gruppindelning for att inkludera bida dessa aspekter pa

generell och amnesspecifik formaga.
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4. Metod

Studien har undersokt konsekvenserna av tvé olika huvudtyper av tillimpat resonemang; AR och
CMR. Detta analyserades dels kvantitativt, genom undersokning av prestation i Delstudie 1 och dels
kvalitativt, genom studerandet av skriftligt producerade 16sningar i Delstudie 2. Forberedelser, som
material, gruppindelning och genomférande av bade pilot- och huvudstudie var identiska for de bada
delstudierna. Urvalet var i grunden ocksé lika, men det tillkom fler specifika urvalskriterier for
respektive grupp, vilket beskrivs nedan. Den stora skillnaden mellan Delstudie 1 och 2 14g i

analysmetod, vilket ocksa beskrivs i detta avsnitt.

4.1 Urval och avgransningar

For att bidra med en outforskad del inom detta omréde valdes hogstadiet som studieobjekt. De
tidigare studierna har framst studerat elever fran teoretiska program pa gymnasiet med naturligt mer
homogena grupper dn hogstadieklasser, vilket gjorde denna malgrupp intressant. For att minimera
risken for faktorer som har med gruppdynamik och studievanor att gora, uteslots elever fran ak 7. For
elever i ak 9 brukar nationella prov i olika &mnen uppta stor del av undervisningen under
varterminen, vilket mojligen skulle ha kunnat medféra en halvhjértad insats i deltagandet av en studie
utanfor ordinarie undervisning. Dessutom dr manga elever i 8k 9 nistintill lika mogna som
gymnasieelever, vilket mojligen skulle ha kunnat férhindra eventuella skillnader i resultat fran
tidigare studier pa gymnasieelever. Med anledning av studiens syfte kombinerat med begriansningarna

fran elever i a4k 7 och 9, bestdmdes att elever fran &k 8 var mest laimpade att studera.

Utifran studiens tidsbegrinsning bestimdes omfattningen av deltagare till fem stycken klasser i 8k 8 4
ca. 25 elever i vardera klass. Ett antal skolor fran tre olika kommuner i Norrland kontaktades och de
skolor som aterkopplade snabbast valdes ut att delta i studien. Efter kontroll av godkdnda
medgivarblanketter var antalet deltagande elever 125 stycken. Av dessa elever var det 94 st, varav 45
st i AR-gruppen och 49 st i CMR-gruppen, som fullf6ljde samtliga fyra tillfallen och inkluderades i
studien. Det hoga antalet elever utgjorde goda forutsittningar for att kunna dra valida slutsatser
samtidigt som en stor geografisk spridning kunde medfora en god representation av
forskningsomrédet. For delstudie II inkluderades de elever som medverkat vid samtliga fyra tillfallen.
For delstudie I tillimpades ytterligare urvalskriterier for att skapa s bra forutsattningar som mojligt
for en valid analys. Med utgangspunkt i antalet elever som fullféljde samtliga tillfallen sorterades
ytterligare 13 st elever bort, varav 3 st i AR-gruppen och 10 st i CMR-gruppen, dé dessa hade mindre
an tva ratt vid traningstillfallet. Dessutom riaknades 2 st elever i AR-gruppen som svarat pa farre dn 50
% av fragorna vid traningstillfallet bort. Dessa 15 elever ansags inte ha forsokt 16sa uppgifterna eller av
négon anledning presterat sa ligt att resultatet inte gav ndgon relevant information for studiens syfte.
Nar de specifika urvalskriterierna var tillimpade aterstod en grupp pa 82 elever, varav 40 st i AR-

gruppen och 42 st i CMR-gruppen, vilka inkluderades i delstudiens analys.
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4.2 Konstruktion av material

4.2.1 Traningsuppgifter

Initialt utformades ett antal uppgiftstyper som skulle vara mojliga att 16sa bide med och utan given
16sningsmetod enligt Lithner (2008; 2017). For AR-gruppen var kravet att uppgifterna skulle kunna
16sas genom att lasa skriftligt presenterade 16sningsforslag och imitera dessa. Samma typ av uppgifter
skulle dven vara mojliga for CMR-gruppen att 16sa utan givna losningsmetoder. Inget krav stilldes pa
forkunskaper om de olika uppgiftstyperna for deltagarna, sa lange uppgifterna var moéjliga att 16sa
inom ramen for malgruppens kunskapsniva. I de fall dar begreppsmaissig kunskap kravdes fanns for
bada grupper en forklarande text, eftersom studien &mnade att testa annat dn begreppskunskap. Till
exempel behovdes i en uppgiftstyp kunskapen om vinkelsumman i en triangel for att berdkna en

yttervinkel, vilken bada grupper fick givet i uppgiften (se fig. 3; a & b).

En triangels yttervinkel kan beriiknas enligt sambandet En triangel har vinklarna 37° och 83°.
V=A+B. Beriikna den markerade yttervinkeln, V
i figuren nedan.

8

Ex. Om A = 20° och B = 80° 54 ir V = 20° + 80° = 100° NI v

. . . o
Vinkelsumman i en triangel &r 180°. Vinkelsumman i en triangel &r 180°.

Beriikna den markerade yttervinkeln, V
i figuren nedan.

Figur 3. (a & b) Exempel pad utformning av traningsuppgift fér (a) AR-gruppen och (b) CMR-gruppen.

For att inkludera ett antal olika matematiska omraden anvandes uppgiftstyper av varierande karaktar;
aritmetiska, geometriska och algebraiska uppgifter. Vid uppgiftskonstruktionen hamtades inspiration
fran ett antal olika liromedel som Tetra B (Carlsson, Ingves, Ohman och Andrén, 1999), X (Undvall,
Olofsson och Forsberg, 1995) och Matte Direkt (Karlsson, Hake och Oberg, 2010). Dessutom

anvandes Mattecentrum (https://www.mattecentrum.se) och Kunskapsmatrisen

(https://www.kunskapsmatrisen.se) for att formulera definitioner och bidra med forslag pa

uppgiftstyper. Uppgifterna anpassades sedan till den specifika kravbilden for denna studie. Antalet
uppgiftstyper begransades till &tta stycken med hansyn till den lektionstid de olika skolorna kunde
avvara samt i forhéllande till rimligheten i dataméangd att hantera. For varje uppgiftstyp skapades
delfragor av identisk karaktdar men med olika numeriska virden. Antalet delfrigor varierade mellan 3-
4 st for AR-gruppen respektive 1-2 for CMR-gruppen, for att samtliga deltagare skulle ha mojlighet att
mangdtrana pé de olika uppgiftstyperna. I denna fas av uppgiftskonstruktion forvintades AR-gruppen

hinna fler uppgifter an CMR-gruppen, eftersom de endast behovde imitera de givna forslagen pa
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l6sningsmetoder. Av den anledningen konstruerades fler deluppgifter till AR-gruppen 4n CMR-
gruppen for att forsikra en likvirdig tidsatgang for bada grupperna. Eftersom studiens mélgrupp var
hogstadieelever i 8k 8, med varierande formégor i matematik, konstruerades uppgifter av olika
svérighetsgrad for att utmana samtliga elever. De flesta uppgiftstyper skulle vara av normal
svérighetsgrad, medan nagra enstaka uppgiftstyper av mycket enkel respektive mycket svar karaktar
skulle forekomma. Anledningen till en sddan fordelning av svarighetsgrad valdes for att undvika golv-
eller takeffekter. Samtliga uppgifter konstruerades med hinsyn till att inte vara for numeriskt
kravande, dé deltagarna ej var tillatna att anvinda digitala hjalpmedel vid tranings- och testtillfallen.
Daremot forutsattes kunskap om nagra typer av procedurella metoder for berdakning av enklare

additioner, subtraktioner, multiplikationer och divisioner for att numeriskt kunna 16sa vissa uppgifter.
4.2.2 Testuppgifter

Den generella idén vid konstruktion av testuppgifter var att modifiera uppgifterna fran
traningstillfallet nagot, i syfte att testa deltagarnas bestdende kunskap pa de olika uppgiftstyperna en
tid efter traning. Utseendet pa testuppgifterna skulle vara av identisk karaktiar som de olika
uppgiftstyperna vid traningstillfallet samt vara lika for de bada grupperna. For AR-gruppen skulle, till
skillnad fran traningstillfillet, heller inga givna 16sningsforslag finnas. Skillnaden for bada grupper
mellan traningstillfalle och testtillfalle skulle vara numeriska forandringar samt eventuellt ndgon
kontextuell variation (se fig. 4; a, b & c¢). Antalet deluppgifter bestimdes till 1-2 st per uppgiftstyp, for
att minska betydelsen av slarvfel pa enstaka uppgifter.

Potenser anvinds for att skriva upprepade multiplikationer.
En potens betyder att du multiplicerar basen med sig sjilv
sd ménga ginger som exponenten visar. Ett exempel pd
potens ir 4° dir basen ir 4 och exponenten &r 3.

Potensen 4° beriknas som 4 4 4 = 64.

Vid férenkling av “potens av potens” multipliceras
exponenterna. (a")" = a™"
Ex. (5% = 5%%= 59

Forenkla till en enda potens
(2%? (svaraibasen 2)

Potenser anvinds for att skriva upprepade multiplikationer.
En potens betyder att du multiplicerar basen med sig sjalv
s manga ginger som exponenten visar. Ett exempel pa
potens &r 4° dir basen 4r 4 och exponenten 4r 3.

Potensen 4° beriknas som 4 4" 4 = 64.

Forenkla till en enda potens
(2%’ (svara ibasen 2)
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Potenser anvinds for att skriva upprepade multiplikationer.
En potens betyder att du multiplicerar basen med sig sjélv
s minga ginger som exponenten visar. Ett exempel pa
potens ir 4° dir basen &r 4 och exponenten r 3.

Potensen 4° berdknas som 4 4* 4 = 64.

Forenkla till en enda potens
(2%? (svaraibasen 2)

Figur 4. (a, b & ¢) Exempel pa traningsuppgift for (a) AR och (b) CMR samt motsvarande testuppgift for (c)
béda grupperna.

4.2.3 Kvalitetssikring av material

For att sdkerstilla lamplig svarighetsniva och omfattning av uppgiftstyper for tranings- och

testtillfallen gjordes en kvalitetskontroll i tre delar;
1. Granskning av materialet av erfaren och behorig hogstadielarare i &k 8.

2. Genomforande av pilotstudie pa elever i dk 8, med varierande kunskaper i matematik,

inklusive efterféljande muntlig dialog om utformningen av materialet.

3. Lopande revideringar av materialet, utifrén information samlad frdn de ovanndmnda

punkterna.

Med anledning av den bristande insikten i niva och &mnesfordelning p& hogstadiet hos testledarna var
ett viktigt inslag att fa stod kring detta av en verksam larare med god kinnedom. Granskningen
berérde omfattning, svarighetsniva, otydligheter, missuppfattningar och allmén diskussion om
upplagg. Efter revideringar i samrad med granskande larare genomfordes en enklare pilotstudie for
traningstillfallet med ca 10 elever fran dk 8, vilka senare forstds inte medverkade i ordinarie studie.
Eleverna delades in i tvé grupper, diar den ena gruppen tilldelades att trana med AR och den andra
gruppen med CMR. Eleverna fick samma information och forutsattningar som téankt till den ordinarie
studien. Traningstillfallet for pilotstudien genomfordes och eleverna uppmanades sedan att gradera
de olika uppgiftstyperna efter svarighetsgrad, for att sikerstilla en gemensam bild Gver svarighetsgrad
mellan deltagare och den tdnkta studiedesignen. Efter genomforande av traningstillfallet holls en
allmén diskussion om studiens design och upplagg, for att ta del av feedback fran mélgruppen och
ytterligare utveckla material och utformning. Synpunkterna sammanstélldes tillsammans med
elevernas resultat och ytterligare revideringar gjordes for att forbattra kvaliteten pa studiens design.
Efter revideringar fardigstélldes materialet och upplédgget for tranings- och testtillfallen. Lamplig
layout for att kunna tillgodogora sig innehall i instruktioner och fragestéllningar utformades ocksa.
For att undvika missforstand och annan problematik kopplad till sprakliga svarigheter skapades dven

en engelsk version av tranings- och testtillfallen.
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4.3 Gruppindelning

I denna studie anvindes kognitiv formaga som en variabel for att dela in testpersonerna i tvé
matchade grupper. For att méta deltagarnas kognitiva formaga anviandes Raven’s Standard
Progressiva Matriser (Raven, Raven och Court, 1991). Detta kognitiva testverktyg mater generell
begavning pa ett abstrakt plan, mer specifikt; icke-verbal problemlosningsformaga. Vid
genomforandet av Raven’s matriser presenteras for testpersonerna 36 st olika uppgifter, vilka var och
en bestar av 9 geometriska monster uppradade i tre rader och tre kolumner. I varje uppgift saknas den
geometriska figur som ska passa in langst ned till hoger for att figurerna tillsammans ska bilda ett
monster. Testpersonernas uppgift ar att vilja ritt geometrisk figur, bland atta olika varianter, som
passar in i monstret (se fig. 5 for exempel). Utover kognitiv forméga som variabel for gruppindelning
anviandes dven elevernas senaste terminsbetyg i amnet matematik for att fi en noggrannare

beskrivning av deras matematiska kunskapsniva.

¢
J&
C

s
&

Figur 5. Exempel pa uppgift som liknar Raven’s matriser.

4.3.1 Poiangberikning gruppindelning

Efter sammanstillning av antal ritta svar for varje deltagare, med o respektive 18 poing som min- och
max-poang, gjordes en kombinerad bedémning av resultat och matematikbetyg. For att dessa
variabler skulle viga lika tungt gjordes en konvertering av betyg till podng. Betygspoidngen berdknades
enligt samma princip som grundskolans berdkning av meritpoiang infér ansokning till gymnasium.
Den poidngberdkning som tillimpas i skolvisendet innebéar en 6versattning av de olika betygen till
podng fran o till 20. Dessa raknades om till procentuella andelar, vilka sedan konverterades till
betygsvarden i forhéllande till den poangberikning som tillimpats vid Raven’s matriser (med poiang
fran o till 18). For att fortydliga denna princip foljer ett exempel. Betyget D motsvarar 12,5 poiang

enligt skolverkets berdkning, vilket ar 62,5 % av max-podngen 20. Den Raven’s-konverterade
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poéangberakningen for betyg blir d& 0,625 x 18 = 11,25 (Se tabell 1 for konverterad podngberikning).
Pé detta satt kunde betyg berdknas likvardigt betydande som resultatet frin det kognitiva testet. For
alla deltagare beraknades en sammanvagd poang fran betyg och resultat frin Raven’s matriser, med
poang mellan 0 och 36, vilka senare utgjorde grunden for den slutgiltiga gruppindelningen.
Totalpoang for varje elev berdknades enligt f6ljande exempel. Betyget E motsvaras av 9 podng, vilket

tillsammans med 10 poing frin Raven’s matriser resulterade i en totalpodng pa 10 + 9 = 19 podng.

Tabell 1. Betygsviarden konverterade fran skolverkets virden till varden baserade pa Raven’s matrisers poang
(max 18 poing).

Betyg Virde Andel Konverterat viirde
F (o] 0 o]
E 10 0,5 9
D 12,5 0,625 11,25
C 15 0,75 13,5
B 17,5 0,875 15,75
A 20 1 18

For att minimera risken for héga och/eller 1aga testresultat till f61jd av ojamnt férdelade grupper
forutsattes tva inbordes kognitivt och kunskapsmassigt jamna grupper. Eleverna fordelades i tva
matchade grupper med mélet att f4 jamn fordelning av antal elever, poiang samt kon mellan de tva
testgrupperna. Testledarna kontrollerade detta genom att, under fordelningen av elever, noggrant
kontrollera bada gruppernas medelviarden. Vid ojimn poang- eller konsférdelning mellan grupperna
korrigerades detta genom att aktivt justera elevférdelningen. Kénsmatchningen gjordes enbart i syfte
att forebygga eventuella konsskillnader inom grupperna. Nar gruppindelningen var fardig tilldelades
den ena gruppen att vid traningstillfallet fa tillimpa AR och den andra CMR. Efter genomforandet av
samtliga tranings- och testtillfallen tillampades specifika urvalskriterier for respektive delstudie, vilka
beskrivits tidigare. Eftersom en andel elever inte inkluderades till foljd av ofullstindigt genomforande
kontrollerades gruppernas matchning gillande kon, betyg och kognitiv formaga ytterligare en gang

innan analys for att sdkerstilla jamn férdelning.
4.4 Datainsamling

4.4.1 Kognitiva tester

I denna studie fick deltagarna vid forsta tillfallet under fem minuter trana pa 12 st uppgifter, med
identisk utformning som Raven’s Matriser. Efter detta presenterades 18 uppgifter i stigande
svarighetsgrad som deltagarna fick 16sa under 30 minuter. Tva uppséttningar av likvardiga uppgifter,
den ena med endast jamna uppgifter och den andra med endast udda uppgifter, anvindes i syfte att

minska risken for fusk.
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4.4.2 Traningstillfille

Vid traningstillféllet fick deltagarna ta del av muntligt framstélld information frén testledarna for att
fa uppfattning om det praktiska upplagget (Se bilaga 1). Deltagarna fick under 45 minuter enskilt
trana pa att 16sa &tta olika uppgiftstyper, med 1-4 deluppgifter per uppgiftstyp. Den ena gruppens
material innefattade skriftliga instruktioner for att 16sa samtliga uppgifter med AR medan den andra
gruppens material endast bestod utav uppgifter att 16sa med CMR. Materialet som anvindes vid
traningstillfallet var forsattsblad med elevuppgifter, ett hafte med uppgifter (och ev. instruktioner), ett
rutigt provskrivningspapper, penna och sudd. Inga digitala hjalpmedel tilldts, utan alla utrdkningar
kravde manuell berdkning. Deltagarna uppmanades att redovisa 16sningar i det rutiga pappret och
enbart svar i uppgiftshéftet. Handledning frén testledare var majlig att fa, forutsatt att det inte rorde

tillvigagangssitt for att 16sa uppgifterna.
4.4.3 Testtillfillen

6-8 respektive 13-15 dagar efter traningstillfallet utfordes tva testtillfillen med syfte att testa
deltagarna pad samma uppgiftstyper som vid traningstillfallet. Férutsattningarna fér genomférandet
var detsamma som vid traningstillfillet, med skillnad att alla deltagare oavsett grupptillhorighet, fick

uppgifter utan l16sningsmetoder.
4.5 Analysmetod

4.5.1 Interbedomarreliabilitet

Datainsamling och -analys for denna studie sammanstalldes, av praktiska skil, med hjilp av tva
testledare. For att sdkerstélla likvardig bedomning vid analys utférdes dessa till stérsta mén i samvaro
av varandra dar eventuella funderingar kunde diskuteras tillsammans. Vid analys av det kvalitativa
datamaterialet i Delstudie II undersoktes uppgiftstyperna dessutom en i taget for alla elever, alltsd
uppgift ett undersoktes for alla elever innan uppgift tva borjade undersokas. Anledningen till detta var

att siakerstilla likvardig bedomning mellan eleverna for respektive uppgift.
4.5.2 Delstudie I
4.5.2.1 Analys av trdnings- och testresultat, Forskningsfraga I.

For den statistiska dataanalysen anvindes de statistiska analysverktygen Excel och SPSS. De kodade
elevernas resultat for respektive uppgift och tillfalle dokumenterades i ett kalkylark i Excel. Ett
elevsvar bedomdes som “ratt” om minst en delfraga innehdll ett korrekt svar och “fel” om samtliga
deluppgifter var felaktiga. Obesvarade fragor raknades som bortfall. Har kontrollerades enbart
elevernas svar utan néagra utrakningar. Efter ssmmanstillning av elevsvar fran bade tranings- och
testtillfallen tillampades tidigare naimnda urvalskriterier for att sortera bort irrelevanta data. De

kvarvarande 82 elevers 16sningsfrekvens for varje uppgift vid samtliga tranings- och testtillfallen
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beriknades samt total losningsfrekvens per tillfille for respektive grupp. For att besluta om
parametriska eller icke-parametriska statistiska analysmetoder kontrollerades normalférdelning i
béda grupper vid samtliga tranings- och testtillfidllen. P4 grund av icke-normalférdelat datamaterial
vid AR-gruppens traningstillfille kunde inte ett vanligt t-test goras for att kontrollera om det fanns
négon signifikant skillnad mellan AR-, och CMR-gruppen. Darfor gjordes ett icke-parametriskt Mann-
Whitney U-test (Henriksson, 2008) for att undersdka om négon statistisk skillnad fanns. Vid
testtillfalle 1 och 2 var bada gruppernas resultat normalférdelade, vilket resulterade i att en ANOVA
(Grandin, 2012) anvindes for att kontrollera eventuella skillnader mellan AR-gruppen och CMR-
gruppen vid vardera testtillfille. For att undersoka eventuell skillnad i 16sningsfrekvens vid varje
tillfalle for CMR-gruppen gjordes en ANOVA och ett motsvarande icke-parametriskt Kruskal-Wallis-
test (Henriksson, 2008) utférdes for AR-gruppen pga. ej normalférdelat datamaterial vid
traningstillfallet. For att kunna utldsa var eventuell statistisk skillnad forelag for AR-gruppen gjordes

dven ett icke-parametriskt post hoc-test.
4.5.2.2 Analys av trdnings- och testresultat, Forskningsfraga II.

For denna forskningsfraga av den kvantitativa analysen tillimpades samma urvalsprinciper som for
forskningsfriga 1. De ytterligare avgransningar som valdes att gora for testtillfalle 1 och 2 var att
endast de uppgifter som en elev haft ratt pa under traningstillfallet var de uppgifter som sedan riaknas
med vid testtillfalle 1 och 2. En elev som exempelvis hade ratt pa uppgiftstyp 1 och 5 vid
traningstillfallet, blev endast medraknad pé dessa tva uppgiftstyper vid testtillfille 1 och

2. Anledningen till denna typ av analys var att kartldgga total 16sningsfrekvens for respektive grupp
vid testtillfalle 1 och 2, forutsatt att eleverna klarat uppgifterna vid traningstillfallet. Till skillnad frén
analysmetod for forskningsfraga I bidrar denna analys till en mer precis bild av hur mycket den metod
eleven har tranat med, och dar eleven har klarat uppgifterna, paverkar i vilken utstrickning eleven
kan 16sa en liknande uppgift vid ett senare tillfalle. Vid traningstillfallet var ramfaktorerna detsamma
som for forskningsfraga I, varfor inga nya statistiska analyser gjordes for denna del. Med de utokade
urvalskriterierna berdknades 16sningsfrekvens for varje grupp vid respektive testtillfille. For att
undersoka eventuell statistisk skillnad mellan AR-gruppen och CMR-gruppen vid varje testtillfalle
gjordes en ANOVA.

4.5.2.3 Korrelationsanalys

For att undersoka eventuella samband mellan kognitiv forméga och testresultat utfordes en
korrelationsanalys mellan resultat fran kognitivt test och resultat fran testtillfalle 1 for vardera grupp.
I analysen uteslots en elev i AR-gruppen pé grund av 1agt resultat pa det kognitiva testet (0.05) i
forhallande till testresultat (0.88; 0.63; 0.50) vilket anségs osannolikt. Eleven genomforde dessutom
det kognitiva testet pa ca.5 minuter, vilket var orimligt kort tid for att hinna och bedémdes darfor inte

ha gjort sitt basta under det kognitiva testet.
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4.5.3 Delstudie II
4.5.3.1 Analys, Forskningsfraga IV

Till denna del av analysen undersoktes elevernas utrakningar for att se vilka strategier som tillampats
for att 16sa uppgifterna. Samtliga elevlosningar fran tranings- och testtillfille 1 undersoktes, forutom
I6sningarna fran uppgiftstyp 4 och 6, da det for dessa inte gick att avgéra om 16sningsstrategierna var
kreativa eller imitativa. Losningarna for de olika uppgiftstyperna kategoriserades som algoritmiska,
kreativa eller ej 10sta. Direfter berdknades andelar algoritmiskt 16sta, kreativt 16sta och ej 16sta
uppgifter for varje uppgiftstyp vid tranings- och testtillfille 1 for AR-gruppen respektive CMR-

gruppen. Foljande kriterier anvandes vid analys.

Kreativa l6sningar: For AR-gruppen bedémdes l6sningar, vid bade tranings- och testtillfillet, som
kreativa om ndgon annan strategi dn de givna lI6sningsmetoderna anvants. Vid testtillfallet kunde
eleven ha bortsett eller alternativt glomt den givnha metoden och istéllet resonerat sig fram till en
alternativ 16sningsmetod. Se bilaga 6 for bedomningsmatris 6ver kategorisering av algoritmiska
respektive kreativa 16sningar for AR-gruppen. Vid traningstillfallet bedomdes alla 16sningar frén
CMR-gruppen som kreativa, da de inte tilldelats ndgon given l6sningsmetod att imitera. For CMR-
gruppen bedémdes l6sningar vid testtillfillet som kreativa, enligt Lithners (2008) definition av

memorized AR, om de skiljde sig frédn den metod som anvénts vid traningstillfallet.

Algoritmiska l6sningar: For AR-gruppen bedomdes 16sningar, vid bade tranings- och testtillfille, som
algoritmiska om de givna instruktionerna fran traningstillfallet tillampats. Fér CMR-gruppen
bedomdes l6sningar vid testtillfdllet som algoritmiska om samma l6sningsmetod anvénts vid bade

tranings- och testtillfalle.

Ej l6sta: De elevlosningar som varken innefattades av kriterierna for algoritmiska eller kreativa

16sningar bed6mdes som ej 16sta.

Bortfall: Elevlosningar med korrekta svar utan redovisade 16sningar bedémdes som bortfall, da det
inte med sdkerhet var mojligt att avgora om eleverna anvint kreativa eller algoritmiska

16sningsstrategier.
4.5.3.2 Analys, Forskningsfraga V

Som ett komplement till den forsta fragestillningen i Delstudie IT gjordes en del for att undersoka
fungerande strategier som av nagon anledning inte resulterat i ett korrekt svar. De olika
uppgiftstyperna analyserades en i taget for samtliga elever vid tranings- och testtillfillen i syfte att
upptacka felaktiga svar med korrekta strategier. Vid sddana upptackter noterades observationen och
tydliga exempel dokumenterades for att eventuellt presenteras i resultatet. For att askadliggora i
vilken utstrackning elever misslyckas att genomfo6ra sina korrekta strategier sammanstilldes

datamaterialet 6ver andelen elever i lampliga figurer som presenteras i resultatet.
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4.6 Forskningsetiska overvaganden

Studien innefattade deltagare under 15 &r och kréavde elevers samt virdnadshavares medgivande.
Innan studien borjade fick deltagarna muntlig (se bilaga 1) och skriftlig information om studiens
utformning tillsammans med en utdelad medgivandeblankett (se bilaga 2). Den skriftliga
informationen innefattade bland annat information om ett riskfritt och frivilligt deltagande, vilket nar
som helst kunde avbrytas utan anledning. Medgivandeblanketten, tillsammans med den skriftliga
informationen lastes av bade vardnadshavare och elev, vilket utmynnade i ett godkdnnande/ icke

godkidnnande av deltagandet genom underskrifter fran bada parter och ett tydligt ifyllt ja eller nej.

Samtliga insamlade elevresultat fran de olika tillfillena representerades av unika koder for respektive
elev. Eleverna fick vid varje tillfdlle &ven uppge namn, skola, klass och datum pa ett forsattsblad,
fristdende fran uppgifterna. Anledningen till detta var att underlitta datahanteringen for testledarna.
Vid analys av datamaterialet identifierades enskilda 16sningar endast med kod. Datamaterialet
anviandes enbart i studiesyfte, utan mojlighet till avlasning av elevresultat fran utomstaende. Inga
individuella resultat redovisades heller i den firdiga rapporten, utan dessa presenterades pa
gruppniva. Vid exemplifiering av elevlosningar i resultatet transkriberades dessa i syfte att skydda
elevernas identitet. Projektet var dessutom utformad i enlighet med GDPR, utan redovisade
personuppgifter, samt hade genomgatt stillningstaganden enligt Vetenskapsradets (2017)
forskningsetiska principer. Som kompensation for medverkandet i studien delades en biobiljett ut till

varje deltagare, finansierade av projektet Learning by Imitative and Creative reasoning.

4.7 Fordelning av arbete

Under arbetets samtliga delar; planering, genomforande, analys och skrivande, har bada parter varit
likvardigt delaktiga. Planering och konstruktion av uppgifter gjordes tillsammans men av praktiska
skil delades datainsamlingen upp mellan parterna. Analysen gjordes tillsammans, vilket férklaras
djupare under 4.5.1 Interbedomarreliabilitet. Framstéllningen av bakgrund och metod delades initialt

upp men har sedan diskuterats och reviderats i samarbete med varandra.
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5. Resultat

I foljande avsnitt presenteras inledningsvis resultaten frén delstudie I och senare dven resultaten fran
delstudie II. Initialt foljer en redogorelse for elevers prestationer vid tranings- och testtillfallen, utan
respektive med hansyn till individanpassad svéarighetsniva pa uppgifterna. Dérefter presenteras en
korrelation mellan kognitiv formaga och testprestation. I delstudie II illustreras férdelningen av
losningsstrategier vid respektive tillfille for de bdda grupperna med tillhrande exempel pa

elevlosningar samt brister i dessa.

5.1 Delstudie I

5.1.1 Tranings- och testresultat

Tabell 2. Losningsfrekvensen pé respektive uppgift for AR-gruppen och CMR-gruppen vid varje tillfille, samt den
totala 16sningsfrekvensen for de bada grupperna vid varje tillfille.

1 2 3 4 5 6 i 8 Totalt
Triningstillfille AR 0,93 0,48 0,53 0,78 0,8 0,45 0,58 0,63 0,64
CMR 0,92 0,56 0,23 0,46 0,69 0,36 0,15 0,15 0,44
Test1 AR 0,95 0,35 0,43 0,43 0,73 0,35 0,3 o 0,44
CMR 0,92 0,54 0,33 0,41 0,72 0,49 0,15 0,18 0,47
Test 2 AR 0,83 0,35 0,35 0,38 0,78 0,53 0,28 0,1 0,45
CMR 0,85 0,46 0,33 0,44 0,72 0,59 0,15 0,18 0,46

Vid traningstillfallet hade AR-gruppen en total 16sningsfrekvens pa 64 % medan CMR-gruppen hade
en total 16sningsfrekvens pa 44 % (fig. 6). En skillnad i 16sningsfrekvens pa 20 procentenheter mellan
AR och CMR resulterade i statistisk skillnad, pavisat i ett Mann-Whitney U-test, U=389.5 och p<.001.
Vid testtillfalle 1 och 2 hade AR-gruppen en total 16sningsfrekvens pa 44 % respektive 45 %. CMR-
gruppen hade vid dessa tillfillen en total 16sningsfrekvens pa 47 % och 46 %. Enviags-ANOVA kunde
inte pavisa ndgon statistisk skillnad i 16sningsfrekvens mellan AR-gruppen och CMR-gruppen varken

vid testtillfalle 1, F(1, 77)=0.27, p=.608. eller testtillfille 2, F(1, 77)=0.089, p=.767.

Vid jamforelsen for AR-gruppen mellan traningstillfallet, testtillfdlle 1 och 2 kunde ett Kruskal-Wallis
pavisa statistisk skillnad, H(2)=16.348, p<.0001. Ett icke-parametriskt post hoc test visade att
skillnad fanns mellan traningstillfallet och testtillfille 1, H(1)=7.695, p<.001, samt traningstillfallet
och testtillfille 2, H(1)=7.695, p<.001. Det gick inte att faststilla ndgon skillnad mellan testtillfalle 1
och 2, H(1)=7.695, p=1.000 (fig. 6). Ingen statistisk skillnad kunde heller pavisas fér CMR-gruppen
vid jamforelse mellan traningstillfalle, testtillfalle 1 och 2,

F(2, 114)=0.14, p=.868.
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Figur 6. Den totala l6sningsfrekvensen for AR-gruppen och CMR-gruppen vid respektive tillfille.

Figur 7 (a & b) visar 16sningsfrekvens for (a) AR-gruppen och (b) CMR-gruppen for respektive
uppgiftstyp vid traningstillfille, testtillfille 1 och 2. For (a) AR finns en negativ trend for
16sningsfrekens mellan traning, testtillfalle 1 och testtillfille 2 vid friga 2, 3, 4, 7 och 8. For (b) CMR-

gruppen kan istéllet jaimna 16sningsfrekvenser mellan tillfdllena anas. For exakta virden, se tabell 2.

a. W Tréning W Test1 [ Test2 b. Traning W Test1 [ Test2
1 1
075 075
05 05
0,25 025
0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

Figur 7. (a & b) Losningsfrekvens for respektive uppgift vid varje tillfalle f6r (a) AR-gruppen och (b) CMR-
gruppen.

5.1.2 Analys av testresultat

I bedomningen av hur AR-gruppen och CMR-gruppen presterade relativt varandra nir enbart de
uppgifter som varje elev klarat under traningstillfallet raknades med i 16sningsfrekvens for testtillfille
1 och 2 gjordes ANOVA. Denna visade att CMR-gruppen hade signifikant hogre 16sningsfrekvens an
AR-gruppen vid testtillfalle 1, F(1, 77)=23.50, p<0,0001, och testtillfille 2, F(1, 77)=9.44, p<o,o1 (fig.
9).
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Figur 8. Losningsfrekvens for AR-gruppen och CMR-gruppen vid testtillfille 1 och 2, diar endast de uppgifter
som klarats vid traningstillfallet raknats med till testtillfalle 1 och 2.

I figur 9 (a, b & c¢) visas 16sningsfrekvens pé varje uppgiftstyp for AR-gruppen och CMR-gruppen vid
(a) traningstillfalle, (b) testtillfalle 1 och (c) testtillfdlle 2. Det gir att ana hogre prestation vid
testtillfallen for CMR-gruppen dn AR-gruppen pa samtliga uppgiftstyper, forutom uppgiftstyp 1.
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Figur 9. (a, b & ¢) Losningsfrekvens for respektive uppgift for AR-gruppen och CMR-gruppen vid (a)

traningstillfillet, (b) testtilfalle 1 och (c) testtillfille 2, dir endast de uppgifter som vardera elev klarat vid
traningstillfillet raknas med.
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5.1.3 Korrelationsanalys

Tabell 3 visar hur korrelation varierade mellan tranings- och testtillfdllen fér AR-gruppen respektive
CMR-gruppen. For AR-gruppen var korrelation mellan kognitiv forméga och resultat lag vid
traningstillfallet och 6kade till testtillfille 1 och 2. Korrelation mellan kognitiv férméga och resultat
var dubbelt s stark vid testtillfille 1 som vid traningstillfallet. Mellan testtillfalle 1 och 2 6kade
korrelationen ytterligare med ca. 2 procentenheter. For AR-gruppen hade kognitiv formaga storre
betydelse for resultat vid testtillfdlle dn vid trdning. For CMR-gruppen var korrelation mellan kognitiv

formaga hog vid trianingstillfallet och minskade med ca. 3 procentenheter till respektive testtillfille.

Tabell 3. Tabellen visar korrelation mellan kognitiv formaga och resultat vid respektive tillfalle for AR-
gruppen och CMR-gruppen.

Trining Test1 Test2

AR 0,305 0,594 0,614
CMR 0,627 0,586 0,562

Spridningsdiagrammet (fig. 10) visar sambandet mellan kognitiv férmaga och testresultat 1 for AR-
gruppen respektive CMR-gruppen. En korrelationsanalys visade stark (> 0.4) korrelation mellan
kognitiv formaga och testresultat for bade AR-gruppen, med 0.594 och CMR-gruppen , med 0.586.
AR-gruppen hade nigot starkare korrelation mellan kognitiv formaga och testresultat an CMR-
gruppen. Spridningsdiagrammet visar tendenser till hogre testresultat med CMR oavsett kognitiv
formaga. Daremot minskar skillnad i testresultat mellan CMR-gruppen och AR-gruppen med 6kad

kognitiv formaga.
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Figur 10. Spridningsdiagram 6ver sambandet mellan kognitiv forméaga och 16sningsfrekvens vid testtillfalle 1
for de olika resonemangstyperna AR och CMR vid inldrning.
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5.2 Delstudie II

5.2.1 Losningsstrategier

Vid tranings- och testtillfallet anvindes bade algoritmiska och kreativa 16sningsstrategier i varierande
utstrackning. Vissa elever anvinde liknande strategier vid tranings- och testtillfallen, medan andra
varierade l6sningsstrategi mellan tillfallena. Trots att elever i AR-gruppen fatt givna 16sningsmetoder
anvandes inte dessa av alla, vilka istillet 16ste uppgifterna kreativt. Elever i CMR-gruppen hade vid
traningstillfallet inte alternativet att tillaimpa givna l6sningsmetoder, vilket innebar enbart kreativt
16sta uppgifter vid traningstillfallet. Vid testtillfille 1 tillampade vissa elever samma l6sningsmetoder
som vid traningstillfillet medan andra skapade nya, kreativa strategier for att 16sa uppgifterna. Nedan
redovisas olika varianter av 16sningsstrategier for AR-gruppen respektive CMR-gruppen vid tranings-
och testtillfalle, samt hur enskilda elevers strategier varierade mellan dessa tillfillen. For detaljer

kring uppgiftstyper for tranings- respektive testtillfillen, se bilaga 3-5.
5.2.1.1 Losningsstrategier AR-gruppen

Algoritmisk l6sningsstrategi vid trdnings- och testtillfille: De flesta elever i AR-gruppen l6ste
uppgifterna vid bade traning och test med den givna l6sningsmetoden. I figur 11 illustreras 16sningar
fran tva olika elever vid tranings- och testtillfillet som anvint givna 16sningsmetoder for att 16sa
uppgifterna. I bada elevlosningar vid testtillfallet kom eleverna ihag l6sningsmetoden given vid

traningstillfallet och utférde samma procedur igen for att 16sa uppgiften.

Figur 11. (a & b) Tva elevlosningar pd uppgiftstyp (a) 7 och (b) 2 frin AR-gruppen, dir uppgifterna
ar algoritmiskt 16sta vid bade tranings- och testtillfille 1.

Algoritmisk losningsstrategi vid trdningstillfdlle och kreativ l6sningsstrategi vid testtillfdlle: En del
elever tillaimpade de givna l6sningsmetoderna vid traningstillfillet men anviande sedan andra
fungerande strategier vid testtillfallet. I figur 12 illustreras 16sningar frén tre olika elever som vid
traningstillfillet anvant de givna 16sningsmetoderna men anvant kreativa resonemang for att 16sa
uppgifterna vid testtillfallet. Elevlosningen i figur 12 (a) frén testtillfallet illustrerar en elev som forst

subtraherat “snittet”(antal deltagare pa bada utflykter) fran totalt antal deltagare pa utflykt 1 for att ta
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reda pa antalet personer som deltog i utflykt 1. Antalet deltagande pé utflykt 1 adderades till det totala
antal deltagande pé utflykt 2. Elevlosningen i figur 12 (b) fran testtillfallet visar en elev som berdknade
triangelns tredje vinkel genom att subtrahera summan av de tva andra vinklarna fran vinkelsumman.
For att sedan berdkna yttervinkeln subtraherades den tredje vinkeln frén 180 grader. I elevlosningen
vid testtillfallet i figur 12 (c) berdknar eleven arean av den lilla rektangel som bildas av summan fran
de tvé trianglarna utanfor de icke-parallella sidorna i parallelltrapetset. Sedan berdknades arean av
den forestéllda stora rektangel som bildas av parallelltrapetsets langa sida och den strackade hojden
utanfor figuren. Den lilla rektangeln subtraherades sedan frén den stora triangeln for att berdkna

parallelltrapetsets area.

Figur 12. (a, b & ¢) Tre olika elevlosningar pé uppgiftstyp (a) 5, (b) 3 och (c¢) 8 frin AR-gruppen, dar
uppgifterna vid traningstillfillet ar algoritmiskt 16sta och vid testtillfille 1 &r kreativt 16sta.

Kreativ losningsstrategi vid trdnings- och testtillfille: En del av de elever som hade tillgang till
l6sningsmetoder vi trianingstillfillet valde av ndgon anledning att inte anvinda dessa, utan skapade
istéllet egna strategier. I figur 13 (a) illustreras en elevlosning som vid bade tranings- och testtillfallet
anvéander en l6sningsmetod som éar lik elevlosningen i figur 12 (a) vid testtillfallet. I figur 13 (b) har
eleven tillampat liknande 16sningsstrategier vid tranings- och testtillfillet dar arets alla manader i tur
och ordning noterades, med start vid lamplig manad. Sedan adderades 5 kr for varje mnad for att

tillslut resultera i en korrekt summa pengar vid den efterfragade ménaden.
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a‘ . b. ..

Figur 13. (a & b) Tvé olika elevlésningar pa uppgiftstyp (a) 5 och (b) 1 fréin AR-gruppen, dér uppgifterna vid
bade tranings- och testtillfille 1 dr kreativt 16sta.

Ej klarat vid trdningstillfille och kreativ losningstrategi vid testtillfdlle: Vissa elever klarade av
négon anledning inte uppgifterna vid traningstillfallet men kunde kreativt 16sa dessa vid testtillfallet. I
figur 14 (a) berdknades vid traningstillféllet, istéllet for den efterfrigade yttervinkeln, den tredje
vinkeln i triangeln genom att subtrahera summan av de tva kidnda vinklarna fran 180 grader. Vid
testtillfallet beraknade samma elev den efterfragade yttervinkeln pa liknande sétt som i figur 13 (b),
alltsd genom att forst ta reda pé triangelns tredje vinkel och sedan subtrahera denna frén 180 grader.
I figur 15 (b) ldimnades inget svar vid traningstillfallet. Vid testtillfdllet beriknade denna elev arean av

begransningsytans tva olika geometriska figurer och summerade sedan korrekt antal av dessa.

a‘ . b. -
Figur 14. (a & b) Tva olika elevlosningar pa uppgiftstyp (a) 3 och (b) 2 fr&n AR-gruppen, dar uppgifterna vid

traningstillfillet ej kunnat 16sas. Elevlosningen i (a) innebar vid traningstillfallet en felaktig 16sning och (b)
hade ingen 16sning men bada 16stes kreativt vid testtillfallet.
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5.2.1.2 Losningsstrategier CMR-gruppen

Kreativ l6sningsstrategi vid trdningstillfillet och algoritmisk l6sningsstrategi vid testtillfdllet: 1
CMR-gruppen tillimpade en del elever samma l6sningsstrategi vid tranings- och testtillfallet. Figur 15
(a) visar en elevlosning dir potenserna utvecklats och beriknats. Eleven har sedan insett att svaret 64
ar samma som26. Eleven har dé generaliserat slutsatsen om potensregeln till testtillfillet, dar hen
insett att exponenterna multipliceras for att forenkla till en potens. I figur 15 (b) har en elev ritat upp
figuren med lampliga virden och variabler. Sedan har yttervinkeln berdknats genom att subtrahera
den tredje vinkeln fran 180 grader, likt tidigare 16sning i figur 12 (b). Eleven har sedan insett att
yttervinkeln alltid kan berdknas med summan av de tvd motstiende vinklarna. Vid testtillfallet har
eleven anviant den generaliserade slutsatsen for att berdkna den efterfragade yttervinkeln. Eleven har
dessutom i text ytterligare motiverat yttervinkelsatsen. I figur 15 (c) har eleven ritat upp figuren och
forstatt att den bestar av tva trianglar. For att berdkna arean av parallelltrapetset har arean for de tva
trianglarna darefter berdknats och summerats. Vid testtillfallet har samma l6sningsmetod anvints
med skillnaden att ingen figur ritats upp. I figur 15 (d) har eleven vid bade tranings- och testtillfille
ritat upp figuren och delat in den i en rektangel och tva mindre trianglar. Arean for “kvadraten”
(rektangeln) respektive de tva trianglarna har berdknats och sedan summerats for att berdkna
parallelltrapetsets area. Vid testtillfillet har eleven bildligt ytterligare forklarat uppdelningen av
figuren pa si sitt att de tva trianglarna kan summeras till en rektangel. Direfter har figurernas

sammanlagda area beridknats pa liknande sitt som vid traningstillfallet.
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c‘ .d -
Figur 15. (a, b, ¢ & d) Fyra olika elevldsningar fran CMR-gruppen, for uppgiftstyper (a) 7, (b) 3, (¢) 8 och (d)
8, dar uppgifterna vid traningstillfallet 16sts kreativt och vid testtillfélle 1 algoritmiskt.

Kreativ losningsstrategi vid trdnings- och testtillfdllet: Bland CMR anvinde vissa elever olika
strategier vid tranings- och testtillfélle. Elevlosningen i figur 16 (a) illustrerar en elev som vid
traningstillfallet berdknat triangelns tredje vinkel och subtraherat denna frdn 180 grader for att
erhalla den efterfragade yttervinkeln. Vid testtillfallet har eleven istéllet skrivit ett uttryck for
yttervinkeln och sedan berdknat denna. Figur 16 (b) visar en 16sning dar eleven insett att arean av
parallelltrapetset ar detsamma som arean av den rektangel som bildas av h6jden och den forlangda
sidan a. Ett uttryck for denna area stélldes upp med korrekta variabler for de olika sidorna. Eleven har
sedan ersatt variablerna med numeriska virden och beridknat viardet av uttrycket i korrekt
prioriteringsordning. Vid testtillfdllet har denna elev stallt upp ett annat korrekt uttryck for berdkning
av samma figur som vid traningstillfillet, men delat upp berdkningen i andra steg for att na

slutresultatet.

a' . b‘ .
Figur 16. (a & b) Tva elevlosningar frin CMR-gruppen for uppgiftstyp (a) 3 och (b) 8, dir uppgifterna vid
béde tranings-och testtillfille 1 dr kreativt 16sta.
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5.2.1.3 Fordelning av losningsstrategier

Vid analys av 16sningsmetod for de bada grupperna framgick, for AR-gruppen vid traningstillfillet att
den givna algoritmen anvandes pa 51 % av uppgifterna. 8 % av fragorna l6stes kreativt och 41 % av
uppgifterna l6stes inte (se fig. 17 (a)). Vid testtillfalle 1 10stes 26 % av uppgifterna med algoritmen som
givits vid traningstillfallet, 21 % l0stes kreativt och 53 % 16stes inte. En mindre andel elever 16ste
uppgifterna med den tidigare givna algoritmen vid testtillfille 1 4n vid traningstillfallet medan andelar
kreativt respektive ej 16sta uppgifter 6kade fran traningstillfalle till testtillfalle 1. Vid traningstillfallet
for CMR-gruppen kunde uppgifterna antingen 16sas kreativt eller inte alls. Figur 17(b) visar att 37 %
av uppgifterna lostes kreativt vid traningstillfallet. Vid testtillfille 1 16stes 28 % av uppgifterna
algoritmiskt och 15 % kreativt. En jamforelse av andelar algoritmiskt l6sta uppgifter mellan tranings-

och testtillfalle mellan grupperna visar storre 6kning for CMR-gruppen an for AR-gruppen.

a. B Algoritmiskt [l Kreativi Ej lost b. B Algoritmiskt [l Kreativt Ej lost
0,8 08
0,6 0,51 0,6
0.4 04 il
0,26 0,28
0,21
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0
Tréning Test 1 Traning Test 1

Figur 17. (a & b) Medelvirde for 16sningsmetoderna algoritmiskt och kreativt samt ej 16st, vid tranings- och
testtillfille for (a) AR-gruppen och (b) CMR-gruppen.

5.2.2 Begriansningar i l0sningsstrategier

Vid analys av elevlosningar med felaktiga svar aterfanns ett genomgéende drag for uppgiftstyper dar
detta uppstatt. De flesta av dessa uppgifter innebar berdkningar med multiplikationer, som
exempelvis 23 x 17, vilka kravde strategier utéver kunskap om multiplikationstabellen. De

uppgiftstyper som kravde detta var nr. 1 och 6 (se bilaga 3-5 for exempel pa dessa uppgiftstyper).

Figur 18. (a & b) Tva elevlosningar pd uppgiftstyp 6 fran (a) testtillfille 1 och (b) traningstillfallet.
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P& uppgiftstyp 6 var det for bade AR-gruppen och CMR-gruppen mellan 18 till 53 % av eleverna som
hade korrekta strategier for att 16sa dessa typer av uppgifter men misslyckades pé grund av bristande
forméga att utféra multiplikation. Dessa tendenser forekom till ungefar lika stor del fér bdda gruppen.
Daremot kunde en skillnad utlidsas for den totala gruppen mellan de tva forsta tillfillena och det sista
med ca.50 % jamfort med 20 %. P& uppgiftstyp 1 pétraffades inte sddana stora skillnader varda att

presentera, utan enstaka fall bekréftade observationen om svérigheter med multiplikation.

Tabell 4. Andel elever i de bdda grupperna som vid tranings-, testtillfdlle 1 och 2 anvinde korrekt strategi for
att 16sa uppgiftstyp 6 men ej kunde genomféra denna.

AR CMR Totalt
Traningstillfialle 42% 51% 47 %
Test1 53 % 38 % 46 %
Test 2 22% 18 % 20 %

5.3 Slutsatser

De sammanfattade slutsatserna fran delstudie 1 var att det, medrdknat hela den heterogena gruppen
pa samtliga uppgiftstyper, hade liten betydelse om elever i inlarningsstadiet tillimpade AR eller CMR.
Prestation 6ver tid var under dessa forutsiattningar likviardiga for bada grupper och AR innebar
séledes ingen fordel i forhallande till CMR. Forutsatt att uppgiftstyperna vid inldrningsstadiet var
anpassade till individuella nivaskillnader i matematikkunskaper, var CMR betydligt mer effektivt 4n
AR, diar CMR-gruppen bade uppvisade hogre prestationer 4n AR-gruppen vid ett forsta testtillfalle
men dven Over langre tid. Kreativt resonemang gynnade majoriteten av elever i denna urvalsgrupp,
men hade allra storst betydelse for de mest kognitivt svaga. Fran delstudie II kan slustsatsen dras att
elever trots tillgéng till algoritmer valde att 16sa vissa uppgifter kreativt. I inldarningsstadiet var
kreativa 10sningsstrategier det mest effektiva for framtida forstaelse, da dessa lattare memorerades till
hogre grad an algoritmiska 16sningsstrategier. Studien visade dessutom att elever brast i formagan att

tillampa rutinmaissiga procedurer.
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6. Diskussion

I detta avsnitt diskuteras inledningsvis resultat frén delstudie I om hur AR och CMR paverkar
inldrning i matematik fran olika perspektiv. Darefter resoneras kring 16sningsstrategier och dess for-
och nackdelar i forhallande till bestdende larande. I avsnittet om metoddiskussion diskuteras slutligen

studiens begransningar, styrkor samt forslag pa vidare forskning.

6.1 Delstudie I

6.1.1 Konstant prestation med kreativa resonemang

Det forsta delresultatet visade att AR-gruppen presterade battre &n CMR-gruppen vid
traningstillfallet, med total 10sningsfrekvens pa 64 % jamfort med 44 %. Daremot presterade de bada
grupperna vid testtillfdlle 1 och 2 ungefar lika, med total 16sningsfrekvens pé ca. 45 %. Den totala
16sningsfrekvensen for AR-gruppen minskade mellan tranings- och testtillfallen med ca. 30 % medan
den totala 16sningsfrekvensen for CMR-gruppen var relativt oférandrad mellan samtliga tillfallen.
Detta stimmer Overens med resultatet fran Wikman (2015), som utf6ért en liknande undersékning pa
elever i samma aldersgrupp. Utifran detta resultat skulle slutsatsen kunna dras att prestation vid
testtillfillen 4r oberoende av initial 16sningsstrategi. Tillsammans med det 6verensstimmande
resultatet frin Wikmans (2015) studie finns beldgg for att resultatet i denna studie ar representativt
for elever pa hogstadiet. Detta skulle kunna kopplas till dagens undervisning som till stor del bygger
pa imitation (Boesen et al., 2014; Hiebert, 2003), vilket ocksa speglas i liromedlen med stor andel
imitativa uppgifter (Jader et al., 2019). Resultatet skulle kunna styrka undervisningens och
laromedlens imitativa inriktning, da kreativa resonemang inte verkar ge nagra fordelar i jamforelse
med imitativa resonemang. A andra sidan skulle den imitativa inriktningen i undervisningen kunna
vara en forklaring till elevernas bristande formaga att tinka kreativt, da de i undervisningen inte fatt

trana pa denna typ av resonemang.

Studien visade ocksé att AR-gruppen hade hogre 16sningsfrekvens vid traningstillfallet 4n vid
testtillfallen, vilket stimmer 6verens med resultaten fran Jonsson et al. (2014). Resultat ar rimligt,
med tanke pa att eleverna vid traningstillfallet hade givna 16sningsmetoder och direkt kunde imitera
dessa for att 16sa uppgifterna, till skillnad fran testtillfallena. Resultaten vid respektive tillfélle for
CMR-gruppen skiljde sig diremot fran Jonsson et al. (2014), da en konstant 16sningsfrekvens kunde
utldsas mellan tranings- och testtillfillen. En mgjlig forklaring till den konstanta prestationsnivan for
CMR-gruppen Gver tid skulle kunna vara de kognitiva fordelarna med méjligheten att skriva ned
16sningar pa papper. Enligt Gruber (2015) kréavs vid inldrning att information pa négot sitt kognitivt
processas for att skapa bestdndiga minnesbilder. I denna studie krdvdes av CMR-gruppen hog grad av
kognitivt processande, genom den skriftliga bearbetningen, for att kunna 16sa uppgifterna vid bade
tranings- och testtillfdllen. Av denna anledning fanns for CMR-gruppen goda forutsattningar till

framgéngsrikt larande vid trianingstillfallet. Gruber (2015) havdar dessutom att upprepning av
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information dr den minst effektiva kognitiva strategi for att internalisera kunskap, vilket skulle kunna
forklara den avtagande prestationsnivan fran tranings- till testtillfallen for AR-gruppen. De jamna
prestationerna mellan grupperna vid testtillfallet, till skillnad frén Jonsson et al. (2014), skulle
rimligtvis kunna forklaras av de olika urvalsgrupperna samt studiernas olika genomféranden, som
skillnad i tidsbegransning och tillgidngliga hjilpmedel. Forutsdttningarna i denna studie mojliggjorde
séledes for bada grupper att kunna tillampa kreativt resonemang och skapa 16sningsstrategier vid
testtillfallena. Vid testtillfillena hade AR-gruppen darfor en férdel jamfért med CMR-gruppen, di de
forutom mojligheten att konstruera nya strategier, ocksa kunnat anvinda eventuell memorerad
kunskap fran traningstillfallet. Med tilligget att de bada testgrupperna var matchade gillande
matematisk formaga skulle darfor 16sningsfrekvensen for AR-gruppen vid testtillfallena potentiellt

kunnat vara hogre an CMR-gruppen.

I figur 7 (a & b) syns samma tendenser som i figur 7, férdelat pa respektive uppgiftstyp, dar
16sningsfrekvens for AR-gruppen minskar fran tranings- till testtillfalle pa de flesta uppgiftstyper
medan l6sningsfrekvens mellan tillfallena for CMR-gruppen ar jamn péa de flesta uppgiftstyper. Nagot
sarskilt intressant i dessa figurer ar jamforelsen mellan AR-gruppen och CMR-gruppen pa uppgiftstyp
8. Pa denna uppgiftstyp hade AR-gruppen en l6sningsfrekvens pa 63 % som sedan sjonk till o % vid
testtillfille 1, till skillnad frdn CMR-gruppen som hade en l6sningsfrekvens pa 15 % respektive 18 %
vid tranings- och testtillfille 1. Det intressanta i detta ligger i AR-gruppens stora skillnad mellan
mellan tranings- och testtillfille, dir den imiterade 16sningsstrategin inte givit nagot resultat. Detta
resultat i jimforelse med den konstanta 16sningsfrekvensen for CMR-gruppen, dir en liten andel
elever kunnat 16sa denna uppgiftstyp vid bada tillfallen, antyder att CMR Gver tid 4r en mer
fordelaktig strategi. Ytterligare en aspekt pa den laga 16sningsfrekvensen for AR-gruppen vid
testtillfille 1 var oforméagan att kreativt skapa en egen l6sning om den tidigare givna algoritmen blivit
bortglémd. Detta skulle mdjligen kunna forklaras med begriansad utveckling av exekutiva funktioner,

da elever kan ha svért att skifta tankesitt eller 16sningsstrategi vid behov (Meltzer, 2007).
6.1.2 Betydelsen av lyckad trining

Denna studie undersokte ocksa testresultat for elever som lyckats 16sa uppgifterna vid
traningstillfallet. Analysen visade att CMR-gruppen presterade signifikant béttre 4n AR-gruppen vid
bade testtillfille 1 och 2 med 16sningsfrekvens pa ca. 80 % jamfort med 55 %. Detta motsvarade en
minskning fran traningstillfillet med ca. 20 % f6r CMR-gruppen och ca. 45 % for AR-gruppen, dvs. en
betydligt storre negativ trend for AR-gruppen dn CMR-gruppen. Slutsatsen av detta ar att elever
lyckas bittre vid senare tillfdllen om de initialt tillimpat CMR &n om de tillimpat AR, forutsatt att
uppgifterna pa individniva ar av lamplig svarighetsgrad. Denna analys 6verensstimmer med Jonsson
et al. (2014) pa si sitt att CMR-gruppen presterar signifikant battre an AR-gruppen vid senare
testtillfalle. Dessutom visar denna studie att resultatet haller i sig 6ver tid, dd CMR-gruppen fortsatte
att prestera battre 4n AR-gruppen vid ytterligare ett senare testtillfille. Denna typ av analys ar
intressant med anledning av den stora variation i matematisk begdvning som finns i hogstadieklasser.

Elever i en hogstadieklass visar i regel stora individuella skillnader, vilket kan medfora att vissa
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uppgifter ar for svara att kunna I6sas av alla elever. Om en elev hade svérigheter att 16sa en viss
uppgiftstyp vid traningstillfallet, hade denna elev troligtvis liknande svirigheter att 16sa samma
uppgiftstyp vid testtillfallet, dd ingen feedback gavs mellan tranings- och testtillfallen. Detta bekraftar
slutsatserna fran Jonsson et al. (2014) som visade att det for CMR-gruppen var viktigt att elever i

ovningsstadiet ha klarat att 16sa en viss typ av uppgift for att lara sig ndgot av den.

Figur 9 (a, b & ¢), visar likt figur 8 pa generellt bittre prestationer for CMR-gruppen dn AR-gruppen.
De uppgiftstyper som bada grupperna vid traningstillfiallet presterade relativt likvardigt pa fortsatte
att vara lika vid testtillfdlle 1 och 2. Utifran jamna l6sningsfrekvenser p& uppgiftstyp 1 och 2 mellan
AR-gruppen och CMR-gruppen vid traningstillfallet skulle dessa uppgiftstyper kunna varit av lattare
karaktar, da tillgdng till Il6sningsmetod inte givit ndgon fordel. Detta resultat skulle mgjligen kunna
indikera att eleverna, oavsett AR eller CMR, sedan tidigare internaliserat kunskapen, vilket innebar
att for uppgifter av latt karaktar har initial resonemangstyp liten betydelse for prestation 6ver tid. De
uppgiftstyper som AR-gruppen vid traningstillfillet hade en hogre 16sningsfrekvens 4n CMR-gruppen,
var de uppgiftstyper som CMR-gruppen hade hogre 16sningsfrekvens 4n AR-gruppen vid bada
testtillfallen, vilket tydligt visas i uppgift 3, 4, 7 och 8. Utifran stora skillnader i 16sningsfrekvens
mellan AR-gruppen och CMR-gruppen vid traningstillfallet, till fordel for AR borde dessa
uppgiftstyper vara av svarare karaktir. Detta tillsammans med hogre 16sningsfrekvenser for CMR-
gruppen vid testtillfallena skulle kunna indikera pa en storre fordel med CMR an med AR vid

problemlosningsuppgifter av komplex karaktr.

En 6vergripande reflektion frdn den kvantitativa analysen var den allmént ldga 16sningsfrekvensen for
bade AR-gruppen och CMR-gruppen vid traningstillfallet. I jimforelse med resultat fran Jonsson et al.
(2014) skiljde sig AR-gruppen med ca.30 procentenheter och CMR-gruppen med ca.20
procentenheter vid traningstillfallet. Detta kan med stor sannolikhet forklaras av de olika
urvalsgrupperna, diar en hogstadieklass har en storre spridning i matematisk begdvning jamfort med
en gymnasieklass pa naturvetenskapligt program. Négot annat som skulle kunna forklara det 1aga
resultatet ar uppgiftstypernas krav pa lasforstaelse, vilket enligt Sterner & Lundberg (2002) kan vara
begransande for elevers mojlighet att visa sina matematikkunskaper. Kravet pa lasforstéelse i denna
studie inkluderade dels en stor mangd text men ocksé delvis forstaelse for matematiskt innehall.
Kravet pa lasforstaelse gidllande méangd var sarskilt patagligt for AR-gruppen (se bilaga 4), da de
tilldelades fler deluppgifter in CMR-gruppen och skriftliga 16sningsexempel utéver de gemensamma
uppgiftsbeskrivningarna (se bilaga 3). Den laga 16sningsfrekvensen for AR-gruppen vid
traningstillfallet var dnda forvainande med tanke pa att de enbart behévde imitera givna
16sningsmetoder och darfor borde ha presterat battre. Den ldga 16sningsfrekvensen for CMR-gruppen
vid traningstillfllet i jamforelse med Jonsson et al. (2014) skulle, forutom den stora variationen i
matematisk begdvning och eventuella svarigheter med lasforstielse, ocksa kunna forklaras med dess
dlder och begriansat utvecklade exekutiva funktioner, enligt De Luca (2003). Enligt Meltzer (2007) ar
det viktigt att vid problemlosning planera och organisera tankar och beteenden, vilket blir sarskilt

patagligt vid skapandet av nya 16sningsstrategier. Att framgangsrikt kunna 16sa problem med CMR
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kan majligen vara beroende av faktorerna som forfattaren beskriver och saledes ocksé péverka
studiens resultat. Dessa uppgiftstyper kravde att eleverna pa egen hand planerade och organiserade
vad som skulle goras och i vilken ordning. Dessutom fanns ingen vigledning om vilken information
som skulle anvédndas i de olika ingdende stegen, vilket kan vara utmanande for elever i 4k 8 utan stod

frdn nagon vuxen.
6.1.3 Kognitiv forméaga och testresultat

Tabell 3 visar korrelationskoefficienter mellan kognitiv férmaga och prestation for AR-gruppen och
CMR-gruppen vid respektive tillfille. AR-gruppen hade l14g korrelation vid traningstillfallet, vilken
fordubblades till testtillfalle 1 och sedan ytterligare 6kade ndgon procentenhet till testtillfalle 2. CMR-
gruppen hade hog korrelation mellan kognitiv forméga och prestation vid traningstillfillet, vilken
sedan linjart avtog till testtillfdlle 1 och 2. Vid traningstillfallet kravdes betydligt mer kognitiv
kapacitet av CMR-gruppen dn AR-gruppen for att nd framgéang, diremot gillde det omvénda ju langre
tid som gick efter traningstillfallet. I praktiken skulle detta kunna innebéra att CMR i ett
inlarningsstadium kraver stor kognitiv anstrangning, som 6ver tid minskar da kunskapen
internaliserats. Det omvanda skulle i sddana fall kunna gilla for AR, d4 det kravs mindre kognitiv
anstrangning i ett inlarningsstadium som sedan kraftigt 6kar 6ver tid. En forklaring till kravet pa
kognitiv anstrangning vid AR skulle kunna vara att den kunskap som erhalls vid inldrning inte kan
tillgodogoras vid senare tillfallen, utan maste rekonstrueras. I forhéllande till detta resultat skulle det
kunna diskuteras huruvida mojligheten till lirarledd vigledning bast skulle kunna tillgodogoras
beroende pa undervisningsstrategi. I praktiken kan larare bistd med lamplig st6ttning nér den
kognitiva belastningen hos eleverna blir for stor for att pa egen hand lyckas, vilket implicerar att bada
resonemangstyper vid inldrning dr mdjlig, trots det hoga kravet pa kognition for CMR. Daremot finns
inte denna tillgang till kognitiv avlastning for elever under provtillfillen, vilket skulle innebéra att den

hoga belastning som kravs for att tillimpa AR maste hanteras pa egen hand, utan stod fran lérare.

I figur 10 jamfors korrelation mellan kognitiv formaga och testresultat vid testtillfélle 1 for AR-
gruppen och CMR-gruppen. Figuren tydliggor att en stor andel elever gynnas av CMR och den mest
gynnade kategorin ar elever med lag kognitiv formaga. Ju hogre kognitiv forméga desto mindre
avgorande ar resonemangstyp for prestation. Detta resultat skiljer sig marginellt frin Wikman (2015)
men skulle mgjligen kunna forklaras med slumpmassiga faktorer alternativt de olika
forutsattningarna; penna och papper jamfort med datorbaserat test. Dadremot stimmer resultatet helt
overens med Jonsson et al. (2014). Denna studie, med en klart heterogen urvalsgrupp, skulle
dessutom ytterligare kunna styrka sambandet mellan kognitiv forméga och prestation pé ett

allmangiltigt satt.
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6.2 Delstudie 11

6.2.1 Losningsstrategier

De strategier som anviandes for att 16sa de olika uppgiftstyperna varierade pa olika satt. Figur 17 (a &
b) illustrerar fordelningen av de strategier som anviandes vid tranings- och testtillfallen for AR-
gruppen och CMR-gruppen, vilka varierade bdde inom och mellan grupperna samt Gver tid. Losta
uppgifter vid traningstillfallet for CMR-gruppen innebar uteslutande kreativa strategier, medan for
AR-gruppen loste vissa elever uppgifterna med algoritmiska strategier och andra tillimpade kreativa
strategier. De flesta elever i AR-gruppen valde att vid traningstillfillet anvinda den givna
informationen for att 16sa uppgifterna. Det mest forvinande vid traningstillfdllet var andelen elever i
AR-gruppen som inte anviande den givna l6sningsmetoden, utan istillet valde en annan strategi for att
16sa problemen (Se fig. 13 a & b). Det forvintade resultatet hade varit att samtliga elever i AR-
gruppen, vilka hade tillgdng till givna I6sningsmetoder, skulle anvént sig av dessa for att 16sa
uppgifterna vid traningstillfallet. Mojliga forklaringar till det avvikande resultatet skulle kunna vara
att eleverna av ndgon anledning inte lést eller alternativt inte forstatt instruktionerna och istallet
tillimpat ndgon annan strategi (Se fig. 14 a & b). Bada elever i figur 14 misslyckades vid
traningstillfiallet men kunde daremot 16sa samma uppgiftstyper vid testtillfallet genom kreativa
strategier, vilket tyder pa ett begrinsat tillgodogorande av kunskap vid traningstillfallet. En annan
anledning till att elever inte nyttjade den givna 16sningsmetoden skulle kunna vara att eleverna aktivt
valde att anvianda en annan strategi som de ansag vara mer lamplig. I forhallande till detta skulle det
kunna diskuteras huruvida de givna 16sningsmetoderna var tillrackligt tydliga, forstéeliga och
anviandarvinliga for elever i denna aldersgrupp, vilket kopplar till kommunikationens betydelse i
matematiska sammanhang. Niss och Hgjgaard (2011) framhaéller vikten av att anpassa
kommunikationen till parternas forutsattningar for att i matematiska sammanhang forsté och gora sig
forstadd. Detta skulle eventuellt kunna forklara problematiken kring tillgodogorandet av instruktioner
vid traningstillfallet for AR-gruppen, vilket exempelvis visas tydligt vid uppgiftstyp 2 (se bilaga 4).
Den givna l6sningsmetoden for denna uppgiftstyp inneholl bide matematiskt specifika termer och
symboler, vilka méjligen kan ha varit for avancerade att forsta i forhallande till elevernas bakgrund
och forforstaelse. Forutom eventuella begrepps- och symbolmaissiga svarigheter skulle dven mediet for
informationsutbytet ha kunnat paverka resultatet, da instruktionerna var presenterade i skriftlig form
vilket elever tenderar att inte nyttja (Sidenvall et al., 2015). Om eleverna daremot fatt instruktionerna
presenterade genom annat medium, exempelvis muntligt, kanske tillgodogorandet av instruktioner

sett annorlunda ut.

Bland CMR-gruppen l6stes uppgifterna vid testtillfallet av vissa elever med algoritmiska strategier
medan av andra elever med kreativa strategier. Vid testtillfallet 16stes 76 % av uppgifterna med
samma losningsstrategi som vid traningstillfallet. For elevexempel, se figur 15 (a, b, ¢ & d). Fran detta
kan slutsatsen dras att av de elever som vid traningstillfallet kreativt lyckats 16sa uppgifterna till stor
del kunnat internalisera kunskapen och kunnat anvinda denna vid senare tillfille, utan att behova

skapa ndgon ny 16sningsstrategi. Detta ar en intressant slutsats med tanke pé att den anstriangning
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som CMR innebir i inldrningsstadiet, faktiskt ger avkastning for framtida kunskap, da tidigare skapad
16sningsstrategi inte behover rekonstrueras. En jaimforelse mellan grupperna visar att andelen kreativt
16sta uppgifter for AR-gruppen o6kar mellan tranings- till testtillfillet medan det omvinda géller for
CMR-gruppen. 49 % av eleverna i AR-gruppen kunde inte nyttja den initialt presenterade
I6sningsmetoden vid senare tillfélle, utan var istillet tvungna att 16sa uppgifterna pé annat sétt
alternativt kunde inte 16sa uppgifterna (Se fig. 12 a, b & c). Detta implicerar i praktiken att AR vid
inlarning ger 1&g avkastning till senare tillfalle, da eleverna till stor del anda behover konstruera nya
strategier till f6]jd av att de inte kunnat nyttja de strategier som anvints vid inldrning. Fran detta
skulle slutsatsen kunna dras att den mest effektiva resonemangstyp att tillimpa vid inlarningsstadiet
ar CMR, da losningsstrategierna internaliseras till hGgre grad och med latthet kan anviandas vid

senare tillfdllen, vilket bekriftar tidigare slutsatser.
6.2.2 Begrinsningar i l6sningsstrategier

Vid analys av elevers olika strategier vid tranings- och testtillfille uppméarksammades en intressant
aspekt dar en stor del elever anvinde korrekta strategier men inte lyckades genomfora dessa.
Genomgaende for uppgiftstyper dar detta patraffades var sddana som inkluderade multiplikationer,
dar kunskaper utéver multiplikationstabellen kravdes. Detta visades pa olika sitt for olika elever men
gemensamt for dessa var att losningarna redovisade korrekta strategier, men brast i genomforandet.
Exempel pa detta illustreras i figur 18 (a & b), dar elevlosningen i (a) tydligt kommunicerat
svarigheten med att utféra multiplikationen och elevlosningen i (b) forsokt anvinda algoritmen for
multiplikation men pé ett ickefungerande sitt. Denna problematik var vid samtliga tillfallen tydligast
for uppgiftstyp 6, med andelen elever som misslyckades att genomfora algoritmen pa ca. 45 % vid
tranings- och testtillfalle 1 och ca. 20 % vid testtillfalle 2. En jamforelse mellan grupperna visar inga
storre skillnader vid nagot tillfille, varfor slutsatsen kan dras att denna problematik ar oberoende av
resonemangstyp. En mojlig forklaring till den generellt bristande formaga att utféra multiplikationer
skulle kunna vara elevers vana att anvdnda minirdknare, snarare an att genomfora enkla procedurer.
Detta skulle i sddana fall kunna leda till att elever sillan tranar pa att anvianda grundlaggande
procedurer och darfor till slut férlorar férmégan att kunna anvinda dessa. Tekniska hjdlpmedel ar
manga ganger till stor hjalp vid komplicerade berdkningar, men ett konstant anvindande av dessa
skulle olyckligt kunna medféra samre forstaelse for grundlaggande aritmetiska funktioner,

taluppfattning och/eller positionssystemet.

Syftet med denna studie var att undersoka elevers framgangar vid méten med icke-rutinmassiga
problem, dir vissa rutinmassiga kunskaper (Kilpatrick, 2001) forutsattes for att kunna lésa de olika
uppgiftstyperna. Muliplikationer som kraver att eleverna har kunskap utanfér multiplikationstabellen
borde troligtvis raknas som rutinméssig kunskap for elever i denna &ldersgrupp. Detta tillsammans
med de dominerande imitativa inslagen i matematikundervisningen, bade gillande lektionsupplédgg
(Boesen et al., 2014) och laromedlens utformning (Jader et al., 2019), gor det intressant att dra
slutsater om denna studies observerade problematik kring anvindandet av algoritmer. Utifrdn den

rddande matematikundervisningens utformning borde elever rimligtvis trianas i att tillimpa
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algoritmer och darigenom kunna genomfora de berdkningar som kriavdes for denna studie. Detta ar
ytterligare en bekriftelse pa att AR i inldrningsstadiet inte ar s effektiva eller bidrar till kunskap som
ar bestdende 6ver tid. Ddremot innebir detta inte att algoritmer &r oviktiga for matematisk framgéng.
Ifragasattandet géller endast hur inldrningen av algoritmer ser ut i praktiken i jamforelse med vad
utvecklingspsykologisk forskning poangterar (Gruber, 2015). I motsats till dagens undervisning, dar
imitation dominerar inldrningen av algoritmer behover elever istillet bearbeta och fi forstielse for
algoritmernas innebord for att framgéngsrikt kunna nyttja dessa i framtida

problemlosningssammanhang.
6.3 Syntes

I denna studie har olika aspekter av resonemang i forhallande till matematisk framgéng presenterats.
Resultatets olika delar indikerar flera aspekter av fordelar med att tillimpa kreativa resonemang vid
inldarning i matematik. Dessa resultat ar fran ett lararperspektiv intressant att koppla till
styrdokument och utformning av undervisning i praktiken. Skolverkets (2017) formulering av
matematikdmnets syfte handlar om att viacka nyfikenhet for amnet genom kommunikativa, kreativa
och probleml6sande aktiviteter. Slutsatserna fran denna studie &r, tillika som resultaten fran Jonsson
et al (2014) och Wikman (2015), forenliga med styrdokumentens &ndamal med
matematikundervisningen. Slutsatserna tyder pa att elever, oavsett matematisk begdvning gynnas av

att tillampa kreativa resonemang vid inlarning for bestandig kunskap over tid.

Trots att styrdokument och forskning poédngterar vikten av problemlosning i undervisning visade
denna studies resultat relativt 1dga prestationer pa uppgifter av problemlésningskaraktir. Vid studiens
genomforande uppmairksammades tendenser till uppgivenhet hos elever nir de presenterades
ickerutinmaissiga problem. En del elever kommenterade sidant som “Det har har vi inte gatt igenom”
och syftade da till att uppgiftstypen inte var majlig att 16sa. Dessa typer av reaktioner skulle kunna
tyda pa att elever till stor del dr vana att arbeta med imitativa strategier och samtidigt ar frimmande
for att skapa 16sningsstrategier i férhéllande till nya situationer. Detta vicker funderingar kring hur
undervisningens utformning 6verensstimmer med syftet och méilen f6r matematikundervisningen. I
relation till detta bor dven laromedlens roll i matematikundervisningen diskuteras, da de anviands i sa
stor utstrackning att de praktiskt taget fungerar som informella styrdokument (Boesen et al., 2014).
Det kan tyckas markligt att laromedlen inte avspeglar kursplanen i det avseendet att fokusera pa
kreativitet och problemlésande aktiviteter, utan istillet fokuserar imitation av givna procedurer.
Slutsatserna om de ménga fordelarna med kreativa resonemang vid problemlosning tillsammans med
de dominerande imitativa inslagen i undervisningen gor darfor ett ifragasiattande av dagens

undervisningsmodell befogad.

Den dominerande imitativa inriktningen i dagens undervisning skulle méjligen kunna ha sina
forklaringar i praktiska och tidsmaéssiga fordelar. Att bedriva undervisning med kreativa resonemang
stiller hoga krav pa larares formaga att bland annat forsta elevers olika kunskapsnivaer och

elevspecifika svarigheter i kombination med elevers formaga att beskriva sin uppfattning av vad som
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ar svart att forsta. Det kan ocksé vara svért att genomfora problemlosningsaktiviteter i en klass med
stora kunskapsskillnader sé att samtliga elever utmanas och utvecklas pa individuell niva (Ball, 2001).
Det ar darfor forstaeligt att 1arare anvander imitativa undervisningsaktiviteter i forhoppning om att
stimulera sd manga elever som mojligt. Istéllet for att fokusera pd mangden uppgifter elever hinner
under en lektion (Brosseau, 1997) bor eleverna istéllet utmanas utifran individuella forutsattningar for
att utvecklas, vilket underlattas av att inkludera kreativa resonemang i undervisningen. Med tanke p&
betydelsen av kreativa resonemang for utveckling av problemlésningsforméga har lararen en visentlig
roll i larandeprocessen, da hoga krav stills pé elevers exekutiva funktioner (Meltzer, 2007). I en
realistisk ldrandesituation dar lamplig vagledning ar mojlig, skulle en storre andel elever troligtvis

kunna tillgodogora sig av fordelarna med kreativa resonemang an i denna studie.

6.4 Metoddiskussion

Utifrén studiens syfte och fragestéllningar ansags det mest passande att bade gora en kvantitativ och
en kvalitativ analys. For att kunna jamféra denna studies resultat med tidigare liknande studier samt
ytterligare kunna dra slutsatser om en annan aldersgrupp utifran dessa, beslutades om en kvantitativ
analys. Som komplement till den kvantitativa analysen studerades dven elevlosningarna kvalitativt for
att fa en battre forstaelse for det kvantitativa resultatet. Denna del var relativt outforskad sedan
tidigare och tillsammans med faktumet att denna studie strackte sig 6ver en ldngre tid an tidigare
studier gjort skulle den kvalitativa analysen bli ett intressant tillagg till befintlig forskning. For att fa
datamaterial som var representativt for populationen gjordes studien pa ett sa stort urval samt
geografisk spridning som tiden tillat. Urvalsgruppen som denna studie gjordes pa var relativt
heterogen gillande matematisk kompetens vilket skulle kunna gora att generella slutsatser kunde dras
utifran resultatet. Urvalsgruppen delades in i tvd matchade grupper genom mattet pa elevernas
kristalliserade och flytande intelligens (Cattell, 1943). Kristalliserad intelligens representerades i
denna studie av elevernas betyg och flytande intelligens representerades av prestation pa Raven’s
matrisers kognitionstest. En annan faktor som ocksé togs hansyn till var kon, for att eventuell skillnad
mellan grupperna inte skulle kunna foérklaras av ojimn konsfordelning. En parameter som inte togs
hénsyn till i denna studie men som dnda kan ha varit betydande var elevers lasforstaelse d& detta
skulle kunna ha paverkat elevernas forstaelse av uppgifter och skriftliga instruktioner. Ej heller
problematik kopplat till dyslexi eller andra lds- och skrivsvarigheter togs hiansyn till varken i
materialets utformning eller studiens utférande vilket kan ha haft stor paverkan péa resultatet vid hog
andel elever med dessa svarigheter. Dessa elever skulle dé inte haft mojlighet att visa sin matematiska

forméaga pa ett rattvist sitt.

Det material som utformades till studien genomarbetades noga for att sidkerstélla validiteten och
reliabiliteten i uppgiftstyperna. Efter utformandet av materialet genomfordes en pilotstudie samt en
granskning av materialet fran erfarna larare. Under denna process reviderades materialet utifran
iakttagelser och kommentarer fran bade ldrare och elever i pilotstudien, vilket ytterligare bidrog till ett
val genomarbetat material. Om det funnits mer tid skulle det varit 6nskvart att utforma fler uppgifter

till varje uppgiftstyp i syfte att fa ett mer valitt och reliabelt resultat. I utférandet av studien beslutades
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att inga hjalpmedel, som exempelvis minirdknare skulle vara tillgingliga, da de procedurer som
kravdes for denna studie var av rutinmassig karaktar. Dock visade analysen att resultatet delvis skulle
sett annorlunda ut om eleverna haft tillging till minirdknare. Om eleverna fatt anvinda minirdknare
hade den kvalitativa analysen riskerat att bli lidande, d4 eleverna eventuellt inte visat sina utrdkningar
i samma utstrackning. For framtida studier skulle det vara intressant att undersoka om utfallet av
prestation beroende pa resonemangstyp 6ver tid skulle se annorlunda ut om eleverna far nigon typ av
feedback pé sina losningar for de olika uppgiftstyperna, som att exempelvis fa se korrekta 16sningar

vid traningstillfallets slut.

6.5 Slutord

Dagens undervisning lar till stor del elever att anvénda givna algoritmer for att 16sa problem i bekanta
sammanhang. Méanga elever utvecklar troligtvis formaga att folja instruktioner for att 16sa vissa typer
av problem, men blir begrinsad nir situationen inte ar tillrattalagd som under traningstillfillena. Det
viktiga med matematik ar dock att i nya ssmmanhang kunna tillampa sina kunskaper for att utveckla
sin matematiska forméga. Det giller darfor att trinas i att systematiskt strukturera bland en mangd
information vilken ska sammanstillas till en l1amplig strategi och kunna genomfora denna pé ett
effektivt sdtt. Med andra ord behover elever lira sig att behirska de mentala processer som ar
nodvindiga for att kunna nd framgang i matematisk problemlosning. Detta innebar till stor del att
kunna ha olika perspektiv pa en typ av uppgift och kunna skifta tankesétt och strategi nar den initiala
idén inte leder framat, vilket imitation av exempeluppgifter i en larobok inte kan dstadkomma. For att
kunna utveckla sin matematiska kompetens behéver elever darfor tranas i hur de ska lara innan de
kan inhdmta ny kunskap. Detta dr nagot som elever till stor del kan gora genom att anvianda kreativa
resonemang vid inldrning. Om elever bemastrar forstaelsen for hur de bast lar, finns goda majligheter

att kunna lara livet ut.

"What they should learn first is not the subjects ordinarily taught, however important they may be;
they should be given lessons of will, of attention, of discipline; before exercises in grammar, they
need to be exercised in mental orthopedics; in a word they must learn how to learn. ”

(Binet & Simon, 1916, s. 257)
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Bilagor
Bilaga 1.

Muntlig information till deltagarna vid forsta datainsamlingstillfallet.

Muntlig information - Deltagande i studien om matematisk
problemlosning

Vi ar tva amneslararstudenter i matematik fran Ume4 universitet som nu ska
genomfora vart examensarbete. Vi har fatt formanen att koppla vart arbete till
projektet Att lara matematik via imitativa och kreativa resonemang: Utfall av olika
undervisningsmetoder. I projektet, som ar ett samarbetsprojekt mellan Umea
universitet och Karlstads universitet, studeras utfallet av olika
undervisningssituationer i matematik. Syftet med projektet ar att ta reda pa hur olika
satt att lara sig matematik paverkar inlarningen.

Instruktion insamlande av bakgrundsdata och méatning av kognitiv prestation

Om du viljer att delta sa far du forst pa utfora nagra uppgifter som testar din
kognitiva formaga. Det tar ca 1 timme, med ett avbrott i mitten. Négra av testerna kan
upplevas som svara sa det ar viktigt att du kan koncentrera dig och du gor ditt basta
pa varje uppgift.

Instruktion matematisk problemlosning

Vid andra traffen kommer du fa sitta och jobba med en uppsattning
matematikuppgifter av olika karaktar. Det kommer ocksa finnas en person
narvarande som kan svara pa fragor. Vissa uppgifter kan vara enkla och vissa kan
vara mycket svara. Men oavsett svarighetsnivan sa kommer ingen ytterligare
information, forutom den information som redan finns i den presenterade uppgiften
att ges. Det ar inte ett prov, men vi vill att du gor ditt basta. Om du ar osiaker pa vad
du ska gora, ar det battre att du forsoker an att du ger upp. Det ar mer vardefullt att
du forsoker an att du far ratt svar. Kann dig inte generad om du misslyckas med vissa
uppgifter. Det kommer inte att pdverka bedomningen som din larare gor for ditt
betyg. Du behover inte ha brattom.

Dina resultat skyddas och kommer att vara kodat under arbetets gang. Du kommer
vara anonym i rapporten.

Ca. 7 dagar efter det andra tillfillet kommer du fa gora om ett nytt antal uppgifter
som ska undersoka om din matematiska problemlosningsforméga har forbattrats och
efter detta tredje tillfalle kommer du fa gora samma sak ytterligare en gang, denna
gang ca. 3 veckor senare. Mellan tillfallena kommer ni inte att jobba med
problemlésningsfragorna, utan atergar till den ordinarie matematikundervisningen.
Det ar viktigt for vart resultat att ni inte pratar med varandra om hur ni gjorde eller
tankte efter traffarna. Ni behover heller inte forbereda er pa nagot sitt infor traffarna,
ni far veta vad som ska goras nar ni ar pa plats.

Nar du genomfort sista matningen far du en biobiljett som ersattning.



Bilaga 2.

Skriftlig information till elever och foraldrar samt medgivandeblankett.

Information i samband med informerat samtycke med forsokspersoner under 15 ar

Du har mojlighet att vara med i ett projekt som vill ta reda pa hur olika
larandesituationer paverkar formagan att 16sa matematiska problem.

Vad innebir det att vara med?

Forst far du genomfora ett kognitivt test som bland annat innefattar att se monster
bland olika figurer. Sedan far du trina pa och lI6sa matematikuppgifter vid separata
traffar. Vid varje traff sparas ditt arbete med matematikuppgifterna hos testledarna,
for att anvanda detta i sin undersokning. Daremot kommer inga enskilda resultat att
publiceras eller ges ut till ndgon annan an dig sjilv, om du vill se ditt resultat.

Hur ofta triffas vi och under hur lang tid?

Vid fyra tillfallen under varterminen kommer vi att traffas och jobba ca 1 timme at
gangen under en mattelektion. Forsta tillfallet, v. 4, far du utfora ett kognitionstest.
De tre foljande tillfallena kommer du enskilt att arbeta med
problemlosningsuppgifter i matematik med penna och papper, vilka kommer ske v. 5,
6 och 9. Da kommer en forsoksledare och eventuellt ndgon liarare finnas med som
stod.

Efter sista triffen far varje elev som genomfort samtliga fyra traffar en
biobiljett som tack for att man deltagit i studien.

Vill du vara med?

Nar du har last igenom informationen om studien och kianner att du fortfarande vill
vara med sa onskar vi att Du och din vardnadshavare fyller i ndsta blad dar ni
samtycker till att delta i studien eller €;j.

Viktigt att veta

Det ar helt frivilligt att delta i studien.

Du kan avbryta din medverkan nar som helst och utan forklaring.

Det finns inga faror med att vara med i studien.

Dina svar och dina resultat kommer bara att anvandas av ansvariga for denna

studie.

e Vid analys av resultaten kommer varje elev representeras av en unik kod, ex.
elev 1, elev 2 osv. for att inte veta vilken elev som utfort vilken losning. Detta ar
for att elever som vill veta sina egna resultat efter studien ska kunna fa ratt
l6sningar.

e Resultatet fran studien kommer att publiceras i en vetenskaplig

examensarbetesrapport, dar kommer inte dina individuella resultat att visas

utan endast gruppens resultat.



e Projektet har genomgatt etiska stillningstaganden enligt de forskningsetiska
principer som rader, vilket forsakrar att eleverna inte kommer att hamna i
klam.

e Huvudansvarig for projektet ar amneslararstudenter Agnes Tornqvist och
Malin Bergenholm vid Institutionen for naturvetenskapernas och
matematikens didaktik, Umed universitet.

Studien ar utformad i enlighet med GDPR

Studien finansieras av LICR-programmet vid Umea universitet.

Har du nagra fragor redan nu eller under studiens gang angdende detta
examensarbete ar du vilkommen att kontakta Agnes Tornqvist 073-815 14 96
eller Malin Bergenholm 072-537 38 38.

Vinliga hilsningar Agnes Tornqvist och Malin Bergenholm



INFORMERAT SAMTYCKE

Datum:

Jag (for och efternamn texXtat) ........cccceecieeeiiieeciieeiie e e

Fodelsedatum (€] fyra SiSta)......cccceeevieeeeiiieiniiieeciie ettt

och min vardnadshavare (for och efternamn teXtat) .......ccccceevvvveveereieeeeeeieeeeeeeeeeeeeeens

har blivit skriftligen informerad om studien ”Att lara matematik via imitativa och
kreativa resonemang: Utfall av olika undervisningsmetoder”

Ringa in 6nskat alternativ:

JA, Jag/vi samtycker till att delta i projektet och kanner till att mitt
deltagande ar helt frivilligt, samt att jag nar som helst och utan narmare forklaring
kan avbryta mitt deltagande.

NEJ, jag vill/far inte delta i projektet.

Limnas in till din matematiklirare senast den 17 januari.



Bilaga 3.
Traningsmaterial for CMR.
Kod:

Fraga 1.

Anna sparar pengar i sin spargris. I borjan av varje manad lagger hon i 5 kronor. Hon
borjar i januari.

Hur mycket pengar har Anna i spargrisen i slutet av
a.) november det forsta aret?

Svar:

b.) mars det tredje aret?

Svar:

Fraga 2.
Begransningsytan ar den sammanlagda arean av ett foremals alla ytor.

Berikna begransningsytan av figuren.

5dm
5dm
2dm
2dm
Svar:
Fraga 3.

En triangel har vinklarna 37° och 83°. Beridkna den markerade yttervinkeln, V.

83°

37°

Vinkelsumman i en triangel ar 180°.

Svar:

Fraga 4.

En parallellogram ar en fyrhorning (de heldragna linjerna), med héjden h och
sidorna a och b. Sidorna a ar parallella med varandra och sidorna b ar parallella med
varandra.



-

Berikna parallellogrammens areaoma=3cm,b =7cmochh =2 cm.

Svar:

Fraga 5.

a.) Under en resa fick personerna som var med pa resan chans att f6lja med péa tva
utflykter. Alla valde att f6lja med pa minst en utflykt och 10 personer f6ljde med pa
béada. Totalt foljde 24 personer med pa forsta utflykten och 15 personer foljde med pa
andra utflykten.

Hur manga personer var med pa resan?

Svar:

b.) Vid en liten sjo finns olika sorters djur. Vissa kan bara leva pa land, nagra kan
bara leva i vatten medan en del kan leva bade pa land och i vatten. 18 st djur kan leva
béde i vatten och pa land. Totalt kan 23 st djur leva pa land och 51 st i vatten.

Hur ménga djur finns totalt vid sjon?

Svar:

Fraga 6.
Nar Mohammed akte taxi fick han betala en fast framkorningsavgift pa 150 kr samt
23 kr for varje kilometer han dkte. Han akte 16 km.

Hur mycket kostade taxiresan?

Svar:

Fraga 7.

Potenser anvands for att skriva upprepade multiplikationer. En potens betyder att du
multiplicerar basen med sig sjalv s manga ganger som exponenten visar. Ett
exempel pa potens ar 43dér basen ar 4 och exponenten ar 3. Potensen 43berdknas
som 4-4-4 = 64.



Forenkla till en enda potens

a.) (2%)3(svara i basen 2)

Svar:

b.) (11" (svara ibasen 11)

Svar:

Fraga 8.
Ett parallelltrapets ar en fyrhorning (de heldragna linjerna) med hojden h, dar tva
sidor, a och b i figuren, ar parallella.

Berikna arean av parallelltrapetsetom a =6 cm, b =9 cm och h = 4 cm.

Svar:




Bilaga 4.

Traningsmaterial for AR.

Kod:
Fraga 1.

Anna sparar pengar i sin spargris. I borjan av varje manad lagger hon i 5 kronor.
Hon borjar i januari.

Den summa pengar, Y som Anna har i spargrisen varje manad kan beskrivas med
formeln Y = 5-n, dar n ar antalet manader fran start.

Ex. Hur mycket pengar har Anna i spargrisen i slutet av september det forsta aret?
n = 9 (september ar nio manader fran start).

Y=5-9=45kr

Hur mycket pengar har Anna i spargrisen i slutet av
a.) november det forsta aret?

Svar:

b.) juni det andra aret?

Svar:

c.) mars det tredje aret?

Svar:




Fraga 2.

Begransningsytan ar den sammanlagda arean av ett foremals alla ytor.

Begransningsytan, Y for en ldda med kvadratisk botten beriaknas med formeln:
Y = 2-a2 + 4-a-b.

Ex. Berdkna ladans begransningsyta om a = 10 cm och b = 11 cm.

a

Y = 2-102cm + 4-10cm-11cm = 200cm?2 + 440cm?2 = 640 cm?2.

Berikna begransningsytan av figurerna nedan.

a.) b.)
5dm
5dm 6cm
6cm
2 dm 1cm
2dm 1cm
Svar:
Svar:
5cm 3dm
5cm 3dm
4cm 3dm
4cm
3dm
c.) d.)
Svar:

Svar:




Fraga 3.

En triangels yttervinkel kan berdknas enligt sambandet V = A + B.

Ex. Om A =20° och B=80°s3a arV =20° + 80° = 100°

Vinkelsumman i en triangel ar 180°.

Berikna den markerade yttervinkeln, V i figurerna nedan.

a.) b.)
83° 55°
\Y;
37° 75° Vv
Svar:
Svar:
c.) d.)
54 60°
\
35 85° \/

Svar:
Svar:




Fraga 4.

En parallellogram ar en fyrhorning (de heldragna linjerna), med héjden h och
sidorna a och b. Sidorna a ar parallella med varandra och sidorna b ar parallella
med varandra.

Parallellogrammens area, A beraknas med formeln: A = b-h

Ex.Oma=5cm,b=10cmochh=3cmsiérA=10-3 =30 cm?

Berikna parallellogrammens area om
a)a=3cm,b=7cmochh=2cm.

Svar:

b.)a=4cm,b=3cmochh=3cm.

Svar:

c)a=6cm,b=8cmochh=5cm.

Svar:

d)a=8cm,b=12cmochh=5cm.

Svar:




Fraga 5.

Ex. Under en friluftsdag fick man chans att vilja mellan pulkadkning och pimpling.
Alla elever valde att vara med pa minst en aktivitet och 13 elever var med pa bada
aktiviteter. Totalt dkte 24 elever pulka och 47 elever pimplade.

Hur manga elever var med under friluftsdagen?
Losning:
A= Antal som aker pulka

B= Antal som pimplar
C= Antal som gor bada aktiviteter

Totalt antal elever = A + B-C =24 + 47-13 = 58 st.

a.) I en klass sportar de flesta eleverna. De som sportar spelar antingen innebandy,
handboll eller bada sporterna. 10 elever spelar bade innebandy och handboll. Totalt
spelar 17 elever innebandy och 18 elever spelar handboll.

Hur ménga elever sportar?

Svar:

b.) Under en resa fick personerna som var med pa resan chans att folja med pa tva
utflykter. Alla valde att f6lja med pa minst en utflykt och 10 personer f6ljde med pa
béada. Totalt foljde 24 personer med pa forsta utflykten och 15 personer foljde med pa
andra utflykten.

Hur ménga personer var med pa resan?

Svar:

c¢.) Vid en liten sj6 finns olika sorters djur. Vissa kan bara leva pa land, nigra kan
bara leva i vatten medan en del kan leva bade pa land och i vatten. 18 st djur kan leva
béde i vatten och pa land. Totalt kan 23 st djur leva pa land och 51 st i vatten.

Hur ménga djur finns totalt vid sjon?

Svar:




Fraga 6.

Kostnaden for att hyra en slapvagn bestar av en fast avgift, foch en avgift, a per
timme. Kostnaden, K kan beriaknas med formeln: K = f + ax, dar x ar antalet
timmar.

Ex. Om f = 50,a = 15 och dr x =5, s ar K = 50 + 15-5 =125 kr.

a.) Nar Mohammed akte taxi fick han betala en fast framkorningsavgift pa 150 kr
samt 23 kr for varje kilometer han dkte. Han akte 16 km.

Hur mycket kostade taxiresan?

Svar:

b.) Nir Lea hyrde en snoskoter fick hon betala en fast avgift pa 300 kr samt 30 kr for
varje kilometer hon dkte. Hon dkte 25 km.

Hur mycket kostade skoterturen?

Svar:

c.) Nar Cho skulle tvatta bilen i en “Tvitta sjalv-hall” fick han betala en fast avgift pa
225 kr, samt 75 kr for varje halvtimme han anvande tvatthallen. Det tog tva timmar
att tvatta bilen.

Hur mycket fick han betala for att tvitta bilen i tvatthallen?

Svar:

d.) Nar Amira hyrde en cykel fick hon betala en fast avgift pa 50 kr samt 9o kr for
varje timme hon hyrde cykeln. Hon hyrde den i 4 timmar.

Hur mycket kostade hyran av cykeln?

Svar:




Fraga 7.

Potenser anvinds for att skriva upprepade multiplikationer. En potens betyder att du
multiplicerar basen med sig sjalv s manga ganger som exponenten visar. Ett
exempel pa potens ar 43dar basen ar 4 och exponenten ar 3. Potensen 43beridknas

som 4-4:4 = 64.

Vid forenkling av “potens av potens” multipliceras exponenterna. (a™)"= a™™"
& (52)3= 52~3= 56

Forenkla till en enda potens
a.) (2%)3 (svaraibasen 2)

Svar:

b.) (4%)? (svaraibasen 4)

Svar:

c.) (1111 (svara i basen 11)

Svar:

d.) (1?*)2 (svaraibasen 1)

Svar:




Fraga 8.

Ett parallelltrapets ar en fyrhorning (de heldragna linjerna) med hojden h, dar tva
sidor, a och b i figuren, ar parallella.

. h-(a +b)
Arean, A av parallelltrapetset beraknas med formeln: A = —
- 3-(2+4)
Ex.Oma=2cm,b=4cmochh=3cmsddrA=———"—=9cm?2

Beridkna arean av parallelltrapetset om
a)a=6cm,b=9cmochh=4cm.

Svar:

b.)a=5cm,b=7cmochh=3cm.

Svar:

c)a=3cm,b=7cmochh=2cm.

Svar:

d.)a=4cm,b=6cmochh=4cm.

Svar:




Bilaga 5.

Material for testtillfalle for bada grupper AR och CMR.

Kod:

Fraga 1.

Anna sparar pengar i sin spargris. I borjan av varje manad lagger hon i 5 kronor. Hon
borjar i januari.

Hur mycket pengar har Anna i spargrisen i slutet av
a.) augusti det forsta aret?

Svar:

b.) september det andra aret?

Svar:

Fraga 2.
Begransningsytan ar den sammanlagda arean av ett foremals alla ytor.

Berikna begransningsytan av figuren.

5
5
3
3
Svar:
Fraga 3.

En triangel har vinklarna 42° och 93°. Berikna den markerade yttervinkeln, V.
93°

42°

Vinkelsumman i en triangel ar 180°.

Svar:

Fraga 4.

En parallellogram ar en fyrhorning (de heldragna linjerna), med héjden h och



sidorna a och b. Sidorna a ar parallella med varandra och sidorna b ar parallella med
varandra.

Berikna parallellogrammens areaom a =5cm,b =12cm och h = 3 cm.

Svar:

Fraga 5.

a.) Under en resa fick personerna som var med pa resan chans att f6lja med pa tva
utflykter. Alla valde att f6lja med pa minst en utflykt och 13 personer foljde med pa
béada. Totalt foljde 35 personer med pé forsta utflykten och 26 personer f6ljde med pa
andra utflykten.

Hur ménga personer var med pa resan?

Svar:

b.) Vid en liten sjo finns olika sorters djur. Vissa kan bara leva pa land, nagra kan
bara leva i vatten medan en del kan leva bade pa land och i vatten. 17 st djur kan leva
béde i vatten och pé land. Totalt kan 28 st djur leva pa land och 61 st i vatten.

Hur ménga djur finns totalt vid sjon?

Svar:

Fraga 6.
Nar Mohammed akte taxi fick han betala en fast framkorningsavgift pa 125 kr samt
24 kr for varje kilometer han dkte. Han akte 17 km.

Hur mycket kostade taxiresan?

Svar:

Fraga 7.

Potenser anvands for att skriva upprepade multiplikationer. En potens betyder att du
multiplicerar basen med sig sjilv s manga ganger som exponenten visar. Ett
exempel pa potens ar 43dér basen ar 4 och exponenten ar 3. Potensen 43berdknas
som 4-4-4 = 64.



Forenkla till en enda potens

a.) (2%)%(svara i basen 2)

Svar:

b.) (9*)7(svara i basen 9)

Svar:

Fraga 8.
Ett parallelltrapets ar en fyrhorning (de heldragna linjerna) med héjden h, dar tva
sidor, a och b i figuren, ar parallella.

Beridkna arean av parallelltrapetsetom a =7cm, b =12 ecm och h = 5 em.

Svar:




Bilaga 6.

Bedomningsmatris for vad som bedomdes som en A, algoritmisk 16sningsmetod och C, kreativ 16sningsmetod pé

varje friga for AR.

Fraga/bedomni
ng

A

C

1

Y=5xn

Upprepad addition.
Anvind sig av svaret fran a)
och adderat till det som
saknas.

Blandat multiplikation och
addition.

Y=2x(a"2)+4xaxb

Eleven visar inte tydligt att
hen har anvint sig av given
metod, t.ex. inte skriver a*2.

V=A+B

Eleven raknar forst ut tredje
vinkeln for att med hjalp av
den rakna ut vinkeln V.

Totala antalet elever=A+B-C
Eller gjort det i tva steg
A+B=X och X-C= totala

antalet elever

A-C=X, B-C=Y, X+Y+C=totala
antalet elever
A-C=X, B+X=totala antalet
elever

(a”m)”"n=a”"(mxn)

Skriver ut vad (a”"m)”n
betyder och darifran ser
sambandet mellan
exponenterna

h-(a +b
a- et

Réaknar ut det som tva
trianglar.

Réaknar ut hur mycket langre b
ar an a och darifran raknar ut
den lilla extra biten utover
axh.




