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Abstract

This thesis reports the results from a study focused on the objects of learning. The aim is
to analyse and describe how objects of learning are handled in three learning studies.
The first question concerns how different aspects of learning is carried out in terms of
the intended, enacted and lived objects of learning and their interrelations. The second
question concerns the differences and similarities between an object of learning and a
learning objective.

The theoretical framework for the analysis of this study as well as for the planning
instructions is variation theory. The theoretical assumption is that learning is always the
learning of something, so as the ability to learn presupposes an experience of variation.
Thus, the learner must discern variation in a dimension that corresponds to that aspect
in spite of the background of invariance in other aspects of what is to be learned (i.e.
the object of learning). In a classroom discourse, the teachers” as well as the students’
activities constitute the space of learning, which refers to the learning opportunities the
students are given, i.e. the enacted object of learning. The intentional object of learning
describes the teachers’ intention with the lesson. The lived object of learning is what
they actually learn. The object of learning is the compound of two aspects: the direct
and the indirect object of learning. The former is defined in terms of content whereas
the latter refers to the kind of capability that the students are supposed to develop.

The method used is learning study, which can be seen as a hybrid between a design
experiment and lesson study. A learning study is theoretically grounded which prima-
ry focus is on an object of learning. Here, the teachers and the researcher worked to-
gether and had equal status in the group. The objects of learning were chosen by the
teachers.

The findings should be seen as implications on students’ learning can be understood,
depending on how an object of learning is constituted by a teacher in terms of the in-
tended, enacted and lived objects of learning. Another finding is a contribution to the
discussion of how teachers’ competences should be constituted.

Keywords: Teaching, learning, variation theory, object of learning, learning objective,
learning study, lesson study.






FORORD

Det dr med stor vinda med dven glidje jag skickar ivig denna text till
tryckeriet. Nir jag skriver dessa sista rader och ser tillbaka pé arbetet kan
jag se att skriva en avhandling f6r mig ménga ginger varit som att dka
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bergochdalbana. En spinnande och rolig resa med minga “ups and
downs”. Det borjade pirrigt. Jag minns hur jag tillsammans med Laila
Gustavsson stod i kon och vintade pa att fa dka med. Atminstone var jag
6vertygad om att vi skulle fa hoppa p4, jag visste bara inte hur fort kén
rorde pa sig. Antligen var det dags, sakta borjade vagnen rulla mot okint
mil och utan vetskap om vad som vintade 6ver krénet. Jag var i varje fall
i gott sillskap. Alla NaPA-doktorander satt redan vil fastspinda och var
en bit pa vig. Alla handledare var ocksa dir for att ge en hjilpande hand.
Tack alla handledare och doktorander som funnit med och dirmed ocksa
givit mig moijlighet att fi ta del av era synpunkter, bide gillande min
egen som andras texter. Ett sirskilt tack till Elisabeth Wallmark, som
ibland féreviga oss pa bild, och som alldeles utmirkt sett till allt det
praktiska vid véra internat, savil inrikes som utrikes. Aven P-O Erixon
vill jag rikta ett tack till f6r att du uppmuntrat under resans ging;

Under hela resan har jag haft f{érmanen att dela resan med mina bada
handledare, Mona Holmqvist och Ference Marton.

Tack Mona fér du under resans ging tilmodigt granskat och givit
virdefulla kommentarer pa det manuskript som nu blivit tll en
avhandling. Genom din f6érsorg har jag dven fitt mojlighet att presentera
mina resultat pa konferenser runt om i vérlden.

Ference, din férmdga att utmana mitt tinkande och problematisera
mina texter har varit ovirderlig f6r mig. Ditt sdtt att inspirera har hjilpt
mig uppfér manga branta backar.

Angelica Kullberg, Tuula Maunula och Ulla Runesson har dven de
funnits med under resans ging. Tillsammans med mina handledare ingick
vi 1 samma projekt “Larandets pedagogik™ och i denna vagn har det varit
minga och givande variationsteoretiska diskussioner. Tack Ulla for att du
trots en tung arbetsbérda gjorde en noggrann genomldsning av



manuskriptet till mitt slutseminarium. Dina kloka synpunkter hjilpte till
att ge texten ett lyft.

Ett varm och innerligt tack riktas till de modiga ldrare och elever som
valde att lata mig aka med i deras vagn. Ni var helt fantastiska att arbeta
tillsammans med.

Manga ir de kolleger frin Hégskolan Kristianstad, Malmé Hdégskola
och Hogskolan Bords som vid olika tillfillen hoppat av och pd. Att
nimna alla vid namn dr oméjligt men jag hoppas ni vet vilka jag avser.

Laila Gustavsson, min vin och kollega som funnits vid min sida
under hela denna resa. Du har stéttat mig 1 uppférsbackar och delat
glidjen med mig i alla nerférsbackar, minga hjirtliga skratt och tramsiga
fnitter har férekommit under dren som gatt. Tack f6r din vinskap som
dven innefattar din hérliga familj.

Jag vill 4ven tacka alla mina ndra vinner som tilmodigt finns kvar i
min nirhet trots min stindiga frinvaro. Att ni inte hoppat av gér mig
varm 1 hjirtat.

Ett speciellt tack till svirmor, Gulli Hansson som vid mdnga tillfillen
ryckt ut och hidmtat vira barn. Mina férildrar, Inger och Bengt
Arvidsson har dven de vid otaliga ganger bistitt med barnpassning. De
har dven givit mig mod och styrka att Sverhuvudtaget viga hoppa pa
denna bergochdalbana. Aven min storasyster Christel Tykesson har haft
stor del 1 min “ouppfostran”. Utan er kirlek och omsorg vore jag inte
den jag ir.

Sist vill jag tacka min dlskade familj. Mina underbara barn Olivia,
Arvid, Adam och Vilma f6r att ni sd distinkt dragit i n6dbromsen och
hjilpt mig tillbaka till vardagen. Ni har si tydligt visat vad som ir
viktigast 1 livet och hjilp mig att inse nér det dr dags att ta en paus frin
datorn. Per, du har under resans gang hela tiden stéttat och uppmuntrat
och givit mig den kirlek jag behovt f6r att ro denna resa i hamn. Jag
dlskar er!

Reslov i november 2009
Anna Wernberg
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INLEDNING

Nir svenska elevers prestationer i matematik férefaller bli simre istillet
tor bittre hivdar skolministern Jan Bjoérklund bland andra, att ett bot-
medel vore inférande av tydliga och mitbara kunskapsmal i svenska och
matematik. Bjorklund (2008) menar att det behdvs tydligare mal for att
utbildningen skall bli likvirdig oavsett skola eleven gar i. ?Om vi ska héja
resultaten i den svenska skolan krivs tydligare och tidigare kunskaps-
krav” (s. 1). Dessa kunskapskrav ska enligt Bj6érklund (20006) inte ge stort
tolkningsutrymme till liraren. Stenhouse (1975) hivdar, 4 andra sidan, att
en liroplan borde vara ndgot som ldrarna “dger” och utvecklar. I have
identified a curriculum as a particular form of specification about the
practice of teaching and not as a package of materials or a syllabus of
ground to be covered” (s. 142). Stenhouse menar att kunskapsmal
(behavioral objectives) som beskrivs pa en nationell niva inte kan finga
den komplexitet som existerar i skolan nir det kommer ner till de villkor
och realisering av mal i olika klassrum. Detta pa grund av att kunskaps-
mal dr ett normativt stillningstagande om vad en elev forvintas
behidrska. For att fa reda pa vad som hinder i klassrummet och vilken
effekt detta fir pd elevernas lirande, maste ldrarna sjilva uppticka
férhallandet mellan undervisning och elevers lirande. P4 sa sitt skiljer sig
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kunskapsmal fran ett lirandeobjekt. Ldrandeobjektet beskriver vad just de
elever som berérs behéver lira f6r att uppnd en viss kompetens. Det
innebdr att ldrarna studerar ldrande och sin undervisning utifrin
elevernas behov. ”The idea is that of an educational science in which
each classroom is a laboratory, each teacher a member of the scientific
community” (s. 142).

Runessons (1999) analys av vad eleverna 1 fem klassrum ges mojlighet
att lira ndr ett och samma undervisningsinnehdll behandlas belyser
undervisningens komplexitet. Alla fem ldrarna behandlade tal i brak-
respektive procentform, men de dstadkom olika saker. Studiens resultat
visar att dven om lirarna undervisar om samma innehéll och fyra av de
fem ldrarna anvinder samma liromedel, formas skilda lirandeobjekt 1
undervisningen, dven om kunskapsmalet dr samma. Det innehall som
eleverna erbjuds att erfara har si olika beskaffenhet i relation till
elevernas egna behov av lirande att det kan beskrivas som dmnesinnehall
med skilda inneb6rder. P en generell niva kan lirarna sigas vara Gverens
om vad undervisningen syftar till att eleverna skall ldra sig, medan de pa
en annan nivd har olika forestillningar. Léirares behandling av samma
dmnesinnehall 1 férhdllande till kunskapsmal, men dven i férhallande till
vad som planerades och vad eleverna faktiskt lirde sig blir dirmed intres-
sant att nirmare undersdka. Inférandet av vildefinierade allminna mél
kan tolkas som att “lirandets vad” hamnar i centrum, dock utan att
lirarna sjilva behéver engagera sig i dmnesinnehéllets transformation till
lirandeobjekt i férhéllande till den aktuella elevgruppen. Lo och Pong
(2005) menar att man maste se dmnesinnehdllet 1 férhallande till den
aktuella elevgruppen.

One cannot simply make reference to a set of topics or concepts and
their places within the content of structure of an academic discip-
line, such as mathematics. Rather, the rational for learning a certain
concept must be found within the encounters between the learners
and what is to be learnt... For example, instead of taking the
learning of “fractions” as a matter of course in the primary curricu-
lum, we should ask stringent questions about the enabling functions
that learning of fractions bring for the learners (Ibid., s.15).

Detta arbete behandlar lirande i skolan, avgrinsat till en granskning
av vad som ir planerat att eleverna under en lektion skall lira sig, vad
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eleverna har mojlighet att lira sig och vad eleverna faktiskt lirt sig
Marton (1994) och Alexandersson (1994) hivdar att lirare jimforelsevis
sillan har sin uppmirksamhet riktad mot innehallet nir de talar om
undervisningen. Innehallet anses av Marton som grundliggande fo6r vad
eleverna férmodas lira sig, /irandeobjektet, och i denna studie liggs stor
vikt vid hur lirandeobjektet konstitueras i undervisningssituationer.
Lirandeobjektet dr den specifika f6rméga i forhallande till ett innehall,
som ldraren hoppas att eleverna skall utveckla och/eller forstd. ”Learning
is always the learning of something, and we cannot talk about learning
without paying attention to what is being learnt” (Lo & Pong, 2005, s.
14). Ett lirandeobjekt kan vara av olika art. En lirare vill kanske att
eleverna skall utveckla sin féormaga att samarbeta eller halla ett féredrag
infér andra pa engelska. I denna studie ér lirandeobjektet ett specifikt
dmnesinnehall (i matematik). Ett lirandeobjekt skiljer sig frin lirandemal
1 ett viktigt avseende. Medan ett lirandemal ar formodat att 1 forvig vara
faststillt och dr generellt, utvecklas ett lirandeobjekt samtidigt som
lirandet dger rum i en specifik elevgrupp.

I detta arbete studeras lirandeobjektets tre former; det intentionella
(planering), det iscensatta (genomférandet) och det erfarna (resultatet)
under tre “learning studies”. Savil ldrare som forskare har utifrin sina
kompetenser bidragit till genomférandet av det praxisndra forsknings-
projekt som ligger till grund for studien (Holmqvist, 2002). Studiens
utgangspunkt dr att savil lirarens som elevens handlingar konstituerar
det “liranderum” (space of learning) som avgor vad som dr mojligt f6r
eleverna att lira i férhallande till ett avgrinsat lirandeobjekt under en
lektion.

Studien dr dven en delstudie i ett storre forskningsprojekt dir en del i
forskningsprojektet dr av grundforskningskaraktir och som sadant syftar
till att utveckla projektets teoretiska grund, variationsteorin!.

' Val av teori och metod f6r studien var pd férhand beskrivet i
forskningsansékan (Holmqvist, 2002) och kommer mer ingdende att beskrivas i
kapitel 2 och 3.
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UNDERVISNINGENS KVALITET

Arbetet omfattar dmnesinnehdllets behandling 1 klassrummet. I klass-
rumsforskningen foreligger det ett svagt intresse for att studera dmnes-
innehallet (Shulman, 1987; Carlgren & Marton, 2001). Man kan prata om
en erosion av innehdllets behandling i skolan (Marton, 1994). Di
eleverna sjilva férmodas s6ka sin kunskap har ldrarens roll mer och mer
kommit att bli handledande. 1 ljuset av detta riskerar sjilva metodvalet att
hamna i fokus, men anvindandet av ett arrangemang blir endast
meningsfullt i férhallande till ett innehall (Carlgren & Marton, 2001).

Nuthall (2005) belyser hur lirare vid planering och genomférande av
en lektion inte sillan fokuserar aktiviteter som ger direkt respons, pa
bekostnad av elevernas lirande. Lindstrém (2006) menar att den di-
daktiska forskningen pd senare ar har fOrskjutit tyngdpunkten frin
undervisning till lirande. Vidare skriver han att ”vad eleverna lir sig
alltfér ofta dr ndgot annat dn det ldraren avsett, vilket dessutom inte
sillan skiljer sig fran det som hon eller han faktiskt lirt ut” (ibid., s. 11).
Jag menar att undervisningssituationer och lirande vinner pa att granskas
ur ett helhetsperspektiv da dess dr intimt férknippade och paverkar
varandra. Vad som dr méjligt f6r elever att lira under en lektion, maste
relateras till hur eleverna erfar innehallet i lektionen.

Vid en granskning av de stora undersékningar som gjorts bide natio-
nellt: NUO3 (Skolverket, 2004a) och internationellt: TIMSS (Skolverket,
2004c; Skolverket 2008b) och PISA 2006 (Skolverket, 2007) fram-
kommer det att svenska elevers resultat i matematik har forsimrats
relativt det internationella genomsnittet. Dessa studier underséker dven
elevers attityd till 4mnet och vid en granskning av PISA-studien 2000
framkommer att svenska elevers intresse fOr matematik och sjilv-
uppfattning i dmnet, ér ligre in OECD-genomsnittet (Skolverket, 2001).
Senare PISA-undersdkningar (Skolverket, 2004d; Skolverket, 2007), visar
att elevernas sjilvfortroende har 6kat, och dr 6ver OECD-genomsnittet.
Om nu elevernas resultat i matematik har sjunkit samtidigt som deras
uppfattning om sin egen férmdga i dmnet har Okat, kan det vara av
intresse att i kommande studier dven ta i betraktande vad som sker i
klasstummet, men framforallt hur innehéllet i en lektion behandlas.
Mboijligheten finns att de mer generella kunskapsmalen transformeras till
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undervisningsinnehall som inte motsvarar de aktuella elevgruppernas
behov av lirande. I NUO3 (Skolverket, 2004a) beskrivs hur eleverna
upplever att de mestadels arbetar ensamma och i sin egen takt under
lektionerna i matematik. Att arbeta tillsammans eller diskutera med
kamrater intriffar mera sillan. Dirmed bedémer de sin egen férméga
nist intill uteslutande pd sin egen uppfattning av vad man bor kunna,
vilket kan vara en orsak till att de anser den egna férmégan vara god.
Dessutom menar eleverna att det dr viktigt att rdkna alla uppgifterna i
boken, men att de kan ha kommit olika lingt i liromedlet. Detta tolkas
som att den liromedelsberoende undervisningen har Skat (Skolverket,
2004b), vilket dven bekriftas av Bentley (Skolverket, 2008c). Eleverna
arbetar siledes mer sjilvstindigt 1 sin egen takt (“eget arbete”) och
undervisningen 1 helklass har minskat. Ddrmed blir deras méjligheter att
bedéma den egna férmégan i relation till andra elever eller till mer gene-
rella kunskapsmal begrinsad. Eleverna ir 1 sin skolvardag inte med om si
ménga undervisningssituationer med gemensamma diskussioner i hel-
klass eftersom ldrarens roll 4r mer handledande (t.ex. ge instruktionet) 4n
undervisande. Vid en jaimfoérelse av amerikanska och japanska klassrum
(Stigler & Hiebert, 1999), framkom att de amerikanska eleverna
spenderade den mesta delen av tiden med att trina isolerade férmagor,
medan de japanska eleverna arbetade med utmanande problem och
diskuterade matematiska begrepp. 1 de genomférda internationella
undersokningarna (TIMSS) uppvisar de Japanska eleverna ett bittre
resultat jamfort med eleverna i USA.

Gustavsson och Myrberg (2002) har i en genomging av internationell
forskning sirskilt studerat sambandet mellan ekonomiska resurser och
pedagogiska resultat. Deras sammanfattning visar pa ett svagt och inte
sikerstillt samband mellan ekonomiska resurser och pedagogiska
resultat. De uppmirksammade till exempel en utebliven férbittring trots
att de ekonomiska resurserna ¢kade, och den férbittring som pavisades
vid minskning av antalet elever i en klass berodde pa undervisningens
kvalité. Den huvudsakliga skillnad som konstaterades i elevernas resultat
berodde pa lirarnas kompetens (dven Darling-Hammond & Bransford,
2005). Utifran ovanstdende resonemang kan man dra slutsatsen att det
viktigaste fOr lirandets kvalitet 4r undervisningens kvalitet, vilken i sin
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tur beror pa lirarnas kompetens. Kan man da férbittra undervisningens
kvalitet? Marton och Pang (20006) argumenterar fér hur lirare med
utgangspunkt frin variationsteorin (och learning study) kan férbittra
elevernas lirande.

...what students learn in a sequence of lessons is indeed a function
of the pattern of wvariation and invariance constituted in that
sequence. All teachers make use of variation and invariance in their
teaching, but this study shows how that teachers informed by a
systematic framework do it more systematically, with striking effects
on their students’ learning (ibid., s. 193).

Barber och Mourshed (2007) undersékte vad de tio linder som
placerat sig bist 1 internationella undersékningar hade gemensamt. I
likhet med Stigler och Hiebert (1999) idr rapportens huvudresultat att
elevernas resultat beror pd undervisningens kvalité liksom ldrarnas
férmaga att undervisa.

UTVECKLING OCH UNDERVISNING

En modell som anvinds fér att utveckla undervisningen och elevers
lirande ér learning study (Marton, 2005). Modellen kan beskrivas som en
hybrid av lesson study si som den karakteriseras av Yoshida (1999) och
Stiegler och Hiebert (1999) samt design experiment si som den
karaktiriseras av Brown (1992) och Collins (1992). Studiens teoretiska
perspektiv, variationsteorin, dr en teori om lirande som har sina rétter i
den fenomenografiska forskningstraditionen (Marton, 1981). Karakte-
ristiskt f6r variationsteorin dr fokus pa lirandeobjekt och hur lirare i
skolan iscensitter detta lirandeobjekt. I Marton och Tsui (2004) exemp-
lifieras hur behandlingen av ett specifikt &mnesinnehdll har betydelse f6r
vad eleverna lir sig. Studierna visar att dven om man som ldrare aldrig
kan garantera att det intentionella lirandet dger rum, bor man arbeta for
att garantera att det dr mojligt fOr eleverna att lira det som varit avsett.
Detta kan tyckas vara ett pA manga sitt sjilvklart resonemang men det
visar att det dr av stor betydelse hur ldraren strukturerar lektions-
innehallet for att mojliggdra for eleverna att urskilja kritiska aspekter, det
vill siga det som avgér om den lirande kan forstd innehiéllet eller inte. 1
en learning study studeras forstielsen av avsiktligt ldrande 1 relation till
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det eller de sitt som liraren under en lektion méjliggdr f6r eleverna att
urskilja kritiska aspekter i lirandeobjektet.

SYFTE, FRAGESTALLNING OCH AVGRANSNINGAR

Tidigare ovan redovisade studier i matematik tyder pd att svenska elevers
kunskap i dmnet har sjunkit, samtidigt som undervisningen till storsta
delen styrs av liromedel och att eleverna under &vervigande delen av
lektionerna jobbar sjilvstindigt med fa genomgangar i helklass. A andra
sidan finns det studier vars resultat visar att den stdrsta betydelsen for
elevers lirande, dr undervisningens kvalité. Syffer med denna under-
sOkning 4r att utifrdn ett variationsteoretiskt perspektiv studera hur
lirandeobjektet behandlas under 3 learning studies. Analys och be-
skrivning gors utifrdn ett variationsteoretiskt perspektiv pa lirande och
beskrivs i forhallande till det sdtt varpa lirandeobjektet gestaltas. De
forskningsfrigor som arbetet belyser at:

e Hur lirandeobjektets olika framtridelseformer (intentionellt,
iscensatt och erfaret lirandeobjekt) gestaltas samt relationen
mellan dessa?

e  Vad dr lirandeobjektet jamfort med lirandemal?

Det empiriska materialet till denna studie samlades in i ett forsknings-
projekt dir en grupp forskare och lirare deltog (Holmgqvist, 2002).
Under den forsta datainsamlingsperioden i forskningsprojektet innehade
jag en anstillning som projektassistent (40 %), vilket innebar administra-
tivt ansvar for datainsamlingen i skoldimnet matematik och dessutom
delaktighet i samtalen med ldrare och forskare. Deltagandet 6kade efter
drygt ett halvir da jag antogs som doktorand (80 %) i den Nationella
Forskarskolan i Pedagogiskt arbete (NaPA).

Studierna genomfordes i drskurs 3 och 4 i skolimnet matematik och
hanterades inom ramen for en lektion per elevgrupp, det vill sdga tre
lektioner per cykel, totalt nio lektioner.

I texten nedan talas ibland om ”forskaren” och ibland om
“forskarna”. I ”forskarna” inkluderas de forskare som ingick 1 projektet.
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Beteckningen forskare” kan ha olika inneb&rder och i texten har jag valt
att kalla mig sjilv for forskare F1, trots att rollen i projektet férdndrades
fran assistent i den fOrsta studien till doktorand 1 de tva avslutande
studierna. Forskare F2, dven projektledare i projektet, och forskare F3
nidmns vid de tillfillen de varit delaktiga.

Att larande sker stindigt, bade 1 och utanfor skolan dr inget nytt. Det
lirande som studeras i detta arbete har avgrinsats till att enbart studera
det lirande som sker i skolan, avgrinsat till specifika lirandeobjekt. Aven
om bade kontext och undervisningsmetoder dr viktiga for att forsta
skolans praktik dr fokus i denna avhandling avgrinsat till behandlingen
av lirandets innehdll. Faktorer som till exempel socioekonomiska forut-
sittningar, genusperspektiv med mera fokuseras inte heller. Istillet riktas
intresset mot det intentionella lirande som 4ger rum under en begrinsad
lektion. Det idr alltsd elevernas lirande av tre specifika lirandeobjektet
kopplade till skolimnet matematik, som studeras.

AVHANDLINGENS STRUKTUR

Denna avhandling innehaller férutom detta inledande kapitel, ytterligare
sju kapitel. I detta fOrsta kapitel presenteras den bakgrund och det sam-
manhang i vilket studien skall ldsas och forstds. Hir presenteras dven
avhandlingens syfte och fragestillningar. I nista kapitel ges en bakgrund
till studiens teoretiska utgangspunkter och de begrepp som kommer att
anvindas for att kunna analysera och tolka studiens empiriska material. 1
kapitel tre ges en beskrivning av praxisnira klassrumsforskning med
betoning pa learning study. Detta kapitel omfattar dven studiens upp-
liggning och design. Efter detta redovisas studiens resultat i kapitel fyra
till och med kapitel sju. Kapitel fem, sex och sju inleds med en
presentation av ett urval matematikdidaktiska studier som behandlar
samma dmnesinnehdll som den empiriska studien. Direfter dgnas kapitel
atta 4t diskussionen. Dir relateras resultaten till tidigare gjord forskning,
Slutligen foljer ett resonemang om behov och inriktning f6r framtida
forskning inom omridet. Avhandlingen avslutas med en sammanfattning
pa engelska.
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PERSPEKTIV PA LARANDE

Avsikten med detta kapitel dr att presentera studiens forsknings-
perspektiv genom att beskriva dess teoretiska utgangspunkt, variations-
teorin. Studien har en hypotesprévande karaktir. och bygger delvis pa
resultat frin genomfdrda learning studies i Hong Kong (Lo, Pong &
Chik, 2005; Marton & Pang, 2006) dir variationsteorin har prévats som
teoretisk ram.

I enlighet med teorins grundantagande — att man for att f6rsta vad en
sak dr maste se hur den skiljer sig frin andra saker — kommer det
variationsteoretiska perspektivet att fortydligas genom en kontrast med
tva andra nirliggande och aktuella perspektiv i forskningen om lirande
inom matematikdmnet.

VARIATIONSTEORI OCH FENOMENOGRAFI

Variationsteoroin, som detta arbete baseras pa, dr en teori om ldrande
som har sina rétter 1 den fenomenografiska forskningsansatsen (Marton,
Dabhlgren, Svensson & Silj6, 1977; Marton, 1981).

Fenomenografi dr en kvalitativt inriktad empirisk ansats som vuxit
fram vid institutionen fér pedagogik vid G6teborgs universitet. Den har
sin grund i ett intresse att beskriva pa vilket sitt minniskor erfar
fenomen i virlden och att avticka och beskriva variationer i det
avseendet, framforallt i ett pedagogiskt sammanhang (Marton & Booth,
1997). Huvudsyftet i den fenomenografiska ansatsen 4r att beskriva
variation 1 hur ett avgrinsat fenomen eller objekt i omvirlden uppfattas
av minniskor. Den fenomenografiska forskningens syfte dr att beskriva
olika sitt att erfara ett fenomen och forskningens objekt dr responden-
ternas kvalitativt skilda sitt att uttrycka detta erfarande av detta fenomen.
Alexandersson (1998) anger att en fenomenografisk studie arbetar med
att ’s6ka variationer och vill beskriva hur erhallna beskrivningskategorier
hinger samman” (s. 47). Dessa beskrivningskategorier dr alltid begrin-
sade 1 antal. En i dessa sammanhang ofta refererad studie dr Siljos
(1982). Han ldt ett antal hogskolestudenter lidsa igenom en text och
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frigade dem sedan vad texten handlade om. Trots att studenterna list
samma text, fann han att de uppfattat den olika. En uppfattning var att
texten handlade om perspektiv pa lirande. Dessa studenter dterspeglade
texten i sekvenser utan ndgon inbordes relation. Ett annat sitt att forstd
texten var att den behandlade olika inldrningsformer. Dessa studenter
uppfattade att det fanns ett Gvergripande tema som band samman
textens olika delar. Siljé sig att dessa studenter visade att de bittre
férstod textens Overgripande syfte i jimforelse med de studenter som
forstod texten sekventiellt.

Ett annat ett exempel som beskrivs av Marton, Runesson och Tsui
(2004) ir hur elever erfar ett matematiskt problem. 7-driga elever fick i
uppgift att rikna ut en benimnd uppgift:

Exempel 1.

Du hade inte mycket pengar nir du gick till skolan idag. Adam gav
dig 4 kronor som han hade linat av dig dagen innan. Tillsammans
med pengarna du redan hade, och de du fatt av Adam, kunde du
képa dig ett chokladpédskigg f6r 7 kronor. Hur mycket pengar hade
du nir du gick till skolan?

Vissa elever 16ste uppgiften oproblematiskt, medan andra hade svirt
att 16sa den. De elever som inte hade nigra svirigheter med att 16sa
uppgiften beskrev till exempel hur de hade 7 kronor tillsammans och att
de hade fitt 4 av dessa kronor av Adam. De tog bort 4 kronor frin 7
kronor och fick da svaret 3 kronor. Vissa sdg det som en del-helhet och
visste att 3 och 4 dr en del av helheten 7. De elever som hade problem
sidg ddremot uppgiften som en addition. De hade ndgra kronor, fick 4 till,
vilket tillsammans blev 7. Sedan visste de inte hur de skulle komma
vidare. De visste inte vad de skulle ligga till 4 f6r att det skulle fa 7. De
sdg inte att 7 kan delas upp 1 3 och 4. Eleverna uttrycker sin forstdelse av
problemet pa skilda sitt, och ddrfér kan man rimligtvis anta att de har
erfarit problemet pa olika sitt. Problemet dr alltsd inte hur man utfér
sjdlva rikneoperationen, utan snarare hur man ser och forstar problemet.
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Med utgangspunkt i ovan beskrivna exempel dr det forstdeligt att 1 en
elevgrupp forstir de enskilda eleverna ett undervisningsinnehdll pa olika
Satt.

Inom fenomenografisk forskning dr intresset riktat mot vad den
lirande uppfattar av ett lirandeinnehall eller fenomen, till skillnad fran
hur (metoden) detta sker och mingden (kvantiteten) som ldrs. Man
menar att minniskans aktivitet stir i ett beroendeférhallande till det
kunskapsobjekt som aktiviteten riktas mot och att allt lirande 4r en
forindring 1 relationen mellan minniskan och hennes omvirld. Denna
relation forindras allt eftersom situation och sammanhang féridndras,
vilket medf6r att uppfattningar av en fOreteelse i omvitlden inte dr
konstant utan kan férdndras Gver tid (Alexandersson, 1994).

Inom fenomenografiskt inriktad forskning beskrivs manniskors
kvalitativt olika sitt att erfara fenomen i1 omvirlden. Variationsteorin har
utvecklats ur fenomenografin till att dven ha som mal att utveckla
lirandet (Marton & Booth, 1997). En fenomenografiskt inriktad
undersokning har fokus pé att underséka den variation av uppfattningar
som till exempel elever har av ett visst avgrinsat lirandeobjekt, medan en
variationsteoretisk undersdkning dven intresserar sig for vad som dr
moijligt for eleven att urskilja om lirandeobjektet i en undervisnings-
situation. Utvecklandet av variationsteorin implicerar ett skifte frin
fenomenografins studier av variation i sitt att erfara nagot, till studier av
hur urskiljandet av kritiska aspekter av ett lirandeobjekt beror av erfaran-
det av variation 1 dessa aspekter (Pang, 2003).

FORSTA OCH ANDRA ORDNINGENS PERSPEKTIV

Fenomenografin och variationsteorin skiljer pd forsta och andra
ordningens perspektiv. Forsta ordningens perspektiv innebdr att man
som forskare beskriver olika aspekter av det avgridnsade objektet som
man ir intresserad av, medan andra ordningens perspektiv innebdr att
man som forskare beskriver hur andra personer erfar olika aspekter av
samma avgrinsade objekt (Marton, 1981). Lat oss atervinda till ett mate-
matiskt exempel. Eleverna skall rita ett diagram som visar hastigheten pa
en cyklist som cyklar uppfor en kulle och sedan ner igen. P4 vigen upp
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tappar cyklisten hastighet, medan den éterigen Okar i nerfSrsbacken.
Anta att en elev ritar ett felaktigt diagram, se figur 1 nedan.

Hastighet

Figur 1. Ett icke korrekt diagram med hastighet som funktion av tiden f6r en cyklist som cyklar 6ver

en kulle

I ett forsta ordningens perspektiv kan man bedéma detta pastidende
mot bakgrund av vad som faktiskt 4t korrekt relaterat till matematiska
regler och konstatera att svaret inte Overensstimmer med verkligheten.
Ser vi samma svar i ett andra ordningens perspektiv, det vill sdga med
fokus mot att beskriva den svarandes uppfattning av fenomenet, skulle vi
istallet frdga eleven hur han tinkte nir han kom fram till detta svar. Om
det var en ldrsituation, skulle ldraren troligen komma fram till att eleven
intar ett perspektiv som gor att han tolkar problemet ikoniskt (Berg &
Smith, 1994, Aberg—Bengtsson, 1998), det vill sdga som en bild, snarare
in matematiskt. Ett korrekt diagram skulle se ut som figur 2.

Hastighet

Tid

Figur 2. Ett korrekt diagram med hastighet som funktion av tiden for en cyklist som cyklar 6ver en
kulle

24



Det finns redan flera genomférda klassrumsstudier som haft en
variationsteoretisk utgdngspunkt. Runesson (1999) studerar de skilda sitt
varpa lirare behandlar ett visst undervisningsinnehall. Det dr saledes vare
sig ldrares eller elevers fOrstielse utav detta dmnesinnehdll som
behandlas, utan hur detta innehdll kommuniceras med eleverna.
Runesson for ingen diskussion kring vilket av dessa perspektiv hon
tillimpar. Rovio-Johansson (1999) studerar studenters uppfattning av ett
dmnesinnehall, och sdger sig utgd frin ett forsta ordningens perspektiv
vid analys av ldrarnas sitt att hantera lirandeobjektet, och ett andra ord-
ningens perspektiv vid analys av studenternas upplevda erfarenhet.
Emanuelssons studie (2001) beskriver hur lirare med hjilp av sina fragor
skapar moijlighet for sig sjilva att se vad eleverna verkat forsta. Detta
innebdr att Emanuelsson stiller fragan vad lirarna kan se nir de férsoker
se vad eleverna ser (dvs. om ldrarna ser frin ett andra ordningens
perspektiv). Gustavsson (2008) har genomfért learning studies inom
ramen fér samma forskningsprojekt som detta arbete. Aven om hennes
arbete dirfor har likheter med detta arbete, fors inte nigon diskussion
huruvida hon utgar frin ett forsta eller andra ordningens perspektiv.
Gustavsson har genomfért tre learning studies tillsammans med verk-
samma ldrare. Arbetet har till syfte att undersdka hur lirarna utvecklas
under studiens gang, Hennes primira fokus ligger alltsa i ldrarnas lirande
och detta kan tolkas som att hon har ett andra ordningens perspektiv.
Aven denna studie ir en klassrumsstudie men med bade ett férsta och ett
andra ordningens perspektiv. Studien fokuserar lirandeobjektets behand-
ling fran planering (intentionellt lirandeobjekt) till genomférande (iscen-
satt lirandeobjekt) och utfall i elevers lirande (erfaret lirandeobjekt). Det
iscensatta lirandeobjektet ses ur ett forsta ordningens perspektiv, medan
det intentionella och det erfarna lirandeobjektet ses ur ett andra ordning-
ens perspektiv. Som forskare dr jag intresserad av hur lirandeobjektet ter
sig fOr ldrare och elever och deras forstaelse av lirandeobjektet.

PERSPEKTIV PA LARANDE OCH OMVARLDEN

Variationsteorins ontologiska antagande dr icke-dualistiskt, vilket medfor
att det inte gbrs ndgon skillnad mellan uppfattningen och uppfattningens
innehall, det vill sdga subjekt och objekt dr oskiljbara och hinger
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samman (Marton & Booth, 1997). Med andra ord menar man med
denna utgangspunkt att det existerar en verklighet, men verklighetens
betydelse konstitueras genom hur betraktaren uppfattar den. Detta
innebér till exempel att vixter och djur inte skulle férsvinna om
minskligheten férsvann, men vért sitt att beskriva vixter och djur dr en
beskrivning av hur just vi erfar vixter och djur. Eller som Marton och
Booth (2000) uttrycker det: 7vi kan inte beskriva en virld som dr
oberoende av vara beskrivningar eller av oss som beskriver den. Vi kan
inte skilja den som beskriver frin beskrivningen” (s. 148-149). Detta
medfSr att 1 ett ickedualistiskt perspektiv, dir minniska och virld ér
internt relaterade till varandra, betraktas virlden som en del av sjilva
erfarandet (Emanuelsson, 2001). I studier dir man studerar elevernas (A)
och lirarnas (B) uppfattning av lirandeobjektet och de antagandena (C)
lirare har om elevernas uppfattning av lirandeobjektet, agerar alla i
férhallande till samma lirandeobjekt och dr dirmed internt relaterade till
detta lirandeobjekt. Diremot sdger det inget om hur man uppfattar
lirandeobjektet. Alla kan uppfatta lirandeobjektet pd olika sitt. Utifran
en ickedualistisk utgangspunkt forstis lirandeobjektets behandling av
hur lirare och elever uppfattar lirandeobjektet. Vi dr med andra ord
internt kopplade till samma objekt, men kan f6rstd det pa olika sitt.

CENTRALA BEGREPP INOM VARIATIONSTEORIN

De begrepp som behandlas inom variationsteorin kan enligt Marton och
Pang (2000) beskrivas utifrin tidigare forskning om urskiljning (Gibson
& Gibson, 1955), simultanitet och variation (Bransford, Brown, &
Cocking, 2000; Bransford & Schwartz, 1999). Ett variationsteoretiskt
antagande bygger pé att lirandet ses som férdndringar 1 sittet att erfara
var omvirld (att se med nya 6gon) vilket férutsitter en erfaren variation
(Marton & Tsui, 2004).

To discern an aspect, the learner must experience potential
alternatives, that is, variation in a dimension corresponding to that
aspect, against the background of invariance in other aspects of the
same object of learning, (One could not discern the color of things,
for instance, if there was only one color.) (Marton & Pang, 2000, s.
193)
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I en lirandesituation kan det vara svirt for eleverna att lira nigot
utan variation (Donovan, Bransford & Pellegrino, 2000).

\
51 (\

Figur 3. Tva likformiga trianglar

Tink dig att en grupp elever skall utveckla en fOrstielse for
likformighet i trianglar, till exempel att motsvarande vinklar dr lika stora
eller att férhallandet mellan motsvarande sidor ér lika. Om alla exempel
de moéter 1 undervisningen ser ut som de tva trianglarna i figur 3, dr det
troligtvis svart for eleverna da de stills infér en ny situation att urskilja
att dven de tvd trianglarna i figur 4 dr likformiga.

Figur 4. Tva likformiga trianglar
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Om eleverna inte tidigare har erfarit variation av trianglar roterade 1
planet som dven de dr likformiga, har de inte givits méjlighet att urskilja
kritiska aspekter for likformighet. Ytterligare en aspekt dr urskiljandet av
likformighet i trianglar i férhéllande till andra geometriska figurer, till
exempel rektanglar. I en rektangel 4r det inte en tillrdcklig kunskap att
kinna till att motsvarande vinklar dr lika stora, utan man mdste dven
kinna till att férhdllandet mellan olika strickor dr lika.

Om elever i matematik trdnar pd samma slags uppgift men med olika
tal, 4r det i enlighet med variationsteorin snarare en reproduktion som
erbjuds eleverna, istillet f6r en férméga att hantera nya problem. I ett
prov bestiende av liknande uppgifter, till exempel 3 +4 = _ och
542 =_ vet eleven troligtvis hur den skall 16sa uppgiften. Om upp-
giften ser annorlunda ut, till exempel 3+ _ =7 och _+2 =7 kan
cleven ha svart att urskilja vad som kridvs for att 16sa uppgiften. Om
eleven istillet ges mojlighet att erfara uppgifter av varierat slag méjliggor
detta for eleven att urskilja vad som behévs for att 16sa en uppgift. Det
svira dr att veta vilka kunskaper man behdver anvinda i en viss situation.
Med andra ord behéver man ha erfarit olika sitt att 16sa en uppgift sa att
man angriper en uppgift pa det sitt som blir mest fruktbart f6r den unika
situationen. Har man endast 16st en uppgift pd ett sitt, miste man forst
forsta vilken slags uppgift det dr och komma ihdg pa vilket sitt uppgiften
skall 16sas.

I alla situationer finns det en mingd urskiljbara aspekter men vi kan
inte urskilja alla pa en gang. Urskiljning innebir att det som skall urskiljas,
objektet, fokuseras och urskiljs frain den omgivande kontexten samtidigt
som delar av objektet urskiljs och relateras till varandra och till helheten
(Marton Booth, 1997). Marton et al. (2004) belyser skillnaden i att fa
ndgot berittat for sig eller sjilv urskilja med hjilp av ett exempel. Nir
likarstudenter pd uppmaning av sina professorer ombeds att ligga mirke
till olika aspekter hos sina patienter, till exempel lipparnas firg, far de
denna information genom att ndgon berittar f6r dem vad de skall gbra.
For att likarstudenterna skall kunna folja professorns inrddan, maste
studenten ha nagon tidigare erfarenhet av aspekterna och hur dessa
aspekter kan variera. Om alla patienter hade samma firg pa ldpparna
skulle det inte utgdra nagon skillnad i férstielse om studenten lade mirke
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till lipparnas firg, Férst ndr man har urskilt att lipparnas firg kan variera
har detta nigon betydelse for en eventuell diagnos. Hur nagonting upp-
fattas dr dven beroende av sittet att urskilja delar fran helheten och
térmiagan att relatera delarna till varandra och helheten (Svensson, 1976).
Att urskilja 4r hir att se det nya med andra 6gon men samtidigt kunna
koppla det till sina tidigare kunskaper och erfarenheter sa att det bildar
en helhet (Marton et al,, 2004). En elev som ur en bild med olika
tredimensionella geometriska figurer (t.ex. kon, cylinder, ritblock och
kub), urskiljer ett ritblock gor det mot en tidigare erbjuden variation av
tredimensionella geometriska figurer. Hade eleven till exempel endast
blivit erbjuden att urskilja ritblock av olika storlekar hade eleven
troligtvis inte heller urskilt en kub, ett specialfall av ritblock. Eleven har
inte erbjudits att urskilja skillnaden mellan ett ritblock och en kub och
urskiljer ditfor ingen skillnad mellan figurerna.

For att kunna erfara ett fenomen eller en foreteelse pa ett specifikt
sitt maste olika aspekter kunna urskiljas och finnas i medvetandet
samtidigt. Exfarandet dr konstituerat av de element som finns samtidigt i
det direkta medvetandet. Om en elev skall urskilja att en kub faktiskt ér
en kub, miéste eleven samtidigt vara medveten om ett ritblock. Man ér
alltsd samtidigt medveten om vad man upplever nu och om sina tidigare
upplevelser. Med andra ord dr man indirekt medveten om allting hela
tiden, men det 4r bara fi saker som finns i det direkta medvetandet.
Ovrigt bildar en bakgrund i medvetandet (Marton & Booth, 1997,
Marton och Tsui, 2004). Det dr endast de aspekter av ett fenomen som
varierar som uppmirksammas. De invarianta aspekterna i ett fenomen
forblir ouppmirksammade.

Nir nigon sdger att nidgot ir tungt innebdr inte detta ndgot, om man
inte vet att vikt kan variera. Ddremot kan man inte veta om det vissa
personer tycker dr tungt ocksd upplevs som tungt av andra. Nir nigon
erfarit en variation av ndgot fir det en mening f6r just den unika
personen (Marton & Tsui, 2004). Vad skall dd variera och vad skall vara
konstant i en undervisningssituation? Allt kan inte variera f6r da blir det
svart att urskilja. I en undervisningssituation dr det lirandeobjektets
iscensatta monster av varierade och konstanta aspekter som avgor vilket
lirande eleverna har mojlighet att utveckla. Liraren méste vara Sppen
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och receptiv for elevernas forstielse av lirandeobjektet som de ger ut-
tryck f6r och utifrin denna skapa ett moénster av variation och invarians
pé ett sitt som gor det moijligt for eleverna att utveckla sin forstielse av
lirandeobjektet (Holmqvist, 2004; Wernberg & Holmqvist, 2004).

MONSTER AV VARIATION

For att tydliggéra och férstd vad det 4r som mojliggdr lirandet 1 en
situation och inte 1 en annan, kan man belysa vad som vatierar och vad
som dr invariant under en lektion (ett lirtillfdlle). Marton et al. (2004) har
identifierat fyra monster av variation i ett lirandeobjekt: kontrast,
generalisation, separation och fusion.

Kontrast — For att méjliggdra urskiljning av en viss dimension av
variation, behdver den lirande erfara variation i denna aspekt. Detta
moénster av variation skapas genom monster av variation av samma
aspekt. For att erfara ndgot, maste man ocksa erfara vad ndgot snte dr. ’In
order to understand what ’three’ is, for instance, a person must
experience something that is not three: *two’ or ’four’, for example. This
illustrates how a value (three for instance) is experienced within a certain
dimension of variation, which corresponds to an aspect (numeriosity or
‘manyness’)” (Marton et al., 2004, s. 16). For att forstd vad en trubbig
vinkel dr méste man ocksa forstd vad det inte dr, en spetsig vinkel.

Generalisering — “In order to fully understand what ‘three’ is, we must
also experience varying appearances of ‘three’, for example three apples,
three monkeys, three toy cars, three books, and so on. This vatiation is
necessary in order for us to be able to grasp the idea of ‘threeness’ and
separate it from irrelevant features (such as the color of apples or the
very fact that they are apples) (ibid., s. 16). For att forstd den geometriska
formen triangel maste man erfara olika typer av trianglar, spetsvinklig
ritvinklig, trubbvinklig och liksidig och sirskilja dessa frin egenskaper
hos triangeln som ir irrelevanta, till exempel firg,

Separation — “In order to experience a certain aspect of something,
and in order to separate this aspect from other aspects, it must vary while
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other aspects remain invariant” (ibid., s. 16). Om tva aspekter varierar
samtidigt, kan dessa aspekter inte urskiljas. Om man i en undervisnings-
situation samtidigt visar 7a +7b och xa + xb kan koefficienterna
urskiljas som kritiska aspekter. Ett annat exempel beror elevers forstdelse
for omkrets och area. Ett sitt att mojliggéra elevers forstaelse for
skillnaden mellan area- och omkretsbegreppen kan till exempel vara att
lita arean vara konstant medan omkretsen varierar. I figur 5 visas tva
rektanglar med samma area men med olika omkrets.

Figur 5. Tva rektanglar med samma area men olika omkrets

Fusion — “If there are several critical aspects that the learner has to
take into consideration at the same time, they must all be experienced
simultaneously. In everyday life, it is seldom that only one aspect of
something varies at a time, and so the way in which we respond to a
situation ... spring from a more general holistic perspective of the
situation... Our conjecture is that seeing a certain class of phenomena in
terms of a set of aspects that ate analytically separated but simulta-
neously experienced provides a more effective basis for powerful action
than a global, undifferentiated way of seeing the same class of
phenomena” (ibid., s. 16-17). Ett exempel pi detta dr att for att kunna
omvandla ett tusental, tre hundratal, fyra tiotal och fem ental till talet
1342 krivs bade att man forstar de separata delarna i positionssystemet
samtidigt som man klarar att géra en fusion frin delarna till helheten
(1342).
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VARIATION OCH UNDERVISNING

Olika sitt att forstd samma sak kan férstds som att det dr olika aspekter
av lirandeobjektet som urskiljs och fokuseras samtidigt. Om en elev till
exempel skall ldra sig begreppet area dr det en kritisk aspekt att urskilja
yta. Runesson och Mok (2004) tar som exempel vad som krivs for att en
elev skall lira sig vad en kvadrat dr. Eleverna behéver ges mojlighet att
urskilja dess kritiska aspekter, vinkelns storlek, antalet sidor och sidornas
inbdrdes relation. De fortsitter genom att exemplifiera hur tva lirare
under en lektion undervisar i dmnet. Bida lirarna berittar vad som ér
karakteristiskt for en kvadrat och refererar till en bild av en kvadrat. Den
ena ldraren pekar pa de fyra vinklarna, de fyra sidorna, visar pa relationen
mellan sidorna som lika linga och ger slutligen en definition av en
kvadrat. Den andra liraren fokuserar dven hon vinklarna, sidorna och
relationen mellan dem, men hon introducerar dven en variation av dessa
aspekter. Till exempel ritar liraren en romb bredvid kvadraten for att dra
elevernas uppmirksamhet mot vad som kinnetecknar en kvadrat i
kontrast mot vad det inte ir, en romb. Liraren ritar dven en triangel fér
att jimfora antalet sidor 1 en triangel och antalet sidor i en kvadrat. Hon
ritar dven kvadrater av olika storlekar. Runesson och Mok argumenterar
t6r hur samma kritiska aspekter behandlas i termer av vilka aspekter som
var fokuserade (vatrierade) och vilka som var invarianta.

Aven om en elev ges moijlighet att urskilja lirandeobjektets kritiska
aspekter, erbjuds kanske inte eleven att géra det samtidigt. I en ldrande-
situation ddr liraren erbjuder eleverna att urskilja varierande aspekter av
lirandeobjektet, urskiljer de troligtvis inte dem samtidigt, och vad
eleverna urskiljer, skiljer sig 4t mellan dem. Vilka dimensioner av
variation 4r det till exempel méjligt £6r eleverna att urskilja nir de jobbar
med f6ljande sekvens av ekvationer?

2x =4
3x=4+x
44+ x =3x

Forst kanske det ser ut som ekvationerna ar olika, men det 4r samma
virde pa X i alla tre ekvationerna, det dr endast uttryckt pa olika sitt. Vid
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en nirmare analys framkommer dock aspekter som varierar mellan de tre
exemplen. Den mest tydliga skillnaden dr mellan andra och tredje
ekvationen. En aspekt som hir kan urskiljas dr likhetstecknet, att hoger
och vinster led dr ekvivalent. Om eleverna i en undervisningssituation
hela tiden moter exempel som varierar bidde i 16sning och hur man
tecknar ekvationen, 6ppnas det inte f6r dimension av variation av likhets-
tecknets betydelse. Denna variation dppnas det f6r i exemplet ovan, till
skillnad fran nedanstiende exempel.

2x =6
3x=4+x
8+ x =3x

Hir varierar bade x och hur ekvationerna uttrycks, och eleven ges
inte mojlighet att urskilja att hoger och vinster led ér ekvivalent eftersom
ingen variabel hélls konstant, allt varierar. Elevens uppmirksamhet dr da
troligtvis pé vilket virde x hat, till skillnad frin de tidigare exemplen da
elevens uppmirksamhet troligtvis dr pd de olika formerna och dirigenom
aven likhetstecknets betydelse.

Nista exempel bestdr dven det av tre ckvationer. Vilka monster av
variation kan eleverna att urskilja nir de jobbar med féljande sekvens av
ekvationer?

r=6-2r
4a =4+ 2a
8b=8+4b

Ovanstiende ekvationer ser vid en forsta anblick olika ut, men de har
samma l6sning. Den mest framstidende skillnaden mellan ekvationerna
som kan urskiljas dr att en okdnd variabel kan representeras med olika
bokstiver. I de flesta ekvationer anvinds X och ¥y men i detta exempel
Oppnas det upp f6r en variation av olika beteckningar som kan anvindas
for en okind variabel, och denna aspekt kan dirmed urskiljas.

I en undervisningssituation kan en aspekt av lirandeobjektet tas for
given av ldraren eller av bade lirare och elever. Om man konsekvent
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anvinder exempel som 14 + 3 = __ det vill siga exempel dir det vinstra
ledet skall ”riknas ut” och ger ett svar i det hégra ledet, dr det svart att
urskilja likhetstecknet i betydelsen ekvivalens, det vill sidga, héger led dr
lika mycket som vinster led. Nir ndgot tas fér givet kan det forbli
invariant och dr siledes inte helt enkelt att erfara i undervisnings-
situationen.

Bowden och Marton (1998) menar att lirande sker i interaktion med
andra minniskor. Detta betyder att det i en undervisningssituation i
klassrummet skapas mojligheter till lirande vid interaktion mellan lirare
och elever, men dven mellan elever och elever i ett si kallat liranderum.
Detta liranderum refererar till méjligheterna som eleverna har att lira,
det erbjudna lirandeobjektet. Att eleverna givits mojlighet att lira, férut-
sitter inte att eleverna lir (Lo & Pong, 2005; Runesson, 2005). Eleverna
kan f6r nagon minut ha riktat sin uppmirksamhet mot ndgot annat dn
det som sker i klassrummet. Samtidigt utvecklar en del elever sin fo1-
stdelse av lirandeobjektet trots att det monster av variation som mojlig-
g6r urskiljning av lirandeobjektets kritiska aspekter inte Oppnas upp
under en lektion. Dessa elever upplever en variation genom till exempel
tidigare erfarenheter kopplade till lirandeobjektet. De monster av
variation som eleverna skapar pd egen hand idr emellertid inte kopplade
till hur innehéllet hanteras under lektionen. En annan viktig faktor ar att
de ménster av variation som det inte Sppnas upp fér under en lektion
inte heller 4r méjliga att urskilja och erbjuds séledes inte alla elever. Det
ar lirarens uppgift att under en lektion mojliggbra for eleverna att
utveckla sin forstielse av lirandeobjektet. Aven om det ménster av
variation som Sppnas under en lektion inte garanterar att eleverna lir, dr
mojligheten for att de lir stérre d4n om dessa monster av variation inte
Oppnades under lektionen. Detta resonemang stéds dven av Hiebert och
Grouws (2007), som menar att den frimsta férutsdttningen for elevers
mojlighet att ldra, dr de mojligheter som ldraren skapar 1 undervisningen.
En elev som urskiljer att 2x + 4 = 22 4r samma sak som 2a + 4 = 22
har i tidigare undervisning troligtvis erbjudits en variation i olika sitt att
beteckna den okéinda i en ekvation. Den erbjudna variationen urskiljs av
eleven i forhillande till att han/hon tidigare har upplevt olika sitt att
beteckna en okind i en ekvation. Hade eleven endast erfarit en slags
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beteckning f6r det okdnda hade eleven troligtvis inte heller urskilt att
man kan ha olika beteckningar fér en okind, det vill sidga att det gar lika
bra att teckna en okind i en ekvation bide som 2x + 4 = 22 och som
2a + 4 = 22 utan att inneb6rden i talet varierar. Det r bara represen-
tationsformen for en okdnd som varierar.

Marton och Tsui (2004) beskriver ett antal studier for att illustrera hur
behandlingen av ett specifikt innehall visar en signifikant effekt pa
elevers lirande. Lo och Pong (2005) menar att dessa studier visat ett pa
manga sitt sjilvklart resonemang,

It is more likely that students learn when it is possible for them to
learn than when it is not. That is, it matters how the teacher struc-
tures the lesson to enable the students to see in specific ways what is
to be learnt. Seen from this light, we think that teaching arrange-
ments can only be judged by how the learning of something is being
made possible. In other words, attention must be paid to what is to e
learnt (ibid., s. 11).

VARIATIONSTEORIN | FORHALLANDE TILL ANDRA TEORIER

Oversikten som féljer goér inga som helst ansprak pi att vara hel-
tickande, utan har som syfte att tydliggéra studiens teoretiska perspektiv
med hjilp av kontrastering mot tva perspektiv inom matematikdidaktisk
forskning kring undervisning och lirande, det konstruktivistiska och det
sociokulturella perspektivet. Variationsteorin gar till viss del in 1 bada
dessa tva samtidigt som den skiljer sig i vissa avseenden. Genomgingen
kommer att utga frin den Gversikt (tabell 1) som Emanuelssons (2001)
tagit fram med utgiangspunkt i Sfards metaforer (1998) och Laves
aspekter pd teorier om ldrande (1996).

Dessutom behandlas genomférda studier inom  férvirvande-
metaforen (Jaworski, 1994) och deltagandemetaforen (Dougherty, 2008;
1994; Schmittau, 2005). Dessa studier kommer att kontrasteras mot ett
variationsteoretiskt perspektiv. Inte fér att gbra en ny analys, utan for att
illustrera variationsteorin och se pa vilket sitt variationsteorin liknar
och/eller skiljer sig fran andra teotier.
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Tabell 1. Tre metaforer for lirande (Emanuelsson, 2001, s. 27)

Forvirvande Konstituerande Deltagande
(konstruktivism) | (variationsteorin/ | (sociokulturella
fenomenografin) | perspektiv)
Subjekt - Skiftande, oklart Ickedualistiskt, Skiftande, oklart
viarld explicit
relation
Telos Interkonsistens, Okad Fran perifer till
upplésning av differentiering av central deltagare,
motsittningar, helheter, "artefaktisering’
viabilitet inklusivitet
Mekanismer | Kognitiva Variation, Deltagande,
konflikter, urskiljning, fortolkning,
adaption, samtidighet mediering
assimilation,
ackommodation,
reflektiv
abstraktion
Agent Individen, det Minniskans Kollektivet,
vem eller inre strivar mot relationer till andra | diskursen,
vad driver jamvikt, det yttre och virlden, kulturen, det yttre
lirandet begrinsar samspel mellan det | féregar
Yinre’ och det
yttre’
FORVARVANDEMETAFOREN

Férvirvandemetaforen rymmer 1 sig en stor variation frin radikal

konstruktivism till socialkonstruktivism som mer eller mindre gir in 1

deltagandemetaforen® Det dr med andra ord en grov uppdelning med

grinsdagningar som Overlappar varandra. Uppdelningen kan dndd vara

till hjilp da forstdelsen for variationsteorin underlittas genom att den

urskiljs 1 férhallande till ndgot annat.

2 Bla. Lerman (2002) menar att de teotier som foljer av Vygoskij istillet for
socialkonstruktivistiska, bér bendimnas som sociokulturella. Sfard (2007)
redogor for ett fors6k att féra ihop ett konstruktivistiskt och ett sociokulturellt
perspektiv, commognitive.
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Konstruktivismen 4r en av de dominerande kunskapsteoretiska
sttomningarna inom matematikdidaktik (Engstrém, 1998; Persson,
2005). Medan konstruktivismen tar sin utgangspunkt 1 att det dr den
lirande som sjilv konstruerar sin kunskap ser man inom variationsteorin
lirandet som att erfara virlden pé ett annorlunda sitt (dér erfarande och
omvirld inte kan separeras fran varandra). Inom konstruktivismen ses
dock inte virlden som en direkt aterskapad verklighet, som individen
skapar, utan en re-presentation eftersom den lirande inte har tillgang till
den direkta virlden férutom genom den egna erfarenheten. En
foretridare for konstruktivismen 4dr Piaget. Han byggde sin teori pa att
minniskan under sin utveckling genomgir en anpassningsprocess for att
inritta sig efter omgivningen. Inlirning kan hir tolkas som en produkt av
vad man gor med kunskapen (von Glaserfeld, 1995, 1998; Imsen, 2000;
Marton & Booth, 1997). “Learning is seen as the individual’s cognitive
reorganisation, albeit caused by social, and physical factors” (von
Glaserfeld, 1995, s. 66). Radikal konstruktivism idr sedan en vidare-
utveckling av Piagets teorier. Hir betonas individualitet och kunskap
finns bara inne i minniskors huvuden (von Glaserfeld, 1995, 1998;
Imsen, 2006). Kunskapen kan hir ses bade som objektiv eller subjektiv,
men det som framforallt betonas 4r den enskilde individen och dess
relation till omvirlden. Da lirandet inom radikal konstruktivism sker i
huvudet pa den som lir blir lirandet en individuell angeligenhet och
lirarens roll i undervisningen ifrdgasatt. Barnet drivs av en inre vilja,
nyfikenhet och 4r upptickande. For att da lara kravs det aktiviteter som
ir kreativa och experimenterande till sin natur och det dr genom sidana
arrangemang, snarare dn genom undervisning, som eleverna skall ut-
vecklas. Radikal konstruktivism tar ringa hinsyn till att lirandet forsiggar
1 ett socialt samspel med andra minniskor och social konstruktivism har
hir vuxit fram inom samma teoristrOmning. Hir bérjar lirandet varken
dirute eller inne i huvudet, utan med spriket (Imsen, 2006). Subjekt-
virld relationer inom konstruktivismen dr inte entydiga. Den radikala
konstruktivismen si som den formuleras av von Glasersfield, kan tolkas
bdde som dualistisk (Marton & Booth, 1997) icke-dualistisk (Ernst,
1998), eller som neutral.
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. 1 det stora hela dr den radikala konstruktivismen ontologiskt
neutral och gbr inga antagande om existensen av drag hos virlden
bortom erfarenhetens subjektiva omride (Ernest, 1998, s. 25).

I ett variationsteoretiskt perspektiv existerar det endast en virld, och
lirandet ses som en forindring i relationen mellan virlden och den
lirande vilket far som f6ljd att virlden och den lirande inte kan beskrivas
var for sig (Marton & Booth,1997). I ett klassrum innebir detta att den
lirande tillsammans med Gvriga elever och liraren konstituerar lirande-
rummet och den lirande liksom 6vriga elever och liraren uppfattas bade
som subjekt och objekt.

Det konstruktivistiska perspektivet har kritiserats f6r att kunskapen
reducerats till det egna medvetandeinnehallet (Marton & Neuman, 1989).
Det enda som kan existera dr min egen uppfattning. Denna solipsistiska
syn har tillbakavisats av bland annat von Glasersfeld (1995).

...if one denies that knowledge must in some way correspond to an
objective world, what should it be related to and what could give it its
value? This is a serious question, because if we were to say that there
is no such relation, we should find ourselves caught in solipsism,
according to which the mind, and the mind alone, creates the world.
As an explanatory model the doctrine of solipsism is not very
useful... In practice, solipsism is refuted daily by the experience that
the world is hardly ever what we would like it to be (ibid., s. 113).

Papert (1 Watson & Mason, 2005) menar att man ldr sig bist ndr man
sjdlv konstruerar genom aktiviteter och att eleverna sjilva skall leta efter
den kunskap de behover.

Constructionism is built under the assumption that children will do
best by finding (fishing’) for themselves the specific knowledge they
need. Organized or informal education can help most by making sure
they are supported morally, psychologically, materially and

intellectually in their efforts... the goal is to teach in such way as to
produce the most learning for the least teaching (ibid., s. 178).

Donovan och Bransford (2005) beskriver en barnbok som handlar
om en fisk som dr nyfiken pa virlden ovanfor vattnet. Fisken fragar sin
vin grodan hur livet ter sig pa land. Hans vin berittar di om figlar som
har vingar, tva ben, och manga olika firger. Grodan beskriver dven svarta
och vita kor med fyra ben, horn och juver, minniskor som gér uppritt pa
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tva ben och har klider pa kroppen. Bilderna i boken visar hur fisken
tinker sig fiskar i olika firger, med vingar och tvd ben, eller vita fiskar
med svarta prickar, horn och juver, och slutligen, fiskar som har kldder
pé sig och gir uppritt. Donovan och Bransford menar att de har tagit
med exemplet ur denna barnbok di den enligt dem ger en sddan
fundamental férstaelse av hur man lir. De beskriver hur ny kunskap
konstrueras utifrin redan etablerad foérstaclse. Utifran ett variations-
teoretiskt perspektiv skulle man istillet kunna beskriva det som att fisken
urskiljer det nya, eller annorlunda (vingar, tva ben, manga olika firger) i
forhallande till den tidigare kunskapen (fiskar), samtidigt som han har en
forstaelse av det redan urskilda (fiskar med vingar, tvd ben och ménga
olika firger). Inom variationsteorin uppmirksammar man de skillnader
som eleven behover urskilja f6r att ett lirande skall kunna komma till
staind. Vad dr det for skillnader pd en fisk och en figel? Vilka idr de
kritiska aspekterna som en elev behdver ges méjlighet att urskilja for att
forsta skillnaden pa en fisk och en fagel?

UNDERVISNING UTIFRAN FORVARVANDE METAFOREN

Den forsta studien som behandlas kan inordnas i kategorin “for-
varvandemetaforen” och dr genomférd av Jaworski (1994). Studien dr en
etnografisk studie dir Jaworski féljde sex lirares undervisning under ett
lasar. Datamaterialet bestar av klassrumsobservationer, samtal med ldrare
och elever samt dagboksanteckningar. Alla lirare i studien undervisar i
”secondary school” och beskriver sin undervisning i termer av ett under-
s6kande arbetssitt.

Investigative work might be seen to encourage critical construction.
An investigative approach to teaching mathematics, as well as
employing investigational work in the classroom, literally investigates
the most appropriate ways in which a teacher can enable concepts
development in students (Ibid., s.12).

Syftet med studien var att beskriva pa vilket sitt lirares syn pa
kunskap och lirande manifesteras 1 deras klassrumspraktik. Av den
anledningen studerar Jaworski vad ldrarna gor i klassrummet. Hennes
objekt f6r analys utgdrs av olika typer av handlingar som relateras till
lararnas konstruktivistiska forestillningar om ldrande.
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Jaworski identifierar tre kategorier som hon benimner ”the teaching
triad”, “management of learning” (ML), ”sensivity to students” (SS) och
”mathematical challange” (MC) (Jaworski, 1994, s. 90). ”Managemnet of
learning” innebir att liraren anvinder sig av olika strategier fOr att det i
klassrummet skall rida en god atmosfir dir eleverna kinner att de kan
handla och tinka sjilvstindigt. ”Sensivity to students” innebdr att liraren
ir lyhord for elevernas sitt att forstd ett matematiskt problem, visar
intresse for eleven samt har kunskap om eleverna. Den sista kategorin,
”mathematical challenge”, manifesteras 1 att eleverna stills infér ut-
maningar av liraren. Ett exempel ér att liraren istillet fOr att ge eleverna
l6sningen, uppmanar dem till att sjilva foérsdka. De tre kategorierna
Overlappar varandra i undervisningen och kan endast separeras pa en
analytisk niva. Jaworski beskriver det som:

I see the teaching triad here in terms of the relationship between
sensitivity to students and mathematical challenge in enabling
students to make progress within an environment which creates
opportunity for involvement at an appropriate level for all students.

It is the management of learning which enables this environment
and support the balance of SS and MC (Ibid., s.132).

Nir liraren erbjuder eleven en matematisk utmaning (MC) och
samtidigt 4r kinslig f6r eleven (SS) menar Jaworski att detta kan ses som
att liraren agerar inom “the zone of proximal development” (ZPD).
”Mathematical challenge cannot be divorced from sensitivity to students,
and together they provide insight into practical manifestations of ZDP”
(Ibid., s. 120).

I en undervisningssituation som beskrivs av Jaworski arbetar eleverna
med ”’square sums’3.

Square sums
12422=5

What other numbers can be made by adding square number
together?

Investigate

Task 7.1

3 Exemplet aterges ordagrant ur Jaworskis text.
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But what do you do?

Sara called on Mike to ask him a question about square sums task,
and it appeared that she and her partner Emma needed clarification
as to what they were suppose to do with it.

1)Sara On this, do you just have to add up square
you | P sq
numbers? Loads and loads of square num-
bers?
Mike Hm,/Well, what does it %/ you to do?
Emm It says (Reads) What other numbers can be

made by adding square numbers?

Course it’s adding-it says adding square num-
bers. So, is that what you do?

Sara You just add up hundreds and hundreds of
square numbers?

(5)Mike Well, you see that last word...

Sara Investigate. ..

Mike What does that zean to you?

Emm Look up (inaudible)

Mike all right-

(10)Sara Yeah, but, check up what? Check up on adding

square numbers? Check up what?

Mike Well, to me, when I try something like that,
when I wrote that down, it’s er, it made me
ask the question, it made me ask this question-
what other numbers can I make? Now that’s
just the first question which came to me when
I was writing it. So I think I just played around
with some numbers to see what other num-
bers I could make up. Perhaps another ques-
tion would be-can I make every number up? I
can make 5-can I make 7, by adding these
square numbers together? Can I make 56?
Then all sorts of questions start coming out.
What numbers caz # 1 make up? Is there some-
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thing special about these three numbers, 1, 2,
and 5? And just investigate to me-means just
do some-just play around-play around with
some numbers. And if anything comes to you-
ant ideas you have, and thoughts you have,
write them down and try and eork on them.

Sara Right.
(13)Mike OK? (Jaworski, 1994, s. 118-119)

Jaworski, har utifrin ett konstruktivistiskt perspektiv  beskrivit
situationen i termer av ldrarens kinslighet mot eleverna (SS). Genom att
liraren svarar med hur han sjilv skulle ha gjort, till skillnad fran att
beritta t6r dem hur de skall géra, menar Jaworski att liraren erbjuder
eleverna frigor att utgd ifran, men att situationen fortfarande ir till-
rickligt 6ppen for att eleverna skall férsta det pa sitt sitt och komma pa
andra mojliga frigor.

Situationen kan dven analyseras utifrin ett variationsteoretiskt
perspektiv genom att titta nidrmare pd hur det matematiska innehillet
behandlas i termer av vilka aspekter av detta som fokuseras*. Genom att
ldraren friagar eleverna om vilka tal han inte kan fa, blir méjliga 16sningar
en fokuserad aspekt. Genom att Saras uttalande om att det bara handlar
om att addera hundratals kvadrattal, kontrasteras mot vilka tal man inte
kan fa, 6ppnar liraren f6r en variation vad galler vilka tal som gir att
bilda d4 man adderar tvd kvadrattal i férhallande till vilka tal som inte gar
att bilda.

Ytterligare en episod med en annan elev finns beskriven i Jaworskis
studie.

(1)Phil I've got 26, and I’'m working on-if 1 want to
get 27 T've, I have to try and get the closest
number- to do the sum-I have to use some-
thing like 1.5, cause, if I try to get the two,

4 Aven Runesson (1999) har analyserat undervisningssituationer fran Jaworskis
studie ur ett variationsteoretiskt perspektiv. Denna situation menar Runesson
Oppnar upp for en dimension av variation av elevernas forstaelse och visar pa
skillnader i vad det innebir att visa lyh6rdhet mot eleverna. Hon sidger dock att
”vad denna skillnad betyder f6r elevernas lirande, dr i detta sammanhang
omdjlig att sidga” (Ibid., s.58).
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Mike

Phil

Mike

(5)Phil

Mike

Phil

Mike

Phil

(10)Mike

Phil

Mike
Phil
Mike
(15)Phil

then that’ll make four, if I try to use two
squared plus five squared, er, that’ll make 29,
so I have to-cut em in half, obviously, cut em
in half. (Mike ’right’) I'm going to try and keep
the five and use 1.5 squared.

That’s a nice idea. So you’re going to try to
home in to 27, Is it 27 you are working on?

Yes.
Right.

If T can’t do that, I’ll take 4.4, I won’t take five
and a half, ’ll take four and a half, and use two
here.

OK./So youte going to have something
squared.

Hm, what’s the word for-1.5, et, decimal? Yeah,
I’m gonna use decimal.

Right. So, something squared, plus five
squared equals 27.

If it does. If it doesn’t, erm, that’s what I
think, if it doesn’t I'll try er 4.5 squared by
erm 1.5. (Inaudible) then I'll go back to the
two then I'll go.

Well, let’s try working to the five squared, for
the minute, and let’s say that equals 27, now
your problem is to find something squared,
plus five squared equals 27. What can you tell
me about this number, this something
squared? Can you tell me anything about it so
far?

Erm, well, I know this five’s important. That
gets you into twenties.

Right, How far into the twenties?
Half way.
So what does five squared equal?

Twenty five.
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Mike Right. Now, something squared, plus 25 equals
twenty seven.

Phil I need to get two out of there.

Mike Right. So something squared-you’ve got to
find 2 number, which//-now that seems to me
to be a short cut. Can I leave that with you-to
look at? (Jaworski, 1994, s. 124-125).

Jaworski beskriver situationen ovan i termer av att liraren erbjuder
eleven en matematisk utmaning (MC) genom att fi eleven att analysera
vad han behover istillet for att chansartat variera tva tal.

Ur ett variationsteoretiskt perspektiv kan man tolka samma situation
utifrdn vad som variera och vad som hills invariant. Detta kan bidra till
elevens forstielse av innehillet. Genom att eleven uppmanas att hélla
nigot konstant, 5% och variera det som skall adderas, vill liraren att
cleven skall hitta V22, En analys utifran ett variationsteoretiskt perspektiv
innebir inte en motsigelse av Jaworskis analys. Aktiviteterna kan mycket
vil fOrstds som att eleven ges en matematisk utmaning. Att inta ett
variationsteoretiskt perspektiv i analysen av de ovan beskrivna aktivi-
teterna, innebdr att se dessa i innehillsliga termer, det vill sidga vilket
monster av variation och invarians Sppnar liraren upp for att mojliggora
for eleverna att lira? Liraren i ovan beskrivna aktiviteter Sppnar for en
variation, men forfattaren behandlar inte detta som en variation av hur
innehallet behandlas. I det forsta exemplet dr det lirarens kinslighet f6r
eleverna som beskrivs och i det andra exemplet beskrivs det av for-
fattaren som en matematisk utmaning, och inte i termer av det monster
av variation som mojliggdr for eleven att finna det tal som adderat med
5% har summan 27.

DELTAGARMETAFOREN

Det andra exemplet, som kommer att behandlas, kan inordnas i
deltagandemetaforen. Enligt Lerman (2002) har det sociokulturella filtet
inom matematikdidaktik vuxit fram eftersom exempelvis en konstrukti-
vistisk kunskapsbas inte mojliggér ett fokus pa bildning som re-
produktion eller som kulturellt s som det manifesteras i klassrummet.
Sociokulturell teori i sin extrema form karakteriserar lirande uteslutande
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som en process av socialisation (Cobb, Petlwitz & Underwood-Gregg,
1998) och vi kan endast lira av andra (Lerman, 2002).

Culture language and meaning precede us. We are born into a world
already formed discursively. The reality or otherwise of the world or
the certainty of our knowledge of it are not the issue: the issue is
that we receive all knowledge of the world through language and
other forms of communication. What things signify is learned by us
as we grow into our cultures, the plurality arising from the multiple
situations that constitute us: gender; class; ethnicity; colour; religion,
and so on. Although we experience physical interactions in addition
to social ones and we learn to use artefacts, what the physical objects
and the nature of those interactions mean and what are the purpose
and functions (history) of the artefacts for the individual is always
mediated by culture (Ibid., 2002, s. 91-92).

I ett sociokulturellt perspektiv fokuseras en kommunikativ praktik
som en process av deltagande interaktion, i vilken social och gemensam
kunskap férmedlas till den lirande.

Om man kan sdga att konstruktivismen har fokus pd hur méinniskan
konstruerar en bild av verkligheten, och hur denna férdndras, har den
sociokulturella inriktningen fokus pd minniskans sociala omvirld. Socio-
kulturell teori ’f6rsdker se utveckling som en process dér vi frin bérjan
ar oskiljaktiga fran kulturen och dir individualitet och sjilvstindighet dr
ndgot som gradvis utvecklas till f6ljd av lirandet” (Imsen, 2000, s. 53).
Inom detta perspektiv blir liraren snarare en handledare till eleverna.
Vygotskij (1934) uttrycker det lite annorlunda da han menar att inlirning
och utveckling gar hand i hand. Dessa kan saledes inte betraktas som
skilda processer som dr oberoende av varandra. Dessutom menar han
att:

Den viktigaste egenskapen hos wvarje struktur dr att den ér
sjalvstindig i forhallande till de element som den bestir av (det
konkreta material som den grundar sig pd) samt att den kan Gverféras
pé vilket annat material det vara md. Om barnet i skolinlirnings-
processen bildar en viss struktur eller lir sig att behdrska en viss
operation, dd har det ddrmed i dess utveckling inte bara Sppnat sig en
mojlighet till att aterskapa den givna strukturen, utan ocksd skapats
betydligt stérre méjligheter att skapa andra strukturer (ibid., s. 307).
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Vygotskijs sitt att beskriva inlirning och utveckling kan ses som
mindrekontextbunden vid jimfdrelse med sociokulturell teori (Rogoff,
2003; Sdlj6, 2000). Vygotskij menar att den generaliserade inlirningen ger
oss mojligheter att anvinda den nya kunskapen i helt andra sammanhang
dn endast i den kontext dir inldrningen skedde.

Marton och Booth (1997) for ett resonemang kring hur vi utvecklar
kunskap och redogér bland annat f6r sin foérstielse f6r hur varken en
konstruktivistisk eller en sociokulturell kunskapsteori ar tillricklig,
Tanken att varje individ konstruerar sin egen virld genom att samspela
med individer i omgivningen (som har sina egna individuella konstruk-
tioner), patallellt med att det finns en verklig vitld som skiljer sig frin
alla de individuellt konstruerade virldarna, kan tyckas vara orimligt
eftersom det skulle resultera i att den verkliga virlden aldrig kan nas. Da
kan man stilla sig frigan vems konstruktion den verkliga virlden
egentligen dr, och f6r vem den i sa fall dr verklig? De hinvisar till von
Glasersfield som menar att rérelserna i rummet liknar den konstruerade
handlingen, ddr viggarna dr begrinsningar som omgivningen (virlden)
utgor 1 forhallande till individens handlingar. Marton och Booth stiller
sig di frigan om “vilken ontologisk stillning dessa hinder har. Ar inte
ocksa dessa konstruerade? Bilden foérindras till att individen slar huvudet
i viggen denne sjilv har byggt” (ibid., s. 23). I ett konstruktivistiskt
perspektiv blir eleverna och deras sitt att forstd objekt for ldraren.
Eftersom lirarens och elevens vitldar dr ontologiskt skilda kan de inte
heller komma i kontakt med varandra.

Om det nu istillet dr sd att kunskap erhdlles ur sociala aktiviteter
mellan individer och mellan individer och situationer, vad krivs di for att
individen skall kunna lira? Enligt Marton och Booth dr man inom denna
kunskapssfir mer intresserad av att studera en virld som tolkas av
forskarna. Kunskap utvecklas hir frimst som ett resultat av samspel och
individen tillignar sig genom anvindning de redskap som finns i spriket.
Inom det sociokulturella perspektivet blir elevens sitt att forstd till
subjekt. Lirandet ses hir som traderat i ett socialt samspel, och eftersom
alla betraktas som deltagare 1 lirprocessen, kan man enligt detta
perspektiv inte planera elevernas forstaelse i forvig. Med ett variations-
teoretiskt perspektiv ses ett liranderum som konstituerat av ldrare och
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elever. Kunskap 4r hidr bade objektiv och subjektiv pd samma géing,
Antagandet bygger pa att savil liraren som elever har en intern relation
till samma objekt, lirandeobjektet, dir de lirande méts.

UNDERVISNING UTIFRAN DELTAGARMETAFOREN

De studier som hidr kommer att presenteras bygger pa Vygotskijs teori
och utgidr frin Davydovs kursplan i matematik (Schmittau, 2005;
Dougherty, 2008) och kan inordnas i kategorin “deltagarmetaforen”.
Historiskt sett, bade matematiskt och i traditionell undervisning, féljer
algebran pd aritmetiken. Utifrdn Vygotskij bygger Davidov diremot sin
teori pa det omvinda.

Liksom den foérsta undersékningen visade att ett nytt steg i
generaliseringarnas utveckling inte uppnas genom att annullera det
féregdende steget, utan endast genom att ombilda detta — genom att
generalisera féremadl som redan generaliserats i det tidigare systemet,
istillet for att pd nytt borja generalisera enstaka féremdl — visade
ocksa den andra undersékningen att Gvergangen frin férbegreppen
(som skolbarnets aritmetiska begrepp ir ett typiskt exempel pd) till
tonaringens dkta begrepp (som begrepp inom algebran dr typiska
exempel pa) sker genom en generalisering av tidigare generaliserade
objekt.

Forbegreppet dr en talabstraktion av ett féremal och en pa denna
abstraktion grundad generalisering av foéremadlets numeriska egen-
skaper. Begreppet dr en abstraktion av ett tal och en pd denna ab-
straktion grundad generalisering av alla mdjliga andra talrelationer.
En abstraktion och generalisering av en tanke skiljer sig principiellt
fran abstraktioner och generaliseringar av ting. Den ir inte en rérelse
som forutsitter eller fullbordas i samma riktning, utan bérjan av en
ny riktning och 6vergdngen till ett nytt och hogre tankeplan. Jimfort
med den generalisering av féremalens numeriska egenskaper som
férekommer i de aritmetiska begreppen ir en generalisering av egna
aritmetiska operationer och tankar ndgot hégre och nytt. Men det nya
begreppet och den nya generaliseringen kan bara uppstd pd grundval
av de foregdende. Ett mycket tydligt tecken pa detta dr det faktum att
parallellt med tillvixten av algebraiska generaliseringar tillvixer ocksé
operationernas frihet. Frigbrelsen frin talfiltet gar annorlunda till 4n
frigérelsen fran det visuella féltet. En forklaring till att friheten 6kar i
takt med Okningen av de algebraiska generaliseringarna kan man
finna i den mdjlighet till en omvind rérelse — fran en hoégre till en
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ligre — som den hogre generaliseringen innebir: en ldgre operation
betraktas redan som en enskild variant av en hogre (Vygotskij,
1934/1999, s. 369-370).

Davydovs kursplan bygger pa en tidig introduktion av teoretiskt och

algebraiskt tinkande i skolan. Istillet fér att borja rikna med tal, later

man eleverna utveckla en forstielse for den matematiska strukturen. Om

eleverna forstar strukturen skall de kunna applicera férhillanden och

bakomliggande grunder p4 alla talsystem, inte endast naturliga tal.

Barnet lir sig att handla inom ramen f6r decimalsystemet innan det
kan medvetandegora det. Dirfér behirskar barnet inte systemet utan
ar bundet av det.

Medvetandegérandet av decimalsystemet, dvs. den generalisering
som leder till forstielsen av det sisom ett enskilt exempel pa ett
talsystem, leder till méjligheten att handla fritt inom detta system
savil som inom vilket system som helst. Kriteriet pa medvetenhet
ligger i férmagan att Gvergi till vilket annat system som helst, ty detta
innebidr en generalisering av decimalsystemet och bildandet av ett
generellt begrepp ndr det giller talsystem. Darfér dr 6vergingen till
ett annat system ett direkt bevis pid en generalisering av
decimalsystemet.  Barnets  formaga  att  »Oversdtta»  frin
decimalsystemet till ett system som grundar sig pd femtal férindras
nir det tillignar sig den generella formeln f6r detta. P sa sitt visar
forskningen alltid att en hogre generalisering har férbindelse med en
ligre, och genom denna med foremalet (Vygotskij, 1934/1999, s.
370-371).

Tidigt i arskurs 1 visar eleverna som atbetar efter Davidovs kursplan

att de kan faststilla hur de kan fa tva olika volymer att bli lika genom att

tillfora i den mindre eller ta bort fran den storre skillnaden mellan den

forsta mingden. De faststiller att om volym A ir strre dn volym B si ar
A = B + C, om C ir skillnaden mellan A och B (Dougherty, 2008;
Schmittau, 2005). Tal introduceras férst nir det uppkommer ett behov

for dem.
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This is a significant point in children’s development of mathematical
thinking because the generalized approach now shifts to specific
quantities and the counting of units that make up those quantities. In
a traditional classroom, children would count a collection of discrete
objects, assuming that each object is one. In essence, they see each



object as a unit in and of itself. This is not the case in the
progression found in MU, where ad hoc units play an important role
of the outset. Students first identify what is meant by a unit — it
could be an area unit that is made up of three squares or it might be
a volume unit that can be used to measure two volumes in
noncongruent containers that could not be compared visually. The
multiplicity of ad hoc units, the recognition that units may be
different depending on the context, creates a more flexible approach
to thinking about relationships among quantities (Dougherty, 2008, s.
397).

Eleverna har utvecklat en forstdelse for del-helhet och Schmittau
(2005) beskriver hur elever svarar pa frigor som: Didr var 7 bocker pa
bokhyllan. Nio barn kom in i biblioteket och varje barn tog en bok fran
hyllan. Hur ménga bocker finns nu pa hyllan? Eleverna ger inte svar som
16 eller 2. Istillet urskiljer de att en del inte kan vara storre 4n helheten,
och dndrar istillet fragan.

Dir var sju bocker pd bokhyllan. Fem barn kom in i biblioteket och

varje barn tog en bok fran hyllan. Hur ménga bocker finns nu pa
hyllan?

Diir var 27 bécker pa bokhyllan. Nio barn kom in i biblioteket och
varje barn tog en bok frin hyllan. Hur manga bocker finns nu pa
hyllan?

Dir var sju bécker pa bokhyllan. Nio barn kom in i biblioteket och
varje barn placerade en bok pa hyllan. Hur ménga bécker finns nu pa
hyllan?
Dougherty (2008) beskriver det som att eleverna dr vana vid att
teckna en ekvation pé olika sitt;

3+x=7
x+3=7
7-3=x
7 3

Ytterligare ett exempel som beskrivs i Dougherty och Slovin (2004) dr
hur eleverna behandlar uppgiften: Jarods pappa gav honom 14 pennor.
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Jarod tappade bort ndgra av pennorna, men hade fortfarande 9 kvar. Hur
miénga pennor tappade Jarod bort?

Hir dr 14 helheten och 9 och de borttappade pennorna édr delarna.
Forfattarna beskriver hur eleverna kan teckna en ekvation for relationen
mellan delarna och helheten.

14=9+x
14=x+9
14-9=x
14-x=9

Inga av de hir diskuterade studierna innehaller rika beskrivningar
eller omfattande utdrag ur data. Istillet 4r det en beskrivning av hur
algebra introduceras utifrin Davidovs kursplan i matematik. Jag har dndd
valt att nagot grovt jimfoéra hur den beskrivning som ges skulle kunna
beskrivas fran ett variationsteoretiskt perspektiv. Sett ur ett variations-
teoretiskt perspektiv kan man se att genom att eleverna hanterar samma
helhet men uttrycker den pa olika sitt ges eleverna mojlighet att urskilja
uttryckets del- helhetsrelation och olika sitt att uttrycka detta fokuseras
samtidigt, liksom likhetstecknet som ekvivalent.

Schmittau (2005) men dven Dougherty och Slovin (2004) utgar fran
Davydovs férmodan att sma barn bor bérja inlirning i matematik genom
att gd fran det abstrakta till det konkreta. I de exempel som forfattarna
(Dougherty, 2005; Dougherty och Slovin, 2004; Schmittau, 2005)
behandlar, ir det konkreta inb4dddat i det abstrakta. Eleverna arbetar med
olikheter med hjilp av till exempel pinnar eller vitska i olika bigare.
Eleverna ges moijlighet att skilja ut storleksordningen abstrakt, men
denna abstraktion ir inbiddad i det konkreta. Det dr snarare en sam-
tidighet av bide konkret och abstrakt.

Ytterligare en aspekt som Dougherty (2008) belyser dr vikten av
kommunikation. Utan kommunikation kan eleverna inte forsta mate-
matiken pa ett meningsfullt sitt. Det krdvs alltsi ett klassrum som
inbjuder till att elever delar med sig av sin kunskap.

Genom att fokusera ett fatal studier genomfdrda av andra forskare
inom andra teoretiska ramverk och beskriva dessa hat jag kunnat ge en
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bild av hur nédgra teoretiska riktningar tillimpas i empirisk forskning. I
samband med detta har jag forsokt att applicera variationsteorin pa data
och beskrivningar frin dessa studier fOr att pa detta sitt kontrastera det
variationsteoretiska perspektivet mot andra perspektiv, men dels fér att
se om variationsteorin kan ses som ett komplement till andra teoretiska
perspektiv.

Runesson (2005) menar att det finns dtminstone en aspekt som inte
framtrider ndr man analyserar data utifrdn férvirvandemetaforen eller
deltagarmetaforen.

It is reasonable to assume that research within different theoretical
frameworks will give complementary contributions to our knowledge
of mathematics teaching and learning. The question is, then, whether
a particular theoretical position is viable enough to inform about
aspects that are critical and significant for possibilities to learn
mathematics. I would argue that the strength of variation theory is
that it can shed light on what it is possible to learn, in terms of what
may be discerned. Furthermore, it can help identify critical condi-
tions in the learning environment (Ibid., s. 82).

Variationsteorin gar pia manga sitt vildigt mycket in i bade
torvirvandemetaforen och deltagandemetaforen, men skiljer sig pa en
visentlig punkt, subjekt — virld relationen. Till skillnad fran ett
konstruktivistiskt eller sociokulturellt perspektiv, har variationsteorin ett
klart uttalat ickedualistiskt antagande. Lave (1996) menar att det ir just
subjekt — virld relationen som skiljer en lirandeteoti fran en annan.

Det variationsteoretiska perspektivet har fokus pd innehallets
behandling i undervisningen. 1 de studierna som hir redovisas har det
sitt varpd det matematiska innehéllet presenterats for eleverna inte upp-
mirksammats. Om lirande fOrstés i termer av vilka aspekter som varierar
eller halls invarianta 4r detta visentligt att uppmirksamma. Genom-
gingen 1 detta kapitel har haft som utgdngspunkt att visa hur olika
teoretiska perspektiv ger olika kunskapsbidrag vad giller lirande och
undervisning.

Variation theory perspective should be seen as a complementary to
constructivist and sociocultural frameworks since an analysis from a

variation theory position can add something to understanding
mathematics learning (Runesson, 2005, s. 85).
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LARANDEOBJEKT

Ett lirandeobjekt dr alltid en férmaga och bestir av tvd komponenter,
det direkta och det indirekta ldrandeobjektet. Det indirekta ldrande-
objektet behandlar f6rmagans beskaffenhet och hur lirandet erfars och
refererar till den fOrstdelse, formiga eller firdighet som den lirande
strivar efter att utveckla (t.ex. kunna exemplifiera, kunna urskilja kritiska
aspekter). Det direkta objektet behandlar lirandets innehdll eller det
fenomen som man vill utveckla och som handlingarna utférs pa (tex.
formler, ekvationer, tyska verb) (Marton & Booth, 1997; Marton et al.,
2004).

The general aspect refers to acts (the indirect object of learning),
whereas the specific aspect refers to what is acted upon (the direct
object of learning) (Marton et al., 2004, s. 4).

Om en grupp elever skall utveckla sin fOrstdelse for arean av en
triangel dr det direkta objektet formeln o6t en triangels yta, bh/2. Det
indirekta objektet refererar till en formaga att géra nigot med denna
formel. Ett exempel idr att kunna aterge vad ytan av en triangel dr genom
att memorera en formel, bh/2. Ett annat sitt ir att kunna anvinda
formagans beskaffenhet, det vill siga vad man kan anvinda denna
formel till och nir, och f6rsta att det gar att rikna ut en triangels area pa
tre olika sitt eftersom varje sida i en triangel kan vara en bas. Det
indirekta objektet refererar alltsa till hur man vill att eleverna skall forstd
det direkta objektet.

Under en lektion fokuserar eleven pa handlingarna, till exempel pi att
l6sa ekvationer (det direkta objektet). Ldraren maste fokusera bide pa
handlingarna, ekvationerna (det direkta objektet), men ocksd hur detta
skall goras (det indirekta objektet) (Marton & Tsui, 2004). Lirate och
elevers medvetande maste komma i kontakt med varandra i relation till
lirandeobjektet. Detta innebér inte att ldrare och elever uppfattar
lirandeobjektet pd samma sitt eftersom eleverna fokuserar lirandets
direkta objekt medan ldraren fokuserar bédde ldrandets direkta och
indirekta objekt.

Kritiska aspekter dr de aspekter 1 ett lirandeobjekt som den lirande,
till exempel en elev, behover urskilja for att erhalla en forstielse av
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lirandeobjektet. For att en elev skall forstd skillnaden mellan en triangel
och en rektangel kan en kritisk aspekt for eleven vara att urskilja antalet
sidor i en triangel (3) i férhallande till en rektangel (4). Skillnader mellan
hur ett fenomen upplevs speglar skillnader 1 vilka kritiska aspekter som
urskiljs och fokuseras simultant (Marton & Booth, 1997). Kritiska
aspekter liksom ldrandeobjektet varierar med gruppen av elever och
miste alltid s6kas empiriskt.

The critical features have, at least in part, to be found empirically-for
instance, through interviews with learners and through the analysis
of what is happening in the classtoom-and also they have to be
found for every object of learning specifically, because the critical
features are critical features of specific objects of learning (Marton et
al,, 2004, s. 24).

Det indirekta objektet tillsammans med det direkta objektet definierar
en férmaga, lirandeobjektet, men det aktualiseras 1 férhallande till det
intentionella lirandeobjektet, det iscensatta lirandeobjektet och det er-
farna lirandeobjektet (Marton & Tsui, 2004). Det intentionella lirande-
objektet refererar till det specifika lirandeobjektet sd som det dr planerat
att genomfdras med fokus pd hur liraren strukturerar lirandets villkor
for att gbra mojligt f6r eleverna att ha lirandeobjektet i medvetandets
fokus. Det iscensatta lirandeobjektet beskriver det lirandeobjekt som
eleverna har givits mojlighet att gora till sitt och utg6r en karakteristik av
hur innehallet behandlas under lektionen. Beskrivningen gors ur forska-
rens synvinkel. Analysen baseras pa huruvida det var méjligt att erfara
lirandeobjektet genom urskiljande av det moénster av variation och
invarians som konstitueras av lirare och elever under en lektion. Slutligen
det erfarna lirandeobjektet dr lirandeobjektet sd som eleverna har erfarit
det och kan urskiljas i till exempel ett eftertest. Genom att resonera kring
tvd begrepp, det intentionella lirandeobjektet och det erfarna lirande-
objektet, uppmirksammas det faktum att eleverna inte alltid utvecklat
den f6rmédga som liraren avsett att eleverna skall utveckla. Det intentio-
nella lirandeobjektet och det erfarna lirandeobjektet Gverensstimmer
inte alltid beroende pé det dynamiska skeende som en lektion faktiskt ér,
men 4dven pd grund av att eleverna upplever lirandeobjektet olika.
Forskarens beskrivning av vad eleverna erbjuds att lira dr det iscensatta
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lirandeobjektet. Det iscensatta lirandeobjektet dr det variationsrum som
lirare och elever gemensamt skapar (Marton & Tsui, 2004; Marton &
Pang, 20006). Figur 6 illustrerar relationen mellan lirandeobjektets tre
framtridelseformer. Varje cirkel innehiller olika aspekter av respektive
lirandeobjekt. Att cirklarna endast delvis &verlappar varandra visar pa
den spinning som rader mellan de olika lirandeobjekten. Vissa aspekter
av det intentionella lirandeobjektet kommer att finnas med i det iscen-
satta lirandeobjektet, en del inte. P4 samma sitt dr det med det erfarna
lirandeobjektet, en del elever kommer att erfara en del aspekter, andra
inte. Det omréde 1 mitten dir alla tre cirklarna méts visar nir aspekter av
det intentionella lirandeobjektet bade ir iscensatt och erfaret. Detta
omrade dr av olika storlek beroende pd dynamiken i de tre ldrande-
objekten, men som ldrare strivar man efter att ha detta omride sd stort
som méjligt (Higgstrom, 2008).

Intentionellt lirandeobjekt Iscensatt lirandeobjekt

Erfaret lirandeobjekt
Figur 6. Larandeobjekt (efter en figur av Higgstrom, 2008, s. 54)

Ett lirandeobjekt dr ett dynamiskt objekt som férindras Over tid,
under en lektion eller under learning study.

KUNSKAPSMAL

1 foljande stycke beskrivs skillnader och likheter mellan lirandeobjekt
och kunskapsmal samt en kort skildring av den madlstyrda skolan.
Lirandeobjektet som det avgridnsas i detta arbete dr den specifika
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formaga som eleverna férvintas utveckla under en lektion. Som tidigare
beskrivits, bestir ett lirandeobjekt av tva komponenter, det direkta och
det indirekta lirandeobjektet. Ett lirandeobjekt dr saledes ett dynamiskt
objekt som till skillnad fran ett kunskapsmal kan férindras 6ver tid. Ett
kunskapsmadl refererar till malet (som det intentionella lirandeobjektet
utgdr en alternativ beskrivning av), medan lirandeobjektet ocksad refere-
rar till vad som mojliggérs att uppna och vad som faktiskt uppnas.
Dessutom forindras ofta det intentionella lirandeobjektet genom att
liraren under arbetets gang bittre forstir vad eleverna behéver lira sig,
Kunskapsmil definieras i var nu gillande liroplan genom en distinktion
av vad mdl ar:

Mail att strdva mot anger inriktningen pa skolans arbete. De anger
dirmed en 6nskad kvalitetsutveckling i skolan.

Mil att uppna uttrycker vad eleverna minst skall ha uppnitt nir de
limnar skolan (Utbildningsdepartementet, 2000, s. 8).

Milen fo6r arskurs 3 inleds med tre mal som beskriver férmagor,
“kunna tolka elevnira information med matematiskt innehdll”
(Skolverket, 2009, s.6) medan de efterfoljande maélen dr mer innehalls-
orienterade, till exempel kunna dela upp helheter i olika antal delar samt
kunna beskriva, jimf6ra och namnge delarna som enkla brak (ibid., s. 6).

EN MALSTYRD SKOLA

Fran att skolan varit mycket hért styrd av statliga myndigheter borjade
man pa 1970-talet att prata om att i stérre omfattning decentralisera
besluten (Lindensjé & Lundgren, 2000). Istillet for att staten skulle styra
innehéllet kom ett férslag som angav mal f6r verksamheten och ansvaret
for hur dessa mal skulle forverkligas gavs till verksamhetsféretridarna
(SOU 1992:94; Svingby & Jénsson, 2007).

I Liroplanskommitténs huvudbetinkande, Skola fér bildning (SOU
1992:94) anges att mal att striva mot skulle beskrivas pa ett sidant sitt
att det lokalt gick att utforma specifika undervisningsmal. Mal att stridva
mot skulle fungera som ett underlag f6r ldrares urval av innehall medan
mal att uppnd skulle fungera som referenspunkt bdde nationellt och
lokalt vid utvirdering och betygssittning. Samtidigt har man i samma text

55



tidigare givit uttryck fOr att kunskaper ej kan betraktas som firdiga
produkter. Vidare skriver man att i ett mélstyrt system bor innehillet
framga, inte i form av uppriknade moment, utan i form av tydligt
angivande av de mdl man har satt £f6r elevens utbildning” (s. 126). Det ér
dock problematiskt eftersom de kvaliteter i elevers kunnande som
uttrycks i liroplanen och kursplanen inte later sig mitas pa det sittet.
Kravet pa kriterier £6r betygsstegen blir ndgot av en paradox dd en alltfér
detaljerad anvisning minskar ldrarnas professionella omdéme vad giller
undervisningens utformning savil som bedémning av elevernas kunska-
per (Skolverket, 2003; Korp, 2003).

Det iar i relation till den professionella diskussionen om kunskap och
lirande liksom om skolkunskapernas innehall och organisering pa
skolorna som styrdokumenten fir sin funktion. Utan en sidan
diskussion finns risken att malskrivningar i styrdokumenten alltfér
mekaniskt bryts ner i delomriden och &verfors till innehdll i
skolarbetet (Skolverket, 1990, s. 19).

Det kursplanearbete som genomférdes av skolverket ar 2000 innebar
att kursplanerna 4n mer rensades frin dmnesinnehall och arbetssitt
(Tholin, 2006), men enligt Davidsson (2007) finns det inget stéd for att
ett framskrivet dmnesinnehall skulle std i konflikt med en mal- och
resultatstyrd skola. Davidsson (2007) savil som Skolinspektionens rap-
port (2009) visar hur en bristande styrning av de nationella kursplanerna
lett till att skolan istillet styrs mer av lirobécker och konsultprodukter dn
av kursplaner.

Alexandersson (1999) menar att ndr lirarna skall tolka och omsitta
mil som de i manga fall inte 4r ense om, tvingas de istillet till konsensus
och utvecklar inte ett sjilvstindigt och kritiskt tinkande.

I syfte att gora kursplanerna tydliga foreslds att de skall ange ett
huvudsakligt amnesinnehdll. Med det avses att de kunskapsomraden
som utbildningen i dmnet skall handla om finns klart framskrivna
(SOU 2007:28, s. 19).

For att stirka styrningen 6ver skolan har regeringen infort ett
avstimningstillfille 1 form av nationella prov i drskurs tre. Da de
nationella provtillfillena dr knutna till mal att uppna har Skolverket pa
uppdrag av regeringen arbetat fram mal att uppnd for det tredje skoldret.
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Eleven skall ha foérvirvat siddana grundliggande kunskaper i
matematik som behovs for att

Kunna tolka elevnira information med matematiskt innehall,

Kunna uttrycka sig muntligt, skriftligt och i handling pa ett begripligt
sitt med hjilp av vardagligt sprik, grundliggande matematiska
begrepp och symboler, tabeller och bilder, samt

Kunna underséka elevnira matematiska problem, préva och vilja
l6sningsmetoder och riknesitt samt uppskatta och reflektera Gver
16sningar och deras rimlighet (Skolverket, 2009, s. 6).

For att ytterligare tydlige6ra malen och vad eleverna skall ha uppnitt
anges ocksa vilka kunskapskrav som eleverna behéver na. Till exempel
tar man upp tal och talens beteckning dir eleven skall ”... kunna
beskriva monster i enkla talféljder” (Skolverket, 2009, s. 6).

Milet handlar om att uppticka likheter, skillnader och samband
mellan tal i en enkel talféljd och beskriva ménster genom att fortsitta
enkla talféljder som till exempel 3 6 9 eller 205 200 195 190 samt 101
202 303 404. Att beskriva och fortsitta talféljder visar pa forstdelse
for aritmetisk regelbundenhet, ett uttryck fér god taluppfattning, Att
uppfatta monster och samband 4r en pre-algebraisk kompetens
(Skolverket, 2009, s. 16).

Da varken Skolverket eller Utbildningsdepartementet anger vilken
kunskapssyn liroplaner och kursplaner bygger pa finns olika tankar att
finna i litteraturen. Tholin (2006) menar att ’den nuvarande tanke-
konstruktionen i mycket hég grad bygger pa en kognitivistisk idé-
tradition, inte minst pid Piagets teorier om inlirning om att barns
utveckling sker 1 stadier eller steg” (ibid., s. 44). Svingby och Jénsson
(2007) uttrycker att:

Ramverkets teoretiska utgdngspunkter uttrycks via de ontologiska
och epistemologiska antaganden som uttrycks i ldroplaner, i
kursplaner och i forarbeten till liroplanen. Den numera
internationellt dominerade kunskapsteorin beskriver kunskap som
sociala konstruktioner... I betinkandet Skola for bildning uttrycks
denna syn genom att kunskapsbegreppet beskrivs med hjilp av fyra
delaspekter: Firdigheter, Forstielsekunskap, Fortrogenhetskunskap
och Faktakunskaper (ibid., s. 36).
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Enligt Wermelin (i Tholin, 2006), menar Ulf P. Lundgren att
skillnaden inte ligger i kunskapssynen mellan dagens liroplan och dess
foregingare. Istillet menar han att det finns en problematik i att dagens
liroplan i sig rymmer tvd olika kunskapssyner. Anledningen dr den
oenighet mellan grupper som fanns nir liroplan och betygssystem for-
mulerades. Liroplanen bygger pd att kunskap utvecklas i olika takt och
péa olika sitt. Den sker inte heller i klara steg. Betygssystemet 4 andra
sidan bygger pa en hierarkisk kunskapssyn (Tholin, 2006). Marton et al.
(1977) pratar istillet om en atomistisk kunskapssyn, dir delarna ar
fokuserade pa bekostnad av helheten. Kunskapssynen kinnetecknas av
att eleverna inhdmtar kunskap i sma delar. Tholin (2006) har funnit att
denna kunskapssyn finns representerad i lokala styrdokument dé vissa
skolor fokuserar pa enkelt mitbara aspekter.

MAL OCH BEDOMNING

Tydliga mil och kriterier dr problematiskt att striva efter om man inte
talar om vad eleverna skall kunna. Det riskerar att istillet handla om att
eleven skall kunna visa upp kunskaper som svarar mot kriterierna som
tagits fram for att virdera malen. For att erhalla kunskap om elevernas
lirande (erfaret lirandeobjekt) i en learning study gbrs ofta ett test av
elevernas kunskap efter den aktuella lektionen. Dessa test kan till viss del
jaimforas med ovan beskrivna eftersom de 4r till f6r att testa vad eleverna
lirt sig avseende lirandeobjektet. Vad som didremot skiljer dessa test mot
kriterier som virderar huruvida en elev natt malet, ér att lirandeobjektet
aldrig dr ett fast mal, utan dynamiskt i férhallande till elevgruppen.

En utgingspunkt f6r det nya provparadigmet (Korp, 2003) dr att
fokus fér kunskapsbedémning har vidgats fran betygssittning och
sortering till alternativa sitt att se pd bedémning. Hir skiljer man mellan
summativ och formativ bedémning (Scriven, 1991). Summativ bed6m-
ning sker till exempel i slutet av ett genomginget omrdde for att
kontrollera vad eleverna lirt sig (Biggs & Tang, 2007). Summativ
bedémning syftar dven till att differentiera elever inom utbildnings-
systemet da antalet kvalificerade s6kande till en utbildning Gverstiger
antalet platser samt ge underlag f6r jaimforelse av utbildningskvalité vid
olika skolor (Korp, 2003). Formativ bedémning avser sidan bedémning
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som dger rum i samband med undervisning och anvinds for att vigleda
denna men dven for att hjilpa eleven att gd vidare i sitt lirande. Vid
formativ bedémning dr en férutsittning att eleverna bedéms 1 for-
héllande till / forvdg formulerade mal eller kriterier” (Svingby & Joénsson,
2007, s. 22). D4 malen i liroplanen dr ospecifika finns en tendens att de
kunskapsmal liraren sjdlva arbetar fram inte kan bli annat dn summativa.

Den kritik som riktats mot lirande som en kvantitativ f6rindring, att
man efter en lektion kan mer 4n innan, har tagits upp av bland annat
Marton (Tholin, 20006). I detta arbete definieras lirandet istillet som att
det sker en kvalitativ f6rindring i det sitt pd vilket man uppfattar niagot,
det handlar om att forstd ett fenomen pa ett nytt sitt. Den form av test
som gérs 1 en learning study ér av formativ karaktir. Testen anvinds for
att erhdlla kunskap om en elevgrupps forstdelse av ett lirandeobjekt.
Denna forstdelse dr en ovirderlig resurs da den indikerar kritiska aspekter
1 den aktuella elevgruppen. Utan att underséka lirandeobjektet i den
aktuella elevgruppen dr det omdijligt att finna de kritiska aspekterna. Men
desto mer fOrfinad identifieringen av elevernas forstaelse av lirande-
objektet dr, ju mera framgangsrik kan undervisningssituationen bli fér
elevernas lirande.

LARANDEOBJEKT OCH KUNSKAPSMAL

Kunskapsmil och lirandeobjekt avspeglar skilda kunskapsuppfattningar.
I det forsta fallet blir kunskap liktydigt med att ha ndtt malen, en
maluppfyllelse. Det handlar inte lingre si mycket om vad eleverna skall
kunna, utan istillet att de skall nd mélen. Att nd malen likstills i manga
fall med att eleverna kan visa upp de kunskaper som svarar mot de
kriterier som tagits fram for att virdera maluppfyllelsen. Léwing (2004)
sdg hur lirarna i hennes studie uttryckte att malen med lektionen (som
kan férmodas vara kopplade till malen i kursplanen) beskrevs i form av
att nagot skulle g6ras, och inte i termer av vad eleverna skulle lira sig.

Milen beskrevs sisom ’jobba med volym’ och ’arbeta med brik och
procent’. I andra fall talade man bara om vilka sidor i boken eller
vilken stencil eleverna skulle arbeta med... Det sitt pa vilket ldrarna
ledde lektionen visade, i linje med malbeskrivningarna, att de var mer
fokuserade pi att eleverna skulle 16sa ett visst antal uppgifter ritt, in
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att de pa djupet skulle forstd de begrepp de arbetade med (ibid., s.
192).

I det andra fallet handlar det om att utveckla lirandeobjektet. Ett
lirandeobjekt dr dynamiskt och till skillnad frin ett kunskapsmal, fot-
dndras det over tid, under en lektion eller under learning study men
framforallt 1 relation till den aktuella elevgruppen. Ett kunskapsmal
refererar till malet, medan lirandeobjektet ocksd refererar till lirandets
villkor och utfall (Marton & Pang, 20006).

The object of learning and the far more common concept of the
learning objective is that whereas the latter refers to the goal, target,
or aim of learning, the former also refers to the conditions and
outcome of learning. The idea is to describe the goal, conditions and
result in commensutable terms (Ibid., 2000, s. 195).

En annan skillnad som féljer av skillnader i kunskapssynen ar att
undervisningen i det ena fallet syftar till att nd mélen, vilket leder till att
clevernas svar ses som ritt eller fel beroende pa om man nétt upp till
malen. Nir man arbetar med lirandeobjekt ér alla svar viktiga dd de sdger
nigot om elevernas forstielse av lirandeobjektet. Aven icke korrekta svar
ar till viss del korrekta eftersom de kan sdgas vara begynnelsen pa ett
lirande.

Skolverket (2008a) anger att vid bedémning av uppgifter som be-
handlar huvudrikning i addition och subtraktion kinnetecknas en ej
godtagbar 16sning av att “eleven kommer fram till sitt svar genom att
anvinda en felaktig och/eller en kranglig och tidsédande metod” (ibid., s.
11). Det innebdr att en elev som faktiskt kommit fram till ritt svar inte
fir poing eftersom han anvint sig av en felaktig metod att komma fram
till det ritta svaret. Metoden blir med en sidan tolkning mer betydelsefull
dn att 16sa uppgiften. Exemplet de anvinder for att visa pa en kringlig
och tids6dande strategi dr en uppgift dir eleverna uppmanas att rikna ut
74 + 13 och dessutom visa hur de riknat ut svaret. En elev som ritat upp
74 streck och sedan adderat dessa med ytterligare 13 uppritade streck
anses inte ha 16st uppgiften pd ett adekvat sitt, utan anvint sig av en
kringlig och tids6dande strategi. Det finns mer eller mindre fruktbara
strategier som gir att bygga vidare pa i framtiden. Det intressanta ir
snarare att fraga sig varfér denna elev anvinder sig av en kringlig och
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tidsédande strategi snarare dn att konstatera att eleven goér det. En
slutsats kan vara att eleven dnnu inte forstitt nigon mer fruktbar strategi
och dirfor fortfarande haller kvar vid en strategi som eleven forstar. Att
da ge denna elev fel for ett ri#t svar innebir att det i sjilva verket ér
elevens metodkinnedom som beddms, istillet for formagan att forstd
uppgiften pd ett sidant sitt att han kunnat 16sa uppgiften korrekt. Sett ur
denna studies teoretiska ramverk (variationsteorin) tolkas elevens svar
som att eleven troligtvis dnnu inte utvecklat en adekvat taluppfattning.
Liraren behover méjliggora for eleven att urskilja lirandeobjektet, vilket
fordrar att eleven ges mojlighet att urskilja dess kritiska aspekter.

Kunskapsmél och lirandeobjekt dr inte sepaterade entiteter utan
overlappar varandra. Ett kunskapsmal beskrivs i termer av innehdll och
ett processverb, till exempel “att kunna 16sa linjidra ekvationer med tva
obekanta”. I detta ryms bdde det direkta och indirekta lirandeobjektet. I
férhallande till ett kunskapsmal gar ett lirandeobjekt sedan steget lingre
genom identifiering av dess kritiska drag som den lirande maste ges
méjlighet att urskilja.

Under de senaste tio dren har det genomférts ett antal
variationsteoretiska studier med olika syfte, men gemensamt fér dem dr
att de utgick fran sambandet mellan undervisning och lirande. I samtliga
studier har de kritiska dragen av ett lirandeobjekt sokts, for att pa sa sitt
erbjuda eleverna bista mdjliga fOrutsittningar att utveckla sin unika
formiga. Ett flertal av dessa finns beskrivna 1 Marton & Mortis (2002)
men dven bland annat Bjurulfs (2008), Emanuelssons (2001), Kullbergs
(2009) och Runessons (1999) studier dr klassrumsstudier ddr variations-
teorin anvints som ett verktyg for att underséka det liranderum som
konstitueras.

VARIATIONSTEORETISKA STUDIER OCH LEARNING STUDY

Under 2000-2003 genomférdes ett antal learning studies (29) i Hong
Kong. Dessa syftade till att underséka méjligheterna f6r lirarna att i sin
undervisning ta hinsyn till individuella skillnader hos eleverna. Utgings-
punkt for studien var att se elevers olikheter som en tillgang istéllet for
ett pedagogiskt problem och man anvinde sig av tre typer av variation:
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1) Variation i elevernas forférstielse av lirandeobjektet (V1).
Utgangspunkten var att ta till vara de varierade idéer och forslag
i att hantera ett problem som férekom hos eleverna och anvinda
dessa som diskussionsunderlag i helklass.

2) Variation i ldrarnas sitt att hantera lirandeobjektet (V2).
Genom anvindande av learning study, togs kunskapen om
lirares skilda sdtt att undervisa om olika lirandeobjekt tillvara.

3) Att anvinda variation som ett pedagogiskt redskap (V3).
Genom variationsteorin gavs det mojlighet att urskilja vilka
aspekter som skulle varieras samtidigt och vilka som skulle hallas
invarianta.

Det visade sig att deltagande i learning study hade en positiv effekt pa
elevernas resultat generellt vid jimforelse med Ovriga elever i Hong
Kong (Hong Kong Attainment Test). En anledning som nidmns it att
forskningslektionerna hjalpte till att ta bort hindren f6r lirande och ut-
vecklade elevernas forstaelse av lirandet. Ytterligare en anledning som
lyfts fram 4r lirarnas utveckling och férméga att anvinda sig av
variationsteorin i sin undervisning (Lo et al., 2005).

Pang och Marton (2005) jaimforde i en studie tva grupper av erfarna
lirare som systematiskt arbetade tillsammans med samma lirandeobjekt.
Resultatet fran studien visar att den grupp lirare som anvinde sig av
variationsteorin var mer framgangsrik 4n den grupp lirare som inte
anvinde sig av en explicit teori. Om explicit anvindning av variation i
undervisningen dr nyckeln till urskiljning, kan den vara ett anvindbart
redskap for att planera undervisning si att lirandeobjektet framstills pa
ett speciellt sitt (Lo & Pong, 2005).

Gustavsson (2008) studerade hur lirare under en kompetens-
utvecklingsperiod tillsammans med forskare genomférde learning studies
(3). Fokus f6r denna studie ligger pa lirarna och hur de samtalar och
hanterar lirandeobjektet. Resultaten fran denna studie visar att dven om
lirarna initialt riktar sina samtal mot olika arrangemang, dndrar de
taimligen snabbt riktningen mot innehallet och lirandeobjektet. Aven om
studien inte primirt fokusera elevernas lirande indikerar resultaten att
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eleverna utvecklar sin férstaelse av lirandeobjektet i learning study 2 och
3.

Runesson och Kullberg (in press) beskriver ett antal genomférda
learning studies i skolimnet matematik. I en learning study behandlas
vinklar (Runesson, 2007). Lirandeobjektet beskrivs som férmagan att
urskilja en vinkel som 4r 180°, skilja en vinkel frin en icke-vinkel och se
att vinkelns storlek 4r oberoende av vinkelbenens lingd. Ytterligare en
annan studie som behandlar decimaltal beskrivs. Eleverna skulle utveckla
en forstielse for att det finns ett odndligt antal tal mellan tva decimaltal.
Bdda dessa studier visar att beroende péd vilka kritiska aspekter av
lirandeobjektet som liraren mojliggdr f6r eleverna att urskilja genom
variation av de kritiska aspekterna, Sppnar for olika moijligheter for

eleverna att lara.
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DEN EMPIRISKA STUDIEN

Forskningsmetoder 1 projekt som fokuserar lirande bygger pa hur man
tolkar kunskap, hur man lir, och synen pa undervisning. I tidigare kapitel
redogjordes for studiens teoretiska utgangspunkter och den teoretiska
begreppsstruktur som utgér det analysredskap med vilket jag analyserat
data. I detta kapitel beskrivs hur denna analys skett, men dven studiens
uppliggning och genomfdrande. Praxisnira forskning och learning study,
den metod som anvints i studien, diskuteras. Den anknytning till lesson
study och design experiment som learning study har kommer ocksa hir
att tydliggoras. Avslutningsvis diskuteras sidana fragor som har med
studiens kvalitet samt dess forskningsetiska aspekter att gora.

PRAXISNARA FORSKNING

Vetenskapsradets utbildningsvetenskapliga kommitté (UVK) valde be-
teckningen praxisnira forskning fér sidan forskning som bedrivs 1 nira
anslutning till den pedagogiska verksamheten (Carlgren, Josefson &
Liberg, 2003; SOU 2005:31). Avgorande f6r hur forskningen inom
omréadet bendmns dr avhingt det epistemologiska stillningstagandet och
forskatens roll (Levin, 2008).

Praxisnira forskning skiljer sig frin vedertagen akademisk forskning
da denna har ett nigot annorlunda syfte, tillvigagingssitt och forhal-
lande till praktiken. Ett av forskningens syfte dr att producera praktisk
kunskap och forstielse som kan underlitta for praktikerna. Kemmis
(2008) och Carr och Kemmis (1986) menar att praxisndra forskning inte
kan vara nagot annat dn forskning pd den egna praktiken som tar hinsyn
till alla inblandade deltagare.

Nir utbildningsvetenskapliga kommittén (UVK) dndrade namnet frin
praktiknira till praxisnira forskning var syftet dven hir att Sppna upp for
alternativa forskningstraditioner da praxisnira forskning bedrivs och
utvecklas i nira anslutning till den professionella verksamheten. Detta
kan dven tolkas som att praxisnira forskning innebir att man istillet for
att forska om ldrarna, forskar tillsammans med lirarna (Denscombe,
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2000; Tiller, 1999). Lirarna dr inte lingre objekt, utan medforskare vilket
i sin tur innebdr att det dr deras uppfattning av den egna praktiken som
granskas istillet for att den granskas genom ett filter av ndgon
utomstiende.

Kemmis (2008) menar att praktiken kan fOrstds antingen som
objektiv (utifrdn, utomstiende, observator), subjektiv (inifrin, del-
tagande), eller dialektisk, bdde subjektiv och objektiv. Att férstd praktiken
som subjektiv innebdr att man fokuserar pa personen eller personerna
som dr involverade, som de ser saker. Att forsta praktiken som objektiv
innebdr att man fokuserar praktiken si som andra uppfattar den.
Slutligen, som dialektal, vilket innebir ett f6rsék att forstd praktiken som
en 6msesidig konstitution med samband mellan utifrin och inifran samt
observatér och deltagande.

I denna studie innebir det att ldrarna bidrar med sina kunskaper om
til exempel insikter 1 elevernas kunskaper inom det aktuella
undervisningsomradet, samtidigt som forskarna bidrar med sina
kompetenser som till exempel en annan férstielse for hur eleverna kan
tinkas uppfatta lirandeobjektet, forskningslitteratur samt kunskap inom
teori och metod. Resultatet av praxisnira forskning kan for ldrarnas del
innebdra att deltagandet leder till Gkat professionellt kunnande och
forindringar. For forskarens del kan det leda till en djupare kunskap om
vilka fragestillningar som ir relevanta f6r praktiken (Rénnerman, 2004).

I ett praxisndra forskningsprojekt skall det inte ses som sjilvklart att
forskare med ldrarexamen ser skolan pd samma sitt som de ingdende
verksamma ldrarna. Forskarnas vistelse 1 en annan miljé kan ha férandrat
deras syn pa hur skolan som undervisningspraktik uppfattas (Holmqvist,
Gustavsson & Wernberg, 2007). Detta behover klargéras samtidigt som
den praxisnira forskaren bor vara lyhord infér lirarnas 6nskningar och
behov (Tiller, 1999).

Man brukar skilja mellan grundforskning och tillimpad forskning;
Den tllimpade forskningen fOrvintas utnyttja resultaten fran
grundforskningen. Marton (2005) besktiver hur “grundforskning drivs
av en strivan att oka vart vetande, praxisnira forskning drivs av en
stravan att forbdttra praxis” (ibid., s. 105). Eftersom grundforskning ir
teoretisk och praxis dr praktisk, behévs en teori om lirande och en
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skolpraktik for att forena dessa. Pasteurs kvadrant (figur 7) dir Stokes
(1997) gbr en distinktion mellan forskning f6r praktisk anvindning och
forskning for teoretisk férstaelse, kan sigas 16sa denna dikotomi. I detta
visar han att grundforskning savil som det han kallar anvindarinspirerad
forskning gar att férena.

Soker forskningen
praktisk anvindning?

NEJ JA
Ren grund- Anvgndar—
. inspirerad
JA forskning rundforsknin
Soker (Bohr) st &
. (Pasteur)
forskningen
teoretisk
forstielse Ren tillimpad
NE] forskning
(Edison)

Figur 7. Fyrfiltsmodell av forskning

Tidigare forskning med lirare som aktiva deltagare har visat sig fram-
gingsrik da man kunnat se en utveckling av individens egen forstielse av
lirande och undervisning (Reason & Bradbury, 2008; Zeichner &
Noftke, 2001).

DESIGN EXPERIMENT

Ann Brown och Allan Collins introducerade 1 bérjan av 1990-talet design
experiment, en form av experimentell metod. Enligt Brown (1992) och
Collins (1992) utvecklades design experiment med intentionen att utfora
forskning om utbildning samtidigt som man ville prova och forfina
designen av utbildning baserad pa teoretiska principer hirledda frin
tidigare forskning, Detta forfarande, progressiv forbittring av en design,
innebdr att man forst méste prova en version i verksamheten for att se
hur den fungerar. Direfter revideras designen flera ganger tills alla
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problem dr utredda (Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer, & Schauble, 2003;
Baumgartner et al., 2003). I arbetet med ett design experiment stills
teoretiska fragor om ldrande i praktiken samtidigt som avsikten dr att
torfina praktiken (Cobb et al.,, 2003; Kelly & Lesh, 2000; Kelly, Baek,
Lesh & Bannan-Ritland, 2008).

A design experiment is a form of interventionist research that creates
and evaluates novel conditions for learning. The desired outcomes
include new possibilities for educational practice and new insights on
the process of learning. Design experiments differ from most
educational research because they do not study what exists; they
study what could be (Schwartz, Chang & Martin, 2008, s. 47).

Di ett design experiment genomfors i praktiken finns det médnga
variabler som 4r omdjliga att kontrollera. Designforskaren férsoker
istillet sd noggrant som mojligt observera hur de olika delarna fungerar
tillsammans. Dessa observationer gor det nédvindigt att anvinda bade
kvalitativa och kvantitativa observationer. Om planeringen inte fungerar,
maste planeringsteamet inklusive ldrarna fundera péd olika méjligheter att
utveckla designen i praktiken. Dessa férindringar gérs varje ging man
uppticker ett problem. Nédr man férdndrar planeringen av en aspekt
miste man ocksd ta hdnsyn till hur vil férdndringen passar till andra
aspekter i designen (Collins, Joseph, & Bielalaczyk, 2004).

Design experiment visade sig bli populirt inom det utbildnings-
vetenskapliga omridet (Shavelson, Phillips, Towne, & Feuer, 2003). Dir-
emot stotte designforskarna pd hinder i den bredare forskningsvirlden.
Till en del berodde detta pa att de introducerade ett nytt metodologiskt
angreppssitt. I en av de forsta artiklarna som roérde design experiment
betraktade Collins (1992) sitt arbete som riktat mot en pedagogisk
design. Han diskuterade fragor som berdr skillnaden mellan analytiska
(naturliga) vetenskaper och designvetenskap. Avsikten med analytiska
vetenskaper menade han var att fOrstd hur fenomen i virlden kan
forklaras. Designvetenskapen har didremot som mal att bestimma hur
konstruerade produkter beter sig under olika omstindigheter (till
exempel flygplan, robotar och sa vidare). Han argumenterade for att en
designvetenskap for utbildning behévs ddr man underséker hur kon-
struktionen av olika lirandemiljéer paverkar beroende variabler i lirande
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och undervisning. Exempel pa beroende variabler dr hur lirare och
elevers attityd och motivation paverkas, hur hallbar designen ir efter att
studien har genomférts och forskaren limnat filtet och sa vidare
(Collins, 1992).

Design experiment genomférs i undervisningsmiljider med fokus pa
att kunna generalisera fran dessa miljéer f6r att utveckla designprocessen.
Collins (1992) menar att design experiment utgdr en egen nisch bland
alla olika experimentella metoder som finns nir det giller att utveckla
den pedagogiska praktiken.

LESSON STUDY

I Japan betraktas en lirare inte som firdigutbildad den dag han eller hon
avslutar sin utbildning, Istillet fortsitter man, som en naturlig del av sitt
arbete, att delta i en kontinuerlic kompetensutveckling. Den vanligast
térekommande typen av kompetensutveckling, Jugyou kenkyuu, kan
Oversittas med lesson study (Yoshida, 1999). Tanken bakom en lesson
study dr att det mest effektiva sittet for att utveckla undervisningen 4r att
gbra detta 1 den direkta klassrumspraktiken. I en lesson study som
genomfors 1 en skola arbetar grupper av lirare regelbundet tillsammans
under en ling petiod for att designa, genomfora, testa och ater genom-
fora lektioner. En japansk lirare berittade f6r Lewis och Tsuchida (1998)
att den hir typen av forskningslektioner virderas mycket hoégt och att
man kan finna dem i isolerade bergsbyar dir en skola totalt kanske har 20
elever. En annan lirare svarar pi frigan om varfér man genomf&r
forskningslektioner: ’1 don’t think there are any laws [requiring it]. But if
we didn’t do research lessons, we wouldn’t be teachers” (ibid., s. 14).

En lesson study cykel kan delas upp 1 olika steg och gingen kan
givetvis variera utifrdn var i Japan den genomfdrs. Stigler och Hiebert
(1999) ger exempel pa en process som de menar dr relativt typisk.
Grupperna brukar begrinsas till cirka sex lirare. Fokus under planerings-
métena 4r 1 férsta hand inte pd vilka metoder man skall anvinda utan
istillet hur man skall kunna utveckla elevernas forstielse av nédgot
specifikt.
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2)

3)

4

Definition av problemet. Lesson study kan ses som en problem-

l6sande process och dirfor bérjar lirarna med att definiera det
problem som skall styra deras kommande arbete. Problemet
definieras oftast utifrin nagot man funnit vara utmanande 1 den
egna praktiken.

Lektionsplanering. Nir problemet édr definierat méts man for att
bérja planera den kommande lektionen. Till sin hjilp har man da
litteratur i amnet och aven dokumentation frin andra skolor som
kanske arbetat med ett liknande problem. Nir lektionen ér
firdigplanerad presenteras den ofta for lirarkollegiet for att fa
den kritiskt granskad. Nér man tagit till sig kritiken och justerat
planeringen boérjar det bli dags att genomfora sjilva lektionen.

Forskningslektionen genomférs. En av de mer rutinerade
lirarna i gruppen genomfér lektionen i sin egen klass medan

Ovriga ldrare observerar vad som sker i klassrummet. Lektions-
planeringen 4r gemensam och hela gruppen har aktivt deltagit i
finjustering och forberett material infoér lektionen. For att under-
litta den efterkommande analysen idr det vanligt att lektionen
filmas. Dessutom fér de observerande lirarna ofta egna anteck-
ningar utifrin hur de uppfattar vad som sker i klassrummet.

Utvirdering och reflektion 6ver lektionen. Efter avslutad lektion

diskuteras fraigor om hur elevernas kunskap och forstielse av
lirandeobjektet hat férdndrats under lektionen och om eleverna
verkligen var intresserade eller bara deltog mekaniskt i lektionen.
Aven elevernas personliga utveckling diskuteras utifrin vad som
kravs for att lira. Till exempel behévs ett visst matt av ansvars-
tagande, forméga att lyssna och svara pa andras forslag, Prov
och elevarbeten kan svara pa vad eleverna behéver utveckla
medan forskningslektionen belyser hur detta skall kunna ut-
vecklas. Da alla lirarna varit delaktiga i planeringen av lektionen
ir en viktig aspekt 1 utvirderingen av lektionen att kritiken giller
lektionen och inte liraren. Kritiken giller d4 allas arbete, inte
endast den undervisande liraren. Detta dr ett viktigt pdpekande
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da fokus skiftar fran personlig utvirdering till en sjilvvirderande
aktivitet.

5) Revidering av lektionsplanen. En ny och forindrad lektion
planeras utifrin de missforstind och svarigheter som eleverna
visade i den forsta lektionen. Savil material som aktiviteter kan
férindras.

6) Genomférande av den reviderade lektionsplanen. Den revi-

derade lektionen genomfors 1 en annan klass, antingen av samma
lirare eller av en av de andra lirarna i gruppen. Vid den hir
lektionen har inbjudan inte sillan gatt ut till hela kollegiet pa
skolan. Detta kan innebira att det under lektionen finns fler
vuxna 4n elever i klasstummet.

7) Utvirdering och reflektion. Alla som bevistade lektionen ér in-

bjudna till denna utvirdering. En utomstiende expert kan ocksi
vara inbjuden for att ge sina kommentarer. Under diskussionen
ir det viktigt att alla deltagare forsoker lyfta diskussionen till en
mera generell niva vad giller lirande och undervisning,

8) Dela med sig av resultaten. Allt detta arbete fokuserar en enda

lektion och for att det som dessa lirare planerat och genomfort
skall kunna vara tillgingligt f6r personal pa andra skolor skrivs
en rapport. Hir berittas ingaende hur man planerat och revide-
rat lektionen. Lektionerna betraktas diremot inte som en firdig
produkt som kan Overforas till en annan skola och en annan
klass, utan man ser lektionerna som ett exempel pa hur man kan
arbeta utifran ett specifikt mal. Andra lirare kan anvinda dessa
exempel och beatbeta dem utifrdn sin egen klass.

Lirare som Lewis och Tsuchida intervjuade papekade ofta vilken
betydande roll forskningslektionerna hade haft i deras professionella
utveckling som lirare. De menade att kommentarerna frin andra lirare
som observerat deras undervisning hade hjilpt dem att bli varse moment
i deras egen undervisning som de kanske aldrig skulle ha upptickt sjilva.
Jamfoér man detta med den svenska skolan dr det fortfarande vildigt
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ovanligt att ldrare kritiskt observerar varandras undervisning, I Japan
virderas sjilvkritisk reflektion hogt och férmégan att se sina egna fel och
brister tas som ett tecken pia kompetens. Genom den gemensamma
lektionsplaneringen delar man dessutom kritiken med andra ldrare. En
japansk lirare uttryckte sin syn pd samarbetet med sina kollegor som att
”It’s not so much what happens in the research lesson itself that makes
it successful or unsuccessful. It is what you learned working with your
colleagues on the way there” (Lewis, 2002, s. 34).

LEARNING STUDY

Learning study dr en metod for forskning och en modell for larar-
fortbildning®. I en learning study 4r det lirandet, inte lektionen, som dr i
fokus. Learning study har stora likheter med lesson study (Stiegler &
Hiebert, 1999; Yoshida, 1999) och design experiment (Brown, 1992;
Collins, 1992). Till skillnad frin en lesson study dr en learning study
liksom ett design experiment baserad pd en specifik teoretisk utgangs-
punkt och undersékningen utvirderas systematiskt. Med detta menas
inte att en lesson study skulle vara teorilés. Alla handlingar, alla lektions-
planeringar en ldrare gor, har en mening f6r dem som grundar sig pi
nigot de tror pa vad giller undervisning. All praxis dodljer en implicit
teorl. Om man som lirare klir denna teori med ord, formulerar varfor
man handlar som man handlar infér eleverna, har de yrkesverksamma en
praktisk teori. Denna praktiska teori kan grundas pd sivil praktiska
erfarenheter som vetenskaplig teori (Handal och Lauvas, 2000).

I en learning study kartliggs elevernas forstaelse av lirandeobjektet
(den specifika formiga eleverna skall ges mdijlighet att utveckla) fore
lektionerna och jaimférs med den forstielse av lirandeobjektet de upp-
visar efterdt. I detta arbete genomfdrdes test och intervjuer. Tidigare
forskning (se t.ex. Jacobs, Franke Carpenter, Levi & Battey, 2007;
Carpenter, Fennema, Peterson, Chiang & Loef, 1989) visar att lirarnas

5 I detta arbete har learning study anvinds som metod vid genomférande av
forskningsstudien. Att distinktionen mellan metod och modell indd gors beror
pé att arbetet med learning study i skolpraktiken inte skall blandas samman med
en metod for undervisning,
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professionella utveckling 6kar om man utgar frin elevernas kunskaper
inom det aktuella omradet.

I genomférande av design experiment édr det forskaren som “dger”
teorin och utformandet av undersékningen. Diremot i likhet med en
lesson study arbetar forskare och lirare gemensamt i en learning study.

In a learning study, teachers are expected to use the framework as a
tool and a resource and to set up the design themselves. They are also
expected to use the framework in the implementation of the design
and in their interaction with the students to help them make sense
and use of what the students say and then to choose how to respond.
Hence, as with a lesson study, the teachers are the designers. The
researcher’s role is merely to assist the teachers in the appropriation
of the framework to be used (Marton & Pang, 2000, s. 1906).

Fokus i en learning study ér lirandeobjektet och hur kritiska aspekter
i lirandeobjektet kommer till uttryck under en lektion genom det
variationsmonster som konstitueras beroende pd vilka aspekter som
varierar eller halls invarianta. Nir det till exempel giller att lira eleverna
klockan visar en studie (Wernberg & Holmgqvist, 2005; Wernberg, 2006)
att forhallandet mellan tim- och minutvisare var en kritisk aspekt for
forstdelsen i den aktuella elevgruppen. Hur dessa kritiska aspekter
presenteras i form av val av undervisningsmetod dr underordnat. Det
innebdr att om man som ldrare skall lira eleverna att forstd skillnaden
mellan tim- och minutvisare, miste man bestimma om dessa skall
presenteras var for sig eller samtidigt. Oavsett om man viljer den ena
eller andra formen kan man anvinda sig av olika arbetssitt men det blir 1
detta sammanhang inte den avgérande skillnaden, eftersom skillnaden
bestir i hur man viljer att erbjuda eleverna de olika delarna av lirande-
objektet, forstielse for foérhallandet mellan tim- och minutvisare.

De olika stegen i en learning study ér vanligtvis:

1) Liérarna viljer ett avgrinsat lirandeobjekt som skall utgbra
underlag f6r kommande lektioner. Lirandeobjektet viljs utifrin
lirarnas tidigare erfarenheter.

2) Analys av kritiska aspekter av lirandeobjektet sker med hjilp av
studier av elevernas tidigare kunnande som tydliggjorts genom
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3)

4

5)

0)

7)

)

9)

nigon form av kartliggning (test, intervjuer etc.). Detta
kombineras med studier av amnesdidaktisk karaktir och lirarnas
tidigare erfarenheter av att undervisa om lirandeobjektet.

Lirare och forskare planerar gemensamt en lektion med en teori
om lirande som grund.

Den planerade forskningslektionen genomférs utifran den
gemensamma planeringen i elevgrupp A av en av ldrarna i
gruppen. Lektionen videofilmas.

Den genomférda forskningslektionen analyseras av lirare och
forskare. Underlag for analysen édr resultatet pd eftertest i
anslutning till forskningslektionen 1 jimforelse med test genom-
fort fore forskningslektionen i forhallande till lektionsinnehallet.

Planering av lektion B dd ovan nimnda analys utgér underlag
for omarbetning och foérbittring av lektionsplaneringen.

Den planerade forskningslektionen genomfdrs i elevgrupp B av
en av ldrarna i gruppen. Lektionen videofilmas.

Som tidigare analyseras den genomfdrda forskningslektionen,
och en ny forskningslektion C planeras.

Den planerade forskningslektionen genomfdrs i elevgrupp C av
en av ldrarna i gruppen. Lektionen videofilmas.

10) Som tidigare analyseras den genomférda forskningslektionen.

11) Ett fordrojt eftertest genomférs i vissa fall en tid efter

lektionernas genomférande for att se om den utvecklade for-
midgan finns kvar och méjligtviss dven har utvecklats ytterligare.

Efter avslutad studie sammanfattas och dokumenteras densamma

(Gustavsson & Wernberg, 2006; Holmqvist, Gustavsson & Wernberg,
2008; Holmqvist & Nilsson, 2005; Marton, 2005; Wernberg, 2008).
Syftet med en learning study ar att utveckla elevernas lirande genom

att identifiera vad som krivs for att eleverna i den aktuella elevgruppen

skall utveckla sin forstdelse av lirandeobjektet.
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STUDIENS UPPLAGNING OCH DESIGN

Studien genomférdes enligt den ovan beskrivna learning study-modellen.
Avsikten var att studera lirandeobjektets gestaltning 1 elevgrupperna i de
tre genomforda studierna, fOr att synliggdra hur ett lirandeobjekt skiljer
sig frdn mer statiskt formulerade kunskapsmal av generell karaktir. Den
timligen komplexa férvandling som en ldrare, i samverkan med sin elev-
grupp, maste gora for att transformera ett kunskapsmal till ett verkligt
lirandeobjekt i undervisningssituationer beskrivs genom de tre learning
studies som ingdr i denna avhandling. Att ta sig an och analysera data
som denna studie bygger pd utifrin en variationsteoretisk utgangspunkt,
innebdr att vissa aspekter (innehallsrelaterade) fokuseras medan andra
(t.ex. sociala faktorer, monster av interaktion) limnas ofokuserade.

Datainsamlingen genomférdes under en tidsrymd av ett och ett halvt
ar och under denna tid triffades lirare (fem vid den forsta studien och
tre till fyra vid den andra studien och tre vid den tredje studien) frin
samma skola och en eller tvd forskare fran hogskolan vid tjugo tillfillen.
Vid ett tillfille deltog ytterligare en i projektet ingdende forskare. Dess-
utom var ldrarna nirvarande vid en storforeldsning om variationsteorin.
Aven elevernas resultat pa for- och eftertest i direkt anslutning till
lektionerna samt fordréjt eftertest har analyserats. (Se bilaga 1 f6r en mer
detaljerad beskrivning av genomférandet.)

Tva alderssammanhallna klasser deltog i den aktuella studien. I
genomforandet av lektionerna var de tva klasserna uppdelade 1 tre
likvirdiga grupper 1 foérhéllande till deras uppvisade forkunskaper av det
aktuella lirandeobjektet i kartliggningen. Varje elevgrupp var med om en
lektion, antingen A, B eller C (figur 8).

Eleverna gick 1 drskurs 3 nir studien inleddes och under andra och
tredje studien gick de i arskurs 4. Samtliga deltagande elevers uppfattning
av lirandeobjektet redovisas skriftligt savil fére som efter lektionerna.
Redovisningarna bygger pa den typ av prov som eleverna sedan tidigare
hade erfarenheter av och utarbetades i samrdd med deltagande ldrare.
Resultaten har anvints fOr att se om och i sa fall hur behandlingen av
lirandeobjektet kan kopplas till elevernas resultat. Faktorer som klass-
rumsmiljé, etnicitet och genus har betydelse och det dr naturligtvis av
vikt att ocksd undersbka dessa. 1 denna studie dr dessa dock ej
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fokuserade eftersom det dr behandlingen av lirandets innehall som ér i
fokus.

Klass A Klass B 1. Fore lektionen

2. Forskningslektion

Klass A Klass B 3. Efter lektionen

Figur 8. Flédesschema 6ver hur eleverna var uppdelade under lektionerna

PLANERINGS- OCH ANALYSMOTE

Lirare och forskare triffades for planering av kommande lektioner och
analys av genomférda lektioner. Métesplatsen var i ldrarnas skola och
dgde rum antingen i olika klassrum eller i ett grupprum. En uttalad
intention var att alla skulle delta i m&tena som likvirdiga medlemmar.
Att bedéma ldrarnas kinsla av likvirdigt deltagande 1 métena 4dr svart att
gbra da denna friga aldrig stilldes till dem. Vad som kan sdgas ir att
lararna uttryckte sina dsikter om det som diskuterades. Da viss kunskap
riskerar att gd forlorad dd endast anteckningar fOrs, gjordes ett initialt
Overvigande av den praktiska nytta att spela in samtliga méten pd band.
Vid det allra f6rsta motet mellan forskare och lirare informerades
lirarna om forskningsprojektet, variationsteorin och om learning study-
modellen. Fére den forsta lektionen 1 varje delstudie triffades gruppen
for att diskutera teoretiskt perspektiv och metod, samt for att planera
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lektionerna. De videofilmade lektionerna analyserades forst av oss
forskare och direfter genomfordes ett analys- och planeringsméte till-
sammans med ldrarna. Videoinspelningen av foéregdende lektion studera-
des f6rst och lirarna gavs mojlighet att beskriva hur lektionen iscensatts.
Elevresultaten pa gruppniva fran for- och eftertestet fanns ocksd som
underlag for analys och planering av nistkommande lektion. Efter den
sista lektionen i varje learning study triffades gruppen for att analysera
lektionen, men ocksd for att utvdrdera hela studien. Infér varje ny
learning study var det ldrarna som bestimde vilket lirandeobjekt som
skulle fokuseras under tre lektioner. Didaktisk litteratur om lirande-
objektet fanns att tilled i vatierande omfattning. Vid det sista motet fore
forsta lektionen och vid planeringsmétena mellan lektionerna gjordes en
detaljerad gemensam lektionsplanering didr man 4ven diskuterade de olika
sitt man kunde forestilla sig att eleverna skulle respondera da lirande-
objektet introducerades f6r dem.

VIDEOINSPELNING AV LEKTIONER

Di strivan dr att finga en sa autentisk situation som mdjligt spelades
samtliga lektioner in pa video. Med videoteknikens hjilp kan en lektion
dokumenteras och lirare och elevers lirandesituationer kan i efterhand
analyseras. De videoinspelade lektionerna kan spelas upp och samma
lektion, eller del av lektion, kan aterses om och om igen. Videoinspelade
lektioner utgér ocksa en moijlighet for forskaren att séka nya infalls-
vinklar, och att utifran olika fokus s6ka efter monster av variation.

I anslutning till lektionerna monterades en digital videokamera upp,
och som backup anvindes ocksa en analog videokamera. En mikrofon
placerades centralt i rummet f6r att finga upp elevernas samtal. Denna
kopplades till den digitala kameran. Liraren utrustades dven med en si
kallad mygga, som ocksd kopplades till den digitala kameran. Ytterligare
en separat bandspelare per tva elever placerades ut fOr att finga upp
elevernas diskussioner. Eleverna i studien visade varierande intresse for
videoinspelningen i anslutning till att de sdg kameran. Samtliga elever
hade blivit filmade tidigare. Under lektionen hade de kameran vid sidan
och de flesta verkade glémma bort att de blev filmade. Med kamerans

hjilp kan man vilja sitt fokus och dirmed ocksid gora avvigningar
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gillande vad som skall inkluderas eller exkluderas vid inspelningen.
Under lektionen foljdes i frimsta hand ldrarens gorande. Video-
filmningen innebar att det var liraren som var i fokus och endast
begrinsade delar av elevernas arbete dokumenterades. Alla utom en
larare uttryckte sig vara bekvima med att bli filmade.

Att anvinda videokameran som ett redskap for att dokumentera
lektionerna fungerade bra. Den mikrofon som liraren bar registrerade
bide hennes samtal med eleverna och elevsvaren nir hon stod intill den
hon talade med. Den mikrofon som placerades i mitten av rummet
fangade de flesta elevers tal. Vid nagra tillfillen fick inspelningen fran de
extra bandspelarna anvindas fOr att finga vad de elever som satt lingt
fran mikrofonen sade.

ELEVERNAS RESULTAT

Elevernas forstielse av det valda lirandeobjektet understktes fére och
efter lektionerna. For att finga lirandeobjektets kritiska aspekter i den
aktuella elevgruppen gjordes en kartliggning av elevernas forférstdelse
av lirandeobjektet (i learning study 1 var detta samma som fértestet).
Ytterligare ett £f6rdrdjt eftertest gjordes efter cirka atta veckor (learning
study 1) respektive fyra veckor (learning study 2 och 3). Utformningen av
testen gjordes i samma stil som de prov eleverna var vana vid i det
ordinarie skolarbetet, och i samarbete med lirarna. Vid den forsta ge-
mensamma analysen med lirarna var fokus péd resultatet pd gruppnivi
mellan £6r- och eftertest, kopplat till lirandeobjektets behandling under
lektionen. Vid den senare och ytterligare férdjupade analysen som
genomférdes efter varje learning study var fokus dven pé individniva.

Elevernas resultat pa testen redovisas med angivande av medelvirde
och standardavvikelse. Det totala antalet elever i varje lektion var f6r lagt
varfér ndgon form av signifikansprévning ej ansigs meningsfull.
Elevernas resultat redovisas pa gruppniva.

ELEVINTERVJUER

I learning study 1 genomférdes intervjuer med nio elever. Dessa elever
blev utvalda baserat pd de svar de uppvisat i fértestet. Det var tvé elever
med ett hogt resultat, tva elever med ett medelresultat, tvd elever med ett
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ligt resultat och ytterligare tre elever med ett resultat pa nigon uppgift
som ansags som svértolkat av forskare F1. Intervjuerna genomférdes i
ett grupprum péd skolan. En analog videokamera som filmade hela
intervjun var uppmonterad i rummet. Eleverna blev intervjuade en och
en och fore varje intervju informerades eleverna om syftet med
intervjun. En intervjusituation ir inte att likstalla med ett samtal. Det ér
intervjuaren som bestimmer vilka frigor som skall behandlas, vilka svar
som folj upp etc. (Kvale, 1997). Intervjun var “strukturerad” (Patton,
1990) till sin karaktir dd fokus var pa fortestet och eleven var ombedd att
beritta hur han eller hon tinkt om innehéllet nir testet genomfordes.
Eleverna uppmanades att berdtta hur de resonerat och att vi inte skulle
diskutera huruvida de gjort ritt eller fel. Fraigorna och uppmaningarna
foljdes upp genom att eleverna uppmanades att férklara och precisera.

D4 syftet med intervjuerna var att forséka fi en forstielse f6r hur
eleverna resonerat da de 19st vissa uppgifter pa fortestet transkriberades
inte intervjuerna, utan dessa har bearbetats genom analys av video-
filmerna. Det var elevernas sitt att forklara hur de resonerat nir de 19st
uppgiften som var 1 fokus for analysen. Att dessa intervjuer blev video-
filmade istillet f6r inspelade pa band, beror pd att bandspelaren endast
fingar upp ljud och inte hur eleverna pekar och berittar nir de forklarar
hur de 16st en uppgift. Kvaliteter som en videoinspelning fingar och som
annars varit nodvindiga att anteckna. Nu kunde istillet all upp-
mirksamhet fokuseras pd intervjun med eleven.

URVAL AV DELTAGARE

Ar 2001 genomférdes en forstudie dir tre skolor och totalt 7 lirare fran
tre olika kommuner med elever i arskurs 2 ingick (Holmgqvist, 2001).
Urvalet av skolor grundade sig pd att de skulle vara likvirdiga och
samtliga 4r beligna pa landsbygden eller i mindre samhillen. Den nu
medverkande skolan deltog i férstudien och nir projektet som ligger till
grund for denna studie inleddes gick eleverna i drskurs tre. De tva ldrare
som ingatt 1 forstudien tillfrdgades tillsammans med 6vriga lirare pa
skolan om deltagande i projektet. Férutom dessa tva ldrare erholls
ytterligare tre lirare frin skolan som da undervisade elever i arskurs 6
men skulle ta 6ver de deltagande eleverna i drskurs 4. Yttetligare en
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lirare, som pa grund av férildraledighet inte deltog i learning study 1 och
3, deltog i learning study 2.

Totalt medverkade 32 elever i arskurs 3, och sedermera 33 elever i
arskurs 4 (learning study 2 och 3) i studien. I forsta studien deltog totalt
15 flickor och 17 pojkar och i andra och tredje studien deltog totalt 16
flickor och 17 pojkar. Uppdelningen mellan pojkar och flickor har inte
beaktas i resultatredovisningen, dven om det dr mojligt att separera de
bida gruppernas resultat. Nigon information om elevernas familje-
férhallande eller annan bakgrundsinformation har inte samlats in.

BORTFALL

En av lirarna som ingick i férstudien fick en annan tjdnst efter det att
learning study 1 var genomfoérd. Yttetligare en ldrare som deltagit i
learning study 1 foll bort pa grund av forildraledighet. Under learning
study 2 deltog ytterligare en ldrare vid tre tillfdllen P4 grund av forildra-
ledighet deltog hon inte i learning study 1 och 3. Under learning study 2
och 3 var en av de undervisande lirarna borta vid ett planeringstillfille pa
grund av sjukdom. Detsamma intriffade med en av de andra ldrarna i
learning study 3. (Se bilaga 2 f6r en Gversikt.)

Av de elever som deltagit i studien redovisas endast resultat frin de
elever som deltagit vid samtliga datainsamlingstillfillen, det vill siga tre
testtillfillen och en forskningslektion.

Vid forsta studien fungerade inte inspelningen vid fyra tillfillen
(planering av lektion 1A, analys av lektion 1A och planering av lektion
1B, analys av lektion 1B och planering av lektion 1C, analys av lektion
1C). Eftersom vi utgick fran att bandinspelningarna utgjorde insamlings-
metod férdes inte anteckningar pa detaljnivd. D4 studiens fokus dess-
utom inte dr hur lirare resonerar om undervisning utan pa vilket sitt
lirandeobjektet behandlas i klassrummet dr detta av underordnad bety-
delse.

ANALYS

Den slutliga och mer omfattande analysen av materialet grundar sig pa
lirandeobjektets samtliga tre uppenbarelseformer, det vill siga det
intentionella, det iscensatta och det erfarna. Det innebir att data som
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ligger till grund for studien dr lektionens mer statiska mél, det vill sdga
lektionsplanen (i det intentionella lirandeobjektet inryms dven kunskaps-
mdl men i en mer detaljerad form genom att dess kritiska aspekter i en
aktuell elevgrupp identifierats) samt videoinspelningar av lektionerna och
elevernas resultat pd for- och eftertesten. I detta arbete har strdvan varit
att skapa en distans till materialet for att fa syn pa de tillfillen nér olika
aspekter av lirandeobjektet fokuseras och varieras i framforallt under-
visningen, men dven sekundirt hur lirandeobjektet beskrivs i lektions-
planeringen. Nir man tolkar material av detta slag dr det viktigt att man
analyserar materialet ett flertal ginger, varje ging ur en ny aspekt och
utgdende fran dittills vunna erfarenheter. De enskilda lektionerna har
under studiens gdng analyserats i ett antal olika steg. Samtliga lektioner
har analyserats direkt efter lektionen av mig och ytterligare en forskare
(F2). Direfter har jag, tillsammans med lirargruppen, analyserat den
genomforda lektionen med utgangspunkt i den initiala analysen for att se
om lirarnas erfarande 6verensstimmer med forskarnas analys eller tillfér
andra aspekter. Vid tre tillfillen deltog dven forskare F2 i dessa moten.
Den totala forskargruppen (sju forskare) har vid ndgot enstaka tillfille
analyserat delar av lektionsinspelningarna.

Uppmirksamheten i analysen av lektionerna riktas mot det monster
av variation som uppstar 1 en lektion. En aspekt kan inte urskiljas utan
variation betriffande aspekten, enligt variationsteorin. Det ménster av
variation som ldraren skapar under en lektion dr ddrfér avgbrande for
vad eleverna har moijlighet att urskilja. Eleverna kan urskilja en aspekt av
lirandeobjektet i kontrast till en tidigare lektion eller en situation utanfor
undervisningen. I detta arbete dr det de monster av vatiation i lirande-
objektets gestaltning fore, under och efter lektionen som kommer att tas
i beaktande vid analys av materialet.

Samtliga lektioner videofilmades och filmerna lades direfter in i
Transanas analysprogram (http://www.transana.org) i vilket ocksd
lektionerna transkriberades. Transkriberingen dr ordagrann med upprep-
ningar och hummanden inkluderade. Diremot pratar naturligtvis vare sig
larare eller elever med interpunktion. Var meningar bérjar och slutar och
de inskrivna kommatecknen har sdledes jag tillfért. Detta kan péaverka
den tolkning som ldsaren gor av texten men samtidigt gjordes valet att
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texten blev mer ldsarvinlig da dessa interpunktioner tillférdes.
Videoinspelningarna och utskrifterna av lektionerna lig till grund for
analysen och genom detta gavs méjlighet till distans och ocksa till ett
utifranperspektiv pd materialet. Analysen gjordes genom att utskrifterna
inledningsvis listes igenom ett flertal ganger i sin helhet for att ge en
helhetsbild av lektionen, samtidigt som de inspelade filmerna ater
spelades upp. Direfter s6ktes och markerades utsagor som visade pa
lirandeobjektets behandling. Yttetlicare genomlisningar och upp-
spelning av film gjordes utifrin vilka dimensioner av variation som
presenterades av lidrare och elever, och vilka aspekter som framstod som
kritiska for att eleverna skulle ha mdjlighet att urskilja och utveckla sin
forstdelse i lirandeobjektet.

Hela den analytiska processen kan ses som en pendling mellan delar
och helhet, mellan individ- och gruppnivd och mellan olika typer av data-
material  (lektionsplaneringar, videoinspelningar, bandinspelningar,
intervjuer och test). Fokus for analysen har hela tiden varit forsknings-
tragan bur lirandeobjektet framtrider och forandras.

FORSKNINGSETIK

En viktig egenskap i en vetenskaplig studie dr uppvisande av god etik.
”Nir man forskar om minniskor ... finns det alltid en etisk dimension 1
relationen mellan forskaren och de utforskade” (s. 67, Eriksson &
Minsson, 1991). Som forskare maste jag ta stillning till vilket ansvar jag
har f6r dem som det forskas om. Jag maste se vilket syfte som
forskningen tjanar och bedéma de metodiska frigorna utifrin hur nira
forskningen gir in péd individens enskilda intresse. Studiens uppliggning
Overensstimmer med Vetenskapsradets forskningsetiska principer
(2002). Nir det giller hantering av den information som bildar underlag
for denna studie utgor integritetsprincipen en viktig del. Skolledate och
lirare fick skriftlic och muntlig information om forskningsprojektets
syfte. Milsmin och elever informerades genom ett skriftligt brev (bilaga
2). Malsminnen fick direfter limna sitt skriftliga medgivande for sina
barns deltagande vid de videoinspelade lektionerna. Namnet pa skolan
har inte skrivits ut och deltagande lirare och elevers namn har fingerats.
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Ett dilemma vid studier som denna dr att lirare som tar del av denna
text kan kidnna igen sig sjilva och sina kolleger trots att namnen har
fingerats. For lirarna kan det till exempel betyda att den beskrivning och
analys som presenteras kan upplevas som negativ eller med en kinsla av
att bli kritiserad. Det finns ocksa en mdijlighet att ldrarna ser deltagandet
som positivt fér den egna professionella utvecklingen dd den kan ha
bidragit till sjilvreflektion och 6kad sjilvtorstdelse hos lirarna.

Ett etiskt problem idr spriket vid transkriberingen. Nir ldrare och
elever kommunicerar anvinder de ett talsprak. Skulle exakt vad liraren
och eleverna sdger skrivas, skulle det bade bli ofullstindig svenska, och
dialektala ord skulle synas. Istillet har det de siger fordndrats till ett
adekvat skriftsprak. Nir ldraren siger “assa, vilka tal e de da” skriver jag
istallet 7alltsd, vilka tal 4r det dar”. Jag har stridvat efter att ha balans
mellan intonation och uttal, utan att dndra pa kommunikationens inne-
héll. Min intention har ddrmed varit att behdlla talsprikets karaktir med
upprepningar, stakningar och felsdgningar. Dessutom har avsikten hela
tiden varit att si precist som mojligt forsoka dterge exakta forhallanden
under lektionen.

TROVARDIGHET

Nir resultat av empiriska undersdkningar utvirderas aktualiseras frigor
om resultatens reliabilitet och validitet. Hur dessa frigor behandlas ir
avhingt av inom vilken forskningsram den aktuella studien sker. Denna
studie har en kvalitativ karaktir och tar sitt avstamp i variationsteorin.
Nir det giller en studies validitet handlar det om hur vil empiri, analys
och slutsatser kan anses trovirdiga utifrin vedertagna metoder av hur
man till exempel gér sitt urval (Lather, 2001). Det finns inget rétt sitt att
genomfdra praxisnira forskning pd, utan anvindaren stir istillet infor en
mingd val att ta stillning till vid genomférandet. En nyckel till kvalitén i
arbetet dr dd att pa ett tydligt sitt beskriva de val man gjort (Kvale, 1997;
Reason & Bradbury, 2008). Zeichner och Noftke (2001) menar att det
inom praxisnira forskning dr bittre att anvdnda termen trovirdighet
istallet £6r validitet dd trovirdighet pa ett bittre sitt fingar behovet av att
inom praxisnira forskning styrka dess pastidende i relation till praktiken,
det vill siga ge en sd korrekt bild av det som studeras som mojligt.
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Nirvaron av en observatér och forekomsten av mikrofoner, band-
spelare och videokamera kan ha péverkat trovirdigheten. Videokameran
bedémdes som ndédvindig for att 1 efterhand kunna analyser vad som
skedde under lektionen. Léwing (2004) beskriver hur hon upplevde
skillnaden i att kunna analysera en lektion i efterhand:

En intressant erfarenhet var den stora skillnaden i kvalitet som vi
som observatorer upplevde nir vi diskuterade och bedémde en
lektion direkt efter observationen jimfért med den uppfattning vi
fick efter att ha analyserat samma lektion efter transkriberingen. Efter
minga 4rs tjdnstgdring som metodiklirare trodde vi oss kunna
bedéma en lektions kvalitet genom att observera undervisnings-
processen. Detta visade sig senatre vara alltfér optimistiskt (Lowing,
2004, s. 148).

Transkriberingen av de videoinspelade lektionerna 4r en annan maojlig
felkilla. Kvalitén pa de inspelade filmerna tillsammans med ljudbanden
var emellertid tydliga nog och det ir f4 ord som fallit bort.

ARBETSFORDELNING

Studien genomférdes som en del 1 ett storre projekt (Holmgqvist, 2002). 1
detta projekt deltog férutom tvd andra forskare frin Hogskolan
Kristianstad, dven en grupp forskare frin Goteborgs Universitet. Totalt
genomfdrdes det 18 learning studies inom projektets ram. Som tidigare
nimnts var jag under den fOrsta datainsamlingsperioden i forsknings-
projektet anstilld som projektassistent (40 %), medan jag under den
andra och tredje datainsamlingsperioden i projektet var anstilld som
doktorand (80 %).

Overgripande delar, som malformuleringar for studien, planering av
genomfdrande, val av teori (variationsteorin) och metod fér genom-
térande (learning study), var redan vid mitt pabdrjade avhandlingsarbete
bestimt och fanns beskrivet i forskningsansdkan (Holmqvist, 2002). Att
gd in 1 ett projekt som formulerats av andra kan vara problematiskt.
Redan innan jag bestimde mig for att delta i projektet var jag insatt i
bide teori och metod. Att delta i ett forskningsprojekt har jag inte
upplevt som ett hinder, utan snarare som en tillgang. Jag hade dessutom
haft férmédnen att bistd vid insamlingen av empiriskt underlag i ett
pilotprojekt. Min insats bestod i att filma tva lektioner, en i matematik
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(behandlade olika vikter) och en i svenska (bechandlade forstielsen for
rim).

Bearbetning av materialet i denna studie har huvudsakligen gjorts av
mig, men dven de medverkande lirarna har genom sitt deltagande
paverkat studiens resultat. Att genomfora en learning study tillsammans
med verksamma ldrare innebdr att man som forskare maste vara lyhord
tor alla deltagares forslag och funderingar. Det dr lirarna som skall
genomfora de gemensamt planerade lektionerna och de behdver kidnna
att de 7dger” lektionerna. Jag som forskare har under hela arbetet haft
olika férslag pa bade tinkbara lirandeobjekt men 4dven hur dessa
innehallsligt skulle kunna behandlas under lektionen. Under hela
genomférandet av learning study 1, 2 och 3 har min intention varit att
komma med forslag och vicka tankar men inte att bestimma vad som
skall gbras. En ndgot problematisk situation dd jag som forskare vid ett
antal tillfille har fatt st tillbaka.

Den analys som gjordes mellan lektionerna och som ligger till grund
for de revideringar som genomfordes har skett tillsammans med ldrarna,
men dven tillsammans med forskare F2, och vid ett tillfdlle dven forskare
F3. Forskare F2 medverkade dven i storre utstrickning vid planering av
learning study 1 di jag vid tidpunkten fér datainsamlingen var projekt-
assistent.
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STUDIENS RESULTAT

Den empiri som hir redovisas har sin grund i projektet Lirandets
pedagogik. Avsikten med studien angavs i projektansékan och var upp-
delad i tvd faser. Den férsta delen innebar att ldrarna successivt skulle
introduceras 1 projektets upplidggning och idéer. Successivt skulle
variationsteorin, den teori som utgjorde projektets teoretiska ramverk
introduceras. 1 projektplanen (Holmgqvist, 2002) anges att variations-
teorin var lirarnas lirandeobjekt. Analys och resultat angavs gilla de
skilda sitt som lirarna behandlade undervisningsinnehéllet pa, det vill
sdga hur det lirandeobjekt som konstituerades var beskaffat. Avsikten
var ocksd att studera relationen mellan vad ldrarna planerade (intentio-
nellt lirandeobjektet), vad eleverna erbjods att lira (iscensatt lirande-
objektet) och vad de lirde sig (erfaret lirandeobjekt). Det andra steget i
analysen angavs syfta till att utveckla en modell f6r fortbildning av ldrare.
Analysen av detta steg fokuserar det sitt pd vilket ldrarna har f6rstdtt och
anvint de teoretiska redskap som var kritiska for ldrares lirande. I denna
studie 4r det lirandeobjektets behandling som fokuseras. De slutsatser
som dras i den deskriptiva delen dr, om inget annat anges, lirarnas och
forskarnas gemensamma slutsatser, medan de sammanfattande analy-
serna av de tre studierna ir gjorda av mig;

Till varje delstudie redovisas dven utvalda och fér den hir studien
relevanta resultat av de tre lirandeobjekt som studien behandlar. Urvalet
av amnesdidaktiska studier har skett utifrin vad som wvarit sdrskilt
betydelsefullt f6r de empiriska studierna i avhandlingen, vilket innebdr att
dessa avsnitt inte gér ansprak pa att vara en heltickande genomging av
den didaktiska forskningen av de ldrandeobjekt som fokuseras.
Matematikdidaktisk forskning har sitt ursprung i psykologin och
filosofin, och som eget forskningsfalt dr det ett relativt ungt omréide. Det
var forst 1 slutet av 1970-talet som internationella konferenser och
tidskrifter kom till stind. Trots detta dr det idag ett omfattande
forskningsfilt (Schoenfeld, 2002).
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Tabell 2. Oversikt 6ver de olika lirandeobjekten i de tre genomférda studierna och dess identifierade

kritiska aspekter

Learning study 1
(tre lektioner, arskurs 3)

Learning study 2
(tre lektioner, arskurs 4)

Learning study 3
(tre lektioner, arskurs 4)

Lirandeobjekt

Utveckla elevernas
férmaga att:

Usskilja tidsskillnader.

Avrunda tal ritt och att
urskilja nér det dr
limpligt att avrunda ett
tal.

Urskilja likhetstecknet
som en relationellt
(statiskt).

Kritiska aspekter

Att forsta timvisarens
och minutvisarens
placering i férhallande
till varandra. Forsta
timvisarens betydelse
for att avlisa klockan.

Att fOrstd regler for
avrundning,

Att i ett ssmmanhang
urskilja nér det dr
limpligt att avrunda
liksom nar det 4r
oldmpligt att avrunda.

Att fOrsta att vinster
och hoger led ir
uttryck f6r samma
kvantitet. Att forstd
betydelsen av
termernas ordning vid
addition och
subtraktion.
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LEARNING STUDY 1

Studien inleddes med tre planeringsméten fére den forsta lektionen.
Lirarna kinde inte till teori eller metod nir de accepterade att delta i
projektet. Vid det férsta gemensamma planeringsmotet introducerade en
av forskarna (F2), i enlighet med projektplanen, mycket kortfattat savil
teori, variationsteorin, som metod, learning study. Lirarna erholl dess-
utom utdrag ur tva bocker (Carlgren & Marton, 2001, kap. 8 och Marton
& Booth, 2000, kap. 7 och 8) som de kunde lisa som férberedelse infor
kommande planering. Under métet definierades lirandeobjektet fér den
torsta studien. Under det andra planeringsmotet planerades innehillet i
fortestet och genomférande av intervjuer med en del elever. Det tredje
och sista métet anvindes fOr att mer i detalj planera lektionen och da
utifrin ett forsék att fokusera lektionsinnehillet och identifiering av
lirandeobjektets kritiska aspekter.

LARANDEOBJEKT 1

Vid forsta planeringstillfillet foreslog lirarna att det kunde vara limpligt
att behandla tidsskillnader. Man resonerade kring fragor kopplade till vad
eleverna pd gruppniva hade svidrigheter med. Lirarna hade i sin under-
visning erfarit att eleverna uppvisat svirigheter att avldsa tidsskillnader
mellan tvd klockslag. Eleverna svarade ofta med en timme f6r mycket
eller £6r lite och ldrarna férstod inte riktigt vad det berodde pa.

Louise:  Det vi gor nu det ricker inte till, det marker vi ju. Det 4r manga
som har jattesvart.

Nir vi vid andra triffen diskuterade lirandeobjektet, hade en ldrare
uppmirksammat att en enligt henne duktig elev i arskurs 6 gjort fel pa en
uppgift da han avldst 6.30 som 7.30. Detta fick oss att komma 6verens
om att dven genomfora fortestet 1 drskurs 6. Pé sa sitt skulle vi kunna se
vilka svarigheter som kvarstir i senare alder. Vi kom dven fram till att
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forskare F1 skulle intervjua ett antal elever dd det kan vara svirt att i ett
skriftligt test fa fram hur eleverna resonerar da de 19ser uppgifterna.

De hypotetiskt identifierade kritiska aspekterna utifrin ldrarnas
uppfattning av elevernas forstielse av lirandeobjektet var visarnas olika
lingd och placering av tim- och minutvisare i férhéllande till varandra. Vi
enades om att fértestet skulle borja med avlisning av klockan, rita in tim-
och minutvisare pa bestimda klockslag och sedan tidsskillnader. Svirig-
hetsgraden 1 uppgifterna skulle Okas successivt for att mojliggbra
forstdelsen av elevernas uppfattning av lirandeobjektet. For att se
huruvida digital tid kontra analog tid var problematisk skulle dven ndgon
uppgift med digital tid finnas med. Lirarna hade uppfattningen att det
kunde vara pd grund av den digitala tid som dterfinns i till exempel
tidningstablaer och digitalklockor, som méjligen gjorde att forstielsen f6r
tidsskillnader var problematisk. Testet skulle avslutas med nagon be-
nimnd uppgift. Utifrin ldrarnas kunskaper och olika material (Fryklund,
Johansson & Soderstrom, 1995; Rockstrom, 1999a, 1999b) konstruerade
forskare F1 testet genom att sammanstilla ett antal uppgifter frin
etablerade test. Vi kom gemensamt fram till att for- och eftertest skulle
vara likvirdiga vad gillde svérighetsgraden. Skillnaden var andra
klockslag men svarighetsgraden skulle vara densamma. Eftersom
eleverna inte visade ndgra svirigheter nir det gillde att rikna ut
tidsskillnader i en textuppgift, togs dessa bort frin eftertestet. Anled-
ningen till att testen var nistan identiska berodde pa en uppfattning att
det annars skulle vara svart att jimfora elevernas resultat. I efterhand sag
vi att for- och eftertestet var alldeles f6r omfattande, vilket fick oss att
gbra ett kortare fordrojt eftertest som enbart fokuserade de frigor som
var aktuella for lirandeobjektet, det vill siga det som definierats som
kritiskt f6r elevernas lirande (bilaga 4). For att kunna jimféra de tre
testen valdes uppgifter pd for- och eftertestet (bilaga 5) som motsvarade
uppgifterna i det férdréjda eftertestet. Det dr ocksd dessa uppgifter som
tas 1 beaktande vid redovisning av resultat. For att pa bista sdtt sidkerstilla
att de utvalda uppgifterna inte ger ett vilseledande resultat, har alla
uppgifter frin for- och eftertestet jimfoérts med det fordréjda eftertestet.
Direfter har de uppgifter valts ut fran f6r- och eftertestet, som innehalls-
missigt Gverensstimmer med fordrojda eftertestet.
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Vid analys av foértest och intervjuer framkom att de svérigheter som
eleverna i arskurs 3 uppvisade, kvarstod hos eleverna i arskurs 6, dock
inte i textuppgiften. Resultatet frain béda skoldren visade att en kritisk
aspekt for att fOrsta avldsning av klockan 4r att kunna urskilja betydelsen
av tim- och minutvisarens placering i férhillande till varandra, nigot som
dven framkom vid intervjuerna. I uppgiften dir eleverna skulle visa att
klockan 4r 3.15, genom att rita in visarna i en klocka utan visare, svarade
eleverna vid intervjun att det inte spelade nigon roll om minutvisaren
hamnade fére eller efter timvisaren. Aven i uppgiften dir de skulle lisa av
klockan (6.35) blev det tydligt att eleverna inte hade urskilt betydelsen av
tim- och minutvisarens placering vid avlisning av klockan. En elev
svarade att klockan var fem Gver halv sex och att man kunde se detta
eftersom timvisaren hade gatt férbi sexan. En annan svarade att han
forst avldste minutvisaren som var fem 6ver halv. Sedan tittade han pd
timvisaren och sig att den var 6ver sex, vilket gav fem 6ver halv sex. Vid
planering av fOrtestet menade lirarna att det inte behdvde finnas
uppgifter som behandlade avlisning av klockan, eller att rita in visare pé
bestimt klockslag i tomma klockor. Eleverna hade tidigare arbetat med
detta och lirarna var av den uppfattningen att detta var nigot som
eleverna kunde. Forskare F1 och F2 argumenterade f6r hur det kunde
vara en fordel att inleda testet med enkel avldsning av klockan med en
successiv Okning av svérighetsgraden for att sedan 6vergi till avldsning av
tidsskillnader mellan tvd klockslag som dven de Okade i svirighetsgrad.
Vid analys av fortestet kunde vi se att eleverna uppvisade svarigheter att
avldsa klockan. Framforallt da tim- och minutvisaren stod nira varandra.
Om en elev avldser klockan felaktigt resulterar detta i att tidsskillnaden
mellan tva klockslag blir felaktig. Denna nya insikt kring elevers forstdelse
av klockan ledde till att gruppen dndrade sin férestillning om elevernas
kunskaper om klockan. Det verkade snarare som att det var elevernas
felaktiga avlisning av klockan, dn problem med att rdkna ut tidsskillnader
som ledde till att eleverna angav fel tidsskillnad mellan tvé klockslag, Man
insag att lektionen behévde behandla forstdelsen foér tim- och minut-
visarens betydelse for avldsning av klockan. Vid analys av fortestet
framkom att de yngre eleverna inte spontant anvinde digital tid medan
eleverna i drskurs 6 var mer bendgna att géra det. Eleverna i arskurs 6
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svarade till exempel oftare med digital tid i de uppgifter i fértestet dér
eleverna var ombedda att skriftligt tala om hur mycket klockan wvar.
Lirarna hade vid utformandet av fortestet gett uttryck fOr att
anvindande av digitala klockor och avldsning av digital tid férsvarat for
clevernas forstielse av tidsskillnader. Da eleverna inte uppvisade
skillnader i behandling av digital tid och inte heller spontant anvinde sig
av det, bestimde man sig for att inte behandla digital tid under lektionen.

KLOCKAN

Utifran sokningar i olika databaser (till exempel ERIC och Academic
search) har forskning inom det aktuella dmnesomradet visat sig vara
begrinsad. Forskning kring barn och elevers forstaelse av begreppet tid
som en subjektiv upplevelse dr desto rikligare (se t.ex. Hartsmar, 2001;
Piaget, 1969; Westlund, 1998).

Tid dr en svarbegriplig storhet som dr svar att mita. Delar av mit-
instrumentet 4r i stindig rorelse och storheten som skall mitas dr osynlig
och kan inte konkretiseras som andra storheter. Den tid som behandlas
hir 4r relativ tid (en tidsrymd) eller en absolut tid (ett bestimt klockslag)
och dr snarare férbundna med objektiva kriterier till skillnad frin en
subjektiv upplevelse av tiden.

Monroe, Orme och Eriksson (2002) och dven Grauberg (1998)
hivdar att lira sig klockan handlar om mycket mer édn siffror och antal.
En svarighet de tar upp dr problematiken att konkretisera vid behandling
av klockan eftersom tid varken kan ses eller réras vid, utan endast upp-
levas och mitas indirekt med hjilp av klockor eller andra tidshjilpmedel.
Eleverna maste istillet utveckla begrepp om vad tid ir.
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LEKTION 1ATILL1C

Tabellen nedan (tabell 3) visar det 6vergripande innehdll och den struktur

som lektionerna i learning study 1 bestod aw.

Tabell 3. Overgtipande innehall och struktur i learning study 1

Lektion 1A

Lektion 1B

Lektion 1C

Eleverna undersoker
fritt visarna pa
klockorna

Eleverna undersoker
visarna pé klockorna

Liraren visar en OH-
bild p4 en klocka med
en felaktigt instilld
timvisatre

Samma som lektion A

Samma som lektion A
och B

Liraren fragar eleverna
om olika klockslag som
hon stillt in, f6rst pa
OH-klocka och sedan
pa

demonstrationsklocka

Samma som lektion A

Liraren fragar eleverna
om olika klockslag pa
en klocka med endast
timvisare

Eleverna fir stilla in
olika tider pa
elevklockorna®

Eleverna far stilla in
olika tider. En elev har
en elevklocka medan
den andra har en riktig
klocka

Samma som lektion B

Liraren ber eleverna
rikna ut hur ling tid
det har gatt mellan tva
olika klockslag

Samma som lektion A

Samma som lektion A
och B

PLANERING LEKTION 1A

Vi diskuterade 1 grova drag en undervisningsplan (det intentionella
lirandeobjektet) som de tvd undervisande lirarna gemensamt skulle

¢ En klocka dir visarna ej r6r sig i forhallande till varandra, utan maste f6r hand
flyttas en och en.
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detaljplanera. En lektionsplan faststilldes, dir malet med undervisningen
tydliggjordes och lirandeobjektet definierades i relation till den aktuella
elevgruppen. Eleverna skulle forst fi undersoka en riktig klocka och
fundera pa fragan — vad hinder med visarna nir du skruvar pa klockan?
Liraren skulle sedan stilla en overheadklocka med visarna felaktigt
instillda pa till exempel 5.30 genom att sitta timvisaren pa fem och
minutvisaren pd sex och sedan be eleverna att stilla sina klockor likadant
(¢j mojligt). Tanken med detta forfarande var att eleverna skulle ges
mojlighet att erfara betydelsen av timvisarens placering genom
kontrastering av hur timvisaren inte kan std 1 férhallande till hur den skall
std nir klockan dr 5.30. Detta baserades pd analysen av hur eleverna
sjdlva gjort dd de ritade in timvisare i fOrtestet, det vill siga under-
visningen skulle starta utifrin elevernas perspektiv. Ett lirandeobjekt dr
dynamiskt i den meningen att det definieras i den elevgrupp som iar
aktuell f6r undervisningen. Direfter skulle liraren fortsdtta genom att
lyfta fram aspekterna kvart i, kvart 6ver, fem i halv, fem 6ver halv och sa
vidate. Eleverna skulle sedan komma fram och stilla overheadklockan pa
olika klockslag. Den riktiga klockan skulle hela tiden anvindas som facit.
Sedan skulle man anvinda tvi demonstrationsklockor som stilldes pa
olika klockslag och eleverna skulle ange hur ling tid det hade gitt mellan
dessa tva klockslag, Liraren skulle friga eleverna hur de har resonerat
och eleverna skulle i beritta om sina strategier. Vi fOrvintade oss att
eleverna skulle anvinda sig av olika strategier och att det hir skulle ges
mojlighet att lyfta fram olika sitt att 16sa samma uppgift.

LEKTION 1A

Det iscensatta lirandeobjektet inleddes med att gestaltas genom att
eleverna fir undersoka klockorna. Liraren och eleverna behandlare dven
de olika visarna pd klockorna, deras olika lingd, placering och rorelse.
Detta gbrs utan att man i samtalet lyfter frigor som till exempel hur de
olika visarna ror sig i forhallande till varandra. En elev berittar for
liraren att han fitt tandstillning varpa liraren frigar honom vad klockan
var di. Eleven svarar tre minuter 6ver fem. Liraren ber da alla elever att
stilla sina klockor pd tre minuter éver fem. Da det endast ér ett exempel
som diskuteras erbjuds eleverna inte att urskilja ndgot variationsmonster.
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Lena:
Klara:

Lena:

Axel:
Lena:

[.]

Lena:

Elever:

Lena:

Hikan:

Lena:

Hanna:

Lena:

Tobias:

Lena:

Ida:

Nir ni skulle sitta klockan pa tre minuter Gver fem var
hamnade den linga visaren da, Klara?

Ahm, pa dhm tvi minuter hm eller jo pa 4hm tre minuter dver
ihm tolv.

Den skall alltsd tre minuter f6rbi tolvan, da tar vi den linge
visaren hir ocksi drar vi den tre minuter, sa, 4r hon tre minuter
6ver fem nu? [Liraren stiller undervisningsklockan]|. Miste jag
indra ndgot mer? Vad miste jag mer dndra Axel?

Den lille visaren pa femman.

Den skall std pd femman, precis pa femman? Vi tittar. [Liraren
dndrar undervisningsklockan|. Nu far vi dra ménga varv, ser ni
hur fort den stora snurrat?

Nu star den ju precis pa femman, dr det bra nu dé?

Nej [fran ett par elever].

Vad skall jag da g6ra, Hikan?

Flytta minutvisaren tre minuter. [Léraren flyttar klockan].

En, tva, tre. Stir fortfarande timvisaren precis pa femman?
Hanna.

Ne;j.

Nej, det gor den inte, inte riktigt, den har flyttat sig lite lite lite
lite lite forbi, fér det dr bara nir den dr ddr rakt upp dir
[Lararen stiller klockan pd prick fem] som den stir precis mitt
p4, si fort den ror sig lite Gver sa flyttar sig dven timvisaren lite
grann, det dr inte mycket men lite. Men om vi nu nir ni nu
undersokte era klockor vad var det ni upptickte? Vad upptickte
du Tobias?

Att dh, att den minutvisaren nir den r0r sig sa flyttar timvisaren
ocksa sig lite lite sa.

Precis som vi sa hir, titta, den r6r sig sd fort sd det ser vi tydligt
[Undervisningsklockan] titta riktigt noga pd den lilla timvisaren
[drar runt visarna pd undervisningsklockan] stimmer det som
Tobias sa? [Manga elever svarar ja] Idar?

Ja.

En erbjuden variation i minutvisarens placering i foérhallande till

timvisarens placering kunde mdijliggjort f6r eleverna att urskilja

forhallandet mellan placeringen av tim- och minutvisaren. Hade till

exempel ldraren gatt vidare genom att visa timvisarens placering da

klockan dr hel och kvart 6ver vid olika klockslag, hade eleverna givits
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méjlighet att urskilja relationen mellan visarna dd minutvisaren halls
konstant till tva olika placeringar medan timvisaren varierar’.

Liraren visar sedan en klocka pa overheadapparaten som var instilld
med minutvisaren pd sexan och timvisaren pd dttan (se bild 1).

Bild 1. En OH-bild p4d en klocka med tim- och minutvisare felaktigt instillda i férhallande till

varandra

Tanken var att eleverna skulle ges mojlighet att urskilja timvisarens
betydelse for avldsning av klockan. En del elever ger uttryck £6r hur det
nistan gir och en elev menar att det beror pa att lirarens klocka inte dr
likadan som de klockor som eleverna har, utan mer som klockan pi
viggen (en stor klocka). En elev svarar att det beror pd att om minut-
visaren stir pa sex si maste timvisaren vara mellan sjuan och dttan.
Liraren berittar hir fér eleverna hur timvisaren maste std mellan tva
klockslag vid halv och endast kan vara pd tolvan nir det dr hel timme. De

7 Under en lektion har ldraren att ta stillning till manga olika faktorer, och detta
exempel och de som féljer skall inte tolkas som kritik mot ldrarnas sitt att
hantera amnesinnehéllet, utan visar pa ett alternativt sitt att behandla innehéllet
utifrdn ett variationsteoretiskt perspektiv samt hur lirandeobjektet forindras
under lektionens gang.
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pratar dven om var timvisaren mdste std nir klockan ér kvart i och fem i
itta. Vid planering av lektionen (det intentionella lirandeobjektet) var
tanken att ldraren skulle visa tim- och minutvisarens placering i for-
héllande till varandra vid givna klockslag, till exempel genom att halla
klocktimmen konstant. 1 det iscensatta lirandeobjektet blev tim- och
minutvisarna inte fokuserade i férhdllande till varandra och det varia-
tionsmonster som eleverna ges méjlighet att urskilja verkar inte vara
tillrickligt fOr att f4 dem att urskilja de kritiska aspekterna. Detta visar sig
1 ndsta moment da ldraren 6vergir till att friga eleverna om olika klock-
slag som hon stiller in pa undervisningsklockan. Eleverna visar att de
inte urskilt timvisarens placering.

Lena: Kvart 6ver sju, och var har timvisaren hamnat Fabian nir
klockan blev kvart ver sju?

Fabian: Pa attan, eller sjuan.

Lena: Ar den p4 sjuan?

Fabian:  Ne;j.

Lena: Var dr den da?

Fabian: ~ Den dr nistan pi sjuan.

Liraren stiller klockan pd olika klockslag, till exempel tio Gver tre,
kvart 1 sex, tjugo i dtta och sd vidare, vilket innebdr att det iscensatta
lirandeobjektet erbjuder eleverna att urskilja bada visarna men fokus blir
pd minutvisaren. Det intentionella lirandeobjektet var att eleverna skulle
ges mojlighet att urskilja hur tim- och minutvisarna #r sig i forballande til]
varandra. Nir eleverna sedan arbetar tva och tvd med att stélla in olika
tider (9.30, 1.45 och 7.15) pi elevklockorna, gar liraren runt och
korrigerar.

Lena: Hur var det nu med timvisaren, nir minutvisaren var halv var
skall timvisaren vara da? [Till Fabian].
Fabian: Ohétrbart

Lena: Den har gitt precis halva varvet och di har den ocksa bara
gatt?

Fabian: Dit.

Lena: Ja, precis.

Lena: Det dr den, den skall upp dir ocksa ja, halv tio [Till Ivar].
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Lena: Mm, om vi skall riktigt riktigt petiga sa skall den vara mitt
emellan f6r den har gitt ett halvt varv va, och da hamnar den ju
dir f6r sedan sa ndrmar den ju sig.

Lena: Mm, tror du att timvisaren har hunnit si lingt pd en kvart? Det
tror inte jag, jag tror att, ja sa ja. [Till Ida som édndrar sin
klockal.

Lena: Det ser jittebra ut. [Till Joakim].

Lena: Mm, nir klockan dr kvart 6ver sju Fabian, vad har, vilken
timme har den varit pa fér en stund sedan?

Fabian: Den timmen [pekar pa sin klockal.

Lena: Nir den dr kvart 6ver sju, sitt klockan pa sju forst, sd, nu star

den pa sju, ocksd gir det en kvart, dd hann den, ocksa hann den
forbi dir ja precis.

Lena: Nistan, ser du det att du har nistan fitt den dnda fram pa
mitten dir, hinner den s langt pd en kvart timvisaren? [Till Ivar
som ldraren limnar utan svar].

I denna sekvens berittar liraren for eleverna hur visarna skall std. Det
blir ett korrekt svar som fokuseras och inte varfér visarna stir som de
g6r 1 férhallande till varandra.

Avslutande episoden i lektionen dr tidsskillnader. Liraren tar da hjilp
av de bada undervisningsklockorna som hon stiller in péd olika klockslag.
Hon ber eleverna beritta vilken tid hon har stillt in pa respektive klocka,
och sedan hur lang tid det har gitt mellan de tva klockslagen. Eleverna
tar férutom att beritta hur ling tid det har gitt, dven beritta hur de kom
fram till sitt svar. Det iscensatta lirandeobjektet dndrar nu gestalt fran att
ha erbjudit eleverna att frstd vad som krivs for att avlisa klockan till att
berdkna tidsskillnader. Man kan sdga att en kritisk aspekt for att kunna
berikna tidsskillnader ar att avlasa klockan korrekt, medan det ir en
kritisk aspekt att kdnna till relationen mellan tim- och minutvisaren foér
att kunna avlisa klovkan korrekt. Genom att liraren dessutom uppmanar
eleverna att beritta hur de kommit fram till ritt svar Sppnar liraren upp
fér en wvariation av olika strategier att l6sa samma uppgift pa. En
dimension av variation avseende timvisarens betydelse f&r avldsning av
klockan dven vid tidsskillnader dppnas upp. Nir tidsskillnaden ér liten,
till exempel ej 6ver hel timme, eller hela timmar, visar eleverna att de kan
urskilja hur lang tid det har férflutit. Férutom vid hela timmar urskiljer
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de minutvisaren forst, och sedan timvisaren. Vid tidsskillnader 6ver hel
timme visar eleverna att de har svarigheter att avldsa hur ling tid det har
gatt. Eleverna avliser 1 manga fall visarna var for sig och i vilken ordning
detta gbrs har stor betydelse for deras fOrstdelse, vilket innebdr att den
forsta lektionen identifierade kritiska aspekter, genom studier av det
iscensatta lirandeobjektet, som inte identifierats nir det intentionella
lirandeobjektet beskrevs.

[Eleverna dr ombedda att rdkna ut tidsskillnaden mellan elva och fyrtiofem

och tretton och trettio]

Hanna:  Réknat férst hela timmar.

Lena: Du riknar férst dom hela timmarna ocksa skall vi dd komma sa
nira den tiden som moijligt, da gor vi det [liraren visar pa
undervisningsklockan] da gir det en hel timme, vad ér klockan

da?
Hanna: Mm, kvart i ett.
Lena: Kvart i ett, da har det gitt en hel timme, vill man kan man ju

anteckna [liraren skriver 1 timme pa tavlan] man kan ju skriva
timmar och minuter, dd sitter vi ett streck for att det har gitt
en timme, skall det bli fler hela timmar?

Hanna: Mm.

Lena: Vad sa du?

Hanna: En.

Lena: Di drar jag den en timme, vad 4r klockan da?
Hanna: Kvart i tva.

Lena: Kunde vi ta den sa langt?

Hanna:  Nej.

Ovanstdende utdrag visar att eleven ej har urskilt hur tim- och
minutvisarna forhaller sig till varandra. Hon urskiljer visarna var for sig
och tar forst hur méinga timmar det gar och sedan hur méinga minuter,
utan att ta i beaktande att timvisaren vid hennes sitt att resonera har gatt
en timme for lingt. Genom att de kritiska aspekterna av lirandeobjektet
enbart kan s6kas empiriskt i den aktuella elevgruppen blir lirande-
objektet olika for olika elevgrupper. I de elevgrupper dir det finns
kunskap om forhallandet mellan tim- och minutvisaren blir denna aspekt
inte kritisk for lirandet. I utdraget nedan uttrycker tvé elever hur de vid
avldsning av klockan urskiljer bidde tim- och minutvisaren samtidigt, och
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tor dem 4dr inte denna aspekt kritisk eftersom de redan lirt sig detta
forhallande.

98

[Eleverna dr ombedda att rdkna ut tidsskillnaden mellan kvart éver tre och

halv fem)].

Anita: Jag tinkte att dhm, dér att eftersom klockan var Gver tre sd blev
det ju bara tva timmar fram till sex, sedan riknar man bara fram
det.

Lena: Nu skall vi se om jag hingde med, men det dr sidkert ett jttebra
resonemang. Du sa att hon var ju Gver tre.

Anita: Mm, si det blev inte tre timmar.

Lena: Det kunde inte bli tre timmar fram till sex nej, f6r hade jag haft

den dir uppe och hon hade blivit sex, det hade gitt tre timmar.
Anita: Mm.

Lena: Mm, di visste du alltsa att det var?

Anita: Tva timmat.

Lena: Att det var tva timmar, hur gjorde du sedan dé for att ta reda pa
resten?

Anita: Sedan riknade jag bara fram femton minuter.

Lena: Du tinkte tvd timmar framit, alltsd kvart Gver tre [Liraren visar

pé undervisningsklockan| kvart 6ver fyra och kvart 6ver fem,
ocksa hade du en kvart kvar.

Anita: Mm.

Lena: Ar det ndgon som tinkte pi nigot annat sitt, eller gjorde ni si
allihopa, att ni tog reda pa liksom hur manga timmar var det
forst, for det var ju det, forst bestimde sig Amanda f6r att det
kunde inte vara tre timmar och di testade hon med tvd och
sedan sig hon hur méinga minuter som var 6ver, hur gjorde du
Idar

Ida: Ja, forst sa tinkte jag si att ja, sd tinkte jag sa att tre plus tre det
ar ju sex, sa blev det tre timmar d4, sd tinkte jag att ja men dd
blir ju klockan halv sju, si prova jag med tva timmar si snurra

runt.

Lena: Jaha, sd prova du med tva timmar och nir du vil hade kollat
timmarna s tog du?

Ida: Minuterna.



ANALYS AV LEKTION 1A OCH PLANERING AV LEKTION 1B

I enlighet med variationsteorins antagande dr det i undervisningen det
lirandeobjektets iscensatta monster av varierade och invarianta aspekter
som avgdr vad eleverna har mojlighet att lira, det vill sdga vilket det
erfarna lirandeobjektet dr (resultatet). Genom hela lektionen var det 1
stort sett samma variationsmonster som eleverna gavs mojlighet att
urskilja dven om lirandeobjektets gestaltning skiftade (tabell 4).

Tabell 4. Variationsmonster i lektion 1A. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter

Moment Timvisaren Minutvisaren Verbalt
uttryck
Eleverna undersoker
klockorna
OH-bild pa en klocka v v i
Olika klockslag pa
. v v %
demonstrationsklocka
Eleverna stiller in olika
. v v v
tider
Tidsskillnader v v v

Under lektionen varierar bide tim- och minutvisaren och eleverna har
inte givits mojlighet att urskilja ldrandeobjektets kritiska aspekter.
Resultatet fran for- och eftertest (tabell 5) tyder pa att eleverna i viss man
har utvecklat sin forstielse av lirandeobjektet, dock inte i1 den ut-
strickning som varit intentionen.

Vid analys av lektion 1A (det iscensatta lirandeobjektet) betraktades
bdde det intentionella och det erfarna lirandeobjektet (det vill siga bade
vad som varit planerat och vad som eleverna lirt sig) och vi kunde se att
eleverna inte givits mojlighet att erfara de kritiska aspekterna dd det varit
tor stor variation av klockslag. Nir eleverna under lektion 1A skulle ges
mojlighet att urskilja den kritiska aspekten tim- och minutvisarens forhal-
lande, varierade bade tim- och minutvisare vilket troligtvis forsvarade for
eleverna att urskilja férhallandet.
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Tabell 5. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) f6r eleverna som deltog i

lektion 1A. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen

Lektion 1A (n=10)

F E1l
1. Hur mycket dr klockan? o o
635 (F, E1) 50 % 60 %
2. Hur mycket dr klockan? 0 0
7.30 (), 12.30 (E1) 100 % 100 %
3. Rita in visarna pa klockan. o o
9.30 (F), 6.30 E1) 0% 0%
4. Rita in visarna pa klockan. o o
1.45 (F), 9.45 (E1) 0% 0%
5. Hur lang tid har det gatt? 40 % 55%
Medelvirde 48 % 62 %
Standardavvikelse 2,1 3,6

Forslag pa justering till nista lektion (det vill siga det intentionella
lirandeobjektet i lektion B) fran forskarna blev dé att hilla minutvisaren
konstant och lita timvisaten variera. Ldrarna var Gverens om att detta
skulle vara en mdjlighet for att fi eleverna att uppmirksamma
timvisarens betydelse for avldsning av klockan. Vidare enades man om
att ge eleverna tydligare instruktioner om att de skulle underséka hur
visarna forhdller sig till varandra. I planeringen av lektionen var tanken
att eleverna skulle ges méjlighet att erfara hur visarna maste std i kontrast
till hur de inte kan std, men detta moment uteblev. For att ytterligare
belysa visarnas placering skulle man 1 momentet dér eleverna arbetade
tva och tva, lita en elev ha elevklocka och den andra en riktig klocka.
Eleverna skulle uppmanas att jimféra sina klockor och pé sa sitt ges
mojlighet att urskilja visarnas placering. Om eleverna inte placerade
visarna likadant skulle liraren frdga varfér det blivit olika istillet for att
korrigera. Det teoretiska antagandet som f6ljer av variationsteorin
innebdr att fOr att veta vad ndgot dr, maste man ocksa veta vad nagot inze
ar. Om ldraren fragat eleverna om varfér de till exempel stillt timvisaren
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mot 9 vid 9.30 hade detta kunnat Sppna upp f6r en dimension av
variation avseende timvisarens placering. I lektion 1A korrigerade ldraren
eleverna vilket inte ledde till nagon diskussion av visarnas placering och
inte heller 6ppnade upp f6r nagon variation.

LEKTION 1B

De forindringar som skedde av det iscensatta lirandeobjektet i lektion
1B var i momentet dir eleverna arbetade i pat. En elev anvinde sig av en
elevklocka for att stilla in olika tider som liraren sade, medan den andra
eleven arbetade med en riktig klocka. Fokus var att fa eleverna att upp-
mirksamma visarnas placering i relation till varandra.

Utdraget visar en sekvens dé eleverna dr ombedda att stilla sina klockor pa

tio Gver tva].
Louise: Mm, Lotta och Linnea, hade ni samma?
Lotta: Bara att hon hade stillt den [timvisaren] lite innan.

Louise:  Den var, hade den, var den mitt pd tvdan?

Lotta: otydligt

Louise:  Du hade mitt, hade satt den [timvisaren] innan tvaan?

Linnea:  Ja.

Louise:  Jaha, kan man ha det? Det gir nog inte va, f6r da blir den ju,
den maste ju ha varit tva, si den skall vara lite f6rbi tvdan, det
stimmer va?

Linnea: [nickar]

Diskussionen f6ljs inte upp om varfor det inte gar att ha timvisaren
lite fore tvi, di klockan ar tio Gver tva. Visarnas inbordes relation tas inte
1 beaktande och dirmed lyfts inte visarnas relation till varandra som en
kritisk aspekt. Det innebar att det intentionella lirandeobjektet och det
iscensatta lirandeobjektet skiljer sig 4t 1 detta avseende. Att eleverna inte
urskilt betydelsen av timvisarens placering blir tydligt da tva elever svarar
att de tinkt pa att placera timvisaren fére nio dd klockan skall visa kvart 1
nio.

Louise: Linnea och Lotta.

Lotta: Ja.
Louise:  Stimmer era klockor da?
Lotta: Ja.

101



Louise:  Och du hade tinkt pa att dhm, stilla in timsvisaren lite granna,
lite innan nian?
Lotta: Mm.

Vid analys av lektion 1B syns det i filmen hur Linnea, som jobbar
med elevklockan, efter lirarens friga dndrar sin timvisare si att den
hamnar fére nio istillet f6r pd nio som den ér forst.

I momentet med tidsskillnader Sppnar liraren inte upp f6r en
variation 1 I9sningssitt, vilket var det intentionella lirandeobjektet. I
denna lektion blir eleverna styrda av liraren till ett I6sningssitt ddr de
forst riknar hur manga timmar det gatt, for att sedan ridkna ut antalet
minuter. I exemplen som tas i beaktande under lektionen visar ingen av
eleverna att de urskiljer tim- och minutvisaren samtidigt, utan de verkar
avlisa visarna sekventiellt. Om man da bérjar med att rdkna ut hur
miénga timmar som férflutit mellan tva klockslag f6r att sedan rikna pi
minuterna, kan eleven fa en timme f6r mycket i sin utrakning,

Albin: En timme och fyrtiofem minuter.

Louise: En timme och fyrtiofem minuter, mm, kan du férklara det, hur
du tinker?

Albin: Ahm, ja, den férsta dir riknar jag en timme [ohdrbart] och

sedan sa tar jag minuter och sd riknar jag frin tolvan och nerdt
till [ohotbart].

[liraren och eleven riknar med hjilp av undervisningsklockan tillsammans

ut antalet timmar och minutet].

Louise:  Mm, alltsa tittar vi, det 4r kanske sd att du inte tittat tillrackligt
mycket pd timvisaren da, kan det vara den som spékar? Om vi
tittar pa timvisaren sa stir den, eller skall i alla fall sta mitt pa
femman, och vi far ju bérja pd den hir klockan [Undervisnings-
klockan] kvart Gver fyra, den dr lite granna férbi fyran och
sedan sa har den kommit till femman och dé kan det ju inte
vara mer 4n en timme i alla fall, stimmer det Jonas, att det 4r ett
bra sitt att tinka att man skall kolla lite pid timvisaren? Vi
provar igen.

I utdraget ovan uppmanar ldraren eleverna att fokusera timvisaren,

men hon tar inte upp att de behéver ta biade tim- och minutvisaren i
beaktande samtidigt. Liraren berdr ddremot kort hur ett hopp mellan tva
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siffror 4r 60 minuter. Aspekten att en forflyttning av timvisaren mellan

tva siffror pa klockan dr detsamma som 60 minuter blir pa detta sitt

belyst.

[Eleverna skall rikna ut hur lang tid det har gitt mellan tvd och kvart Gver

fem)].

Louise:

Louise:

Jenny:

Louise:

Jakob:

Louise:

Albin:

Det ir ritt, det dr ritt, jag vill bara ha en liten forklaring pa hur
du har tinkt. Bérjar du med hela timmar? [Jenny nickar].

Da riknar du allts3, hur rikna du i huvudet?

Emellan dom siffrorna.

Mellan siffrorna, mm. Riknade du hur méinga ginger den tar
ett sidant skutt, var det si du tinkte sd du holl, tog du si, en tva
[Jenny nickar], eller det var inte sa eller du tinkte kanske att den
nir den kom dit dér [Jenny skakar pa huvudet]. Du tinker pa
mellanrummen dir [Jenny nickar] f6r du vet hur ling tid dér gar
nir timvisaren r6r sig mellan dom tvd [Jenny nickar]. Hur
mycket dr det emellan ett sidant hopp, hur ling tid gir dar?
Jakob?

Sextio minuter.

Sextio minuter eller en, Albin?

Timme.

ANALYS AV LEKTION 1B OCH PLANERING AV LEKTION 1C

Vid analys av det erfarna lirandeobjektet 1 lektion 1B tydliggdrs att det

monster av variation och invarians som konstitueras under lektionen

(tabell 6) 4r samma som det variationsmonster som konstitueras i lektion

1A (tabell 4).

I det iscensatta lirandeobjektet under lektionen varierar bade tim- och

minutvisaren (tabell 6) och eleverna har inte givits mojlighet att urskilja

lirandeobjektets kritiska aspekter.
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Tabell 6. Variationsmonster i lektion 1B. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter

Moment Timvisaren Minutvisaren Verbalt
uttryck

Eleverna undersoker
klockorna
OH-bild pa en klocka v v v
Olika klockslag pi OH- .
demonstrationsklocka v v
Eleverna staller in olika

. v v v
tider
Tidsskillnader v v v

Resultatet fran for- och eftertest (tabell 7, det erfarna lirandeobjektet)
tyder pa att eleverna inte har utvecklat sin fOrstielse i lirandeobjektet
utan snarare minskat sin forstaelse.

Tabell 7. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) f6r eleverna som deltog i

lektion 1B. F = prov fére lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen

Lektion 1B (n=8)

F E1l
1. Hur mycket ér klockan? 630 630
6.35 (F, E1) /o /o
2. Hur mycket ér klockan? 100 % 100 %
7.30 (F), 12.30 (E1) 0 0
3. Rita in visarna pa klockan. . .
9.30 (F), 6.30 (E1) >0 % 0%
4. Rita in visarna pa klockan. 250 250
1.45 (F), 9.45 (E1) /o &
5. Hur ling tid har det gétt? 63 % 50 %
Medelvirde 60 % 56 %
Standardavvikelse 1,7 3,1
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Det iscensatta lirandeobjektet i lektion 1B blev pa manga sitt vildigt
likt lektion 1A ndr det giller vilka kritiska aspekter som togs i beaktande
och vilka som utelimnades. Detta trots att det intentionella lirande-
objektet varit olika i de bada lektionerna En anledning var att en av
undervisningsklockorna inte riktigt ville fungera, vilket fick ldraren att
tappa fokus. Da forindringarna av det iscensatta lirandeobjektet 1 lektion
1B inte blev sa ansenliga i jimférelse med lektion 1A var det ungefir
samma férindringar som infor lektion 1B som diskuterades infér sista
lektionen, 1C. Nir eleverna tvd och tvé skulle stilla in klockan pa olika
klockslag (en elev hade en riktig klocka, medan den andra anvinde sig av
en elevklocka) sdg vi att dé ldraren bett eleverna att kontrollera varandra
uppkom ingen diskussion mellan eleverna. Om eleverna hade stillt in
sina klockor olika gjorde de antingen inget at det, eller s berittade den
elev som gjort ritt hur visarna skulle vara. Den méjliga diskussion kring
konstrasten av hur visarna vid ett bestimt klockslag madste placeras i
térhallande till hur de inte kan placeras uteblev. En av lirarna foreslog att
man skulle anvinda en undervisningsklocka med endast timvisare.
Tanken var att detta foérfarande skulle méjliggora f6r eleverna att urskilja
timvisarens men dven minutvisarens betydelse f6r avlisning av klockan.
Om timvisaren star mitt emellan 4 och 5 kan man utan en minutvisare pa
klockan ha kunskap om att minutvisaren maste vara pa 6, det vill sdga att
klockan visar 4.30. Genom att ta bort minutvisaren férmar man eleverna
att fokusera pd timvisarens placeting samtidigt som minutvisarens
funktion tydliggbérs vid avldsning av klockan. Tanken med det
intentionella lirandeobjektet i lektion 1C var alltsa att gbra eleverna
medvetna om tim- och minutvisaren genom att plocka bort
minutvisaren. Man avldser minutvisarens placering genom timvisarens
placering dd det dr timvisaren som anger vad klockan ir. Minutvisarens,
precis som sekundvisarens funktion 4r endast en precisering for
avldsning av klockan.

LEKTION 1C

Den tredje lektionens iscensatta lirandeobjekt skilde sig fran de Gvriga
tva i det avseendet att liraren mer medvetet riktade elevernas upp-
mirksamhet mot timvisarens betydelse f6r avlisning av klockan, vilket
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moéjliggjorde for eleverna att urskilja den kritiska aspekten. Lektion 1C
inleds med att ldraren visar klockan pa overheadapparaten som inte dr
korrekt instdlld, med minutvisaren pa sexan och timvisaren pd attan.
Direfter ber hon eleverna att stilla in sina klockor likadant. Redan hir
inleds en diskussion om var timvisaren maste vara placerad nir klockan
visar halvt klockslag,

Melker: Den skall liksom vara mellan tva siffror for att det skulle ga.
Lena: Varfor dar
Melker: Dirfor att klockan dr halv, det gar inte.

[.]

Peter: Det maiste vara det mdste vara mitt emellan ittan och nian,
annars blir det inte haly, i halv.

Lena: Varfor maste den vara det?

Peter: Annars blir den inte halv nio.

Detta f6ljs av en kort diskussion om hur tim- och minutvisaren ror
sig olika. Hir &ppnar liraren upp f6r en dimension av variation av det
iscensatta lirandeobjektet avseende timvisarens rorelse i forhéllande till
minutvisaren. Detta sker genom att hon belyser hur timvisaren rér sig
som en funktion av minutvisarens rorelse. Att forsta forhallandet mellan
tim- och minutvisare var for eleverna en kritisk aspekt som hir blir
mo&jlig att urskilja.

Liraren tar sedan fram en undervisningsklocka med endast en tim-
visare och ber eleverna lisa av olika klockslag. Resonemanget om tim-
visarens placering tydliggbrs ytterligare under detta moment. Samtidigt
som eleverna ges mojlighet att urskilja timvisarens placering, urskiljs
minutvisarens placering som en funktion av timvisarens placering. Att
forsta betydelsen av timvisarens placering var for eleverna en kritisk
aspekt. Genom detta forfarande fokuseras denna kritiska aspekt genom
avldsning av klockan med endast en timvisare och det intentionella
lirandeobjektet Overensstimmer med det iscensatta. Lidraren och
eleverna f6r en dialog om timvisarens placering vid halv timme samtidigt
som dven hel timme tas i beaktande. Efter en kort diskussion om
timvisarens placering nir klockan dr tolv, vill en elev stilla timvisaren
mot tolvan da klockan dr halv tolv. En annan elev stiller dd spontant
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frigan -halv vadéd? For att ytterligare belysa timvisarens placering vid hel
timme kontrasterar liraren detta mot timvisarens placeting vid halv

timme.

Lena: Ja, det var det vi konstaterade ju fér en stund sedan nir ni
stillde in era klockor, att dr klockan halv dd4 maste ju timvisaren
std mitt emellan [Liraren visar pa klockan| vad édr hon dd dir
Fanny?

Fanny: Halv.

Lena: Halv?

Fanny: Halv tolv.

Lena: Halv tolv. Vad ir da klockan nir den stir rakt upp, nu satte jag

timvisaren rakt upp igen, vad dr klockan da Pernilla?
Pernilla:  Tolw.

Det monster av variation och invarians som konstitueras i sekvensen
(tabell 8) skiljer sig fran de iscensatta lirandeobjektet 1 de tvd tidigare
lektionerna. Liraren fragar om tider som behandlar det verbala uttrycket

tolv.
Tabell 8. Variationsmonster i lektion 1C. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter
Timvisaren i
férhallande Minutvisaren Verbalt
Moment . . -
till (imaginir) uttryck
minutvisaren
Klocka med endast .
.. v v i
timvisare
Lena: Di dr hon prick tre. Det dr den enda gingen timvisaren stir
exakt pd siffran. Vad maste klockan vara exakt nu dér [4].
Lena: Kajsa.
Kajsa: Fyra.
Lena: Fyra ja, f6r det dr ocksd den enda gingen som timvisaren stir

precis pa fyran s ir det klockan fyra. Men om jag stiller den
mitt emellan, skall jag titta for jag har svart att se bakom, om
jag stiller den precis mitt emellan trean och fyran, vad ir
klockan da?

Katarina:  Tjugo i fyra.
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Lena:
Katarina:
Lena:
Petra:

Ar den det nir den stir precis mitt emellan?
Kvart 1.

Petra.

Hon it halv fyra.

Men dven tiderna vid hel och halv timme tas samtidigt i beaktande.

Lena:

Petra:
Lena:

Om jag da sitter den strax innan fyran, di maste hon vara
Petra?

Fem i fyra.

Ja, fem eller tio i fyra. Dom tiderna som é4r hir precis innan
fyra, sa minutvisaren [felsigning dd det dr tydligt att liraren
pratar om timvisaren| spelar ju otroligt stor roll nir vi stiller i
klockan och nir ni ritar visaren pd klockor och sadant, for ir
det prick nigonting, prick fyra eller prick sex eller prick sju da
stair dom exakt pa siffrorna, och hamnar den precis mitt
emellan ja dd mdste den vara hir nere nigonstans, fem i haly,
halv eller fem &ver halv. Hamnar den precis innan en siffra da
ar det tio eller fem i nigonting. Hamnar den precis 6ver sd ér
den fem eller tio Gver.

Lektion 1C fortsatter med att eleverna arbetar tvi och tvi. Lararen

ber eleverna att jaimféra sina klockor och f6ra en diskussion huruvida de

fatt samma eller olika svar. Liraren gir som planerat runt och pratar med

eleverna men korrigerar dem inte, utan fragar istillet eleverna om de svar

de kommit fram till. Till exempel fragar hon om de fitt samma svar pa

sina klockor, om inte ber hon dem resonera kring varfér och komma

fram till ett svar di det inte kan finnas mer 4n ett ratt svar. Det korrekta

svaret dskadligg6rs endast 1 helklass vilket ger ett facit till eleverna om de

stallt sina klockor ratt. Sista momentet 4r tidsskillnader och har

behandlas det iscensatta lirandeobjektet i likhet med framforallt lektion

1A, eftersom elevernas olika strategier 4ven i denna lektion lyfts fram.
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ANALYS AV LEKTION 1C

Vid analys av det iscensatta lirandeobjektet i lektion 1C framtrider ett
ndgot differentierat variationsmonster (tabell 9) i férhillande till lektion
1A (tabell 4) och 1B (tabell 6).

Tabell 9. Variationsmonster i lektion 1C. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter

Timvisaren i
Moment forha}lande Minutvisaren Verbalt
till uttryck
minutvisaren
Eleverna undersoker
klockorna
OH-bild pa en klocka v v i
Olika klockslag pa klocka . . .
.. v v (imaginir) 1
med enbart en timvisare
Eleverna stiller in olika
. v v v
tider
Tidsskillnader v v v

Detta variationsménster kan tolkas som att det har méjliggjort fér
eleverna att urskilja de kritiska aspekterna i lektion 1C pi ett annorlunda
sdtt 4n det variationsmonster som konstituerades 1 lektion 1A och 1B.

Det erfarna lirandeobjektet, uttryckt i elevernas resultat (tabell 10)
fran det test som genomférdes direkt efter lektionen, i jimforelse med
fortestet visar inte pa ndgon radikal férindring av elevernas fOrstdelse av
lirandeobjektet trots det differentierade variationsménster som konsti-
tueras under lektion 1C i forhdllande till de vatiationsmonster som
konstituerades under lektion 1A och 1B
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Tabell 10. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) for eleverna som deltog i

lektion 1C. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen

Lektion 1C (n=8)

F E1l
1. Hur mycket dr klockan? o o
635 (F, 1) 63 % 63 %
2. Hur mycket dr klockan? 0 0
7.30 (F), 12.30 (E1) 5% 100°%
3. Rita in visarna pa klockan. o o
9.30 (F), 6.30 (E1) S0 % 63 %
4. Rita in visarna pa klockan. o o
1.45 (F), 9.45 (E1) 38 % 63 %
5. Hur lang tid har det gatt? 50 % 63 %
Medelvirde 54 % 69 %
Standardavvikelse 4,1 2,5

ELEVRESULTAT OCH SAMMANFATTANDE ANALYS AV LEARNING STUDY 1

Resultaten (de erfarna lirandeobjekten i lektion 1A, 1B och 1C) fran de
for- och eftertest (tabell 11) som gjordes i learning study 1 visar att
frimst de elever som deltog i lektion 1C utvecklat den férmdga som
avsags, det vill sdga att urskilja tidsskillnader.

Eleverna som deltog i lektion 1A och 1B erbjods ej att urskilja
minutvisarens betydelse f6r avldsning av klockan pé ett lika kraftfullt sitt,
som de elever som deltog i lektion 1C. Att forstd timvisarens betydelse
tor avldsning av klockan var en kritisk aspekt for elevgruppen, liksom
forstdelsen fOr tim- och minutvisarens férhéllande till varandra. Detta
innebdr att det finns en tydlig skillnad mellan de iscensatta lirande-
objekten frimst mellan lektion 1C och de 6vriga.
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Tabell 11. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) for eleverna som deltog i
learning study 1. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen, E2 = prov cirka 9 veckor

efter lektionen

Lektion 1A Lektion 1B Lektion 1C
(n=10) n=28) n=28)

F E1l E2 F E1l E2 F E1l E2

1 50 60 40 63 63 63 63 63 88

2 100 100 60 100 100 88 75 100 100

3 30 50 60 50 50 50 50 63 75

4 30 50 40 25 25 50 38 63 63

5 40 55 60 63 50 63 50 63 100

M | 48 62 53 60 56 63 54 69 88
SD | 21 36 36 | 1,7 31 38 | 41 25 19

I lektion 1A och 1B skiljer sig det intentionella lirandeobjektet frin
det iscensatta lirandeobjektet. Det monster av variation och invarians i
kritiska aspekter som diskuterades vid planering av lektionerna uteblir.
Vid en nirmare analys av lektionerna blir det pétagligt att eleverna som
deltog i lektion 1A och 1B snarare lirde sitt att 16sa uppgiften, avlisning
av klockan och tidsskillnader, 4n att utvecklade ett annat satt att avlidsa
klockan och tidsskillnader, vilket de elever som deltog i lektion 1C visar
att de utvecklat. Dessa elever har dessutom utvecklat férmédgan vidare
efter lektionen. En tinkbar anledning kan vara att dé eleverna bdde i och
utanfor skolan med stor sannolikhet konfronteras med klockan i olika
sammanhang, utvecklas denna férmiga ytterligare. Aven de elever som
deltog i lektion 1A och 1B mdter hdgst sannolikt klockan i olika
sammanhang dven efter lektionen. Dessa elever visar inte att de under
lektionen i nagon storre utstrdckning urskilt lirandeobjektets kritiska
aspekter. Resultatet indikerar att de dé ej heller senare utvecklat ett annat
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sitt att se pa avldsning av klockan och tidsskillnader. Generativt lirande
(Holmqvist et al., 2007) anvinds fér att beskriva den form av lirande
som hir gestaltas. Generativt lirande har sitt ursprung i ’preparation for
future learning” (PFL) sd som det framstills av Bransford & Schwartz,
(1999) och fokus hir ir det lirande som sker 6ver tid.

We use the term generative learning to point out a kind of learning
situation in which transfer in the PFL perspective was found.
Generative learning is a kind of learning that develops an ability not
only to understand the learning object itself, but to develop a certain
way of seeing the object in new situations and in those learn more
about it... Our definition of generative learning is learning beyond
the learning situation itself, a developed way of seeing the learning
object in forthcoming situations that deepens the knowledge further,
in every new situation (Holmqvist et al., 2007, s. 188)

De tre lektionerna framstir som ganska lika 1 forhallande till
planeringen (det intentionella lirandeobjektet) men innehillets
behandling (det iscensatta lirandeobjektet) skiljer sig 4t framforallt
mellan lektion 1A och 1B i jimférelse med lektion 1C. Det iscensatta
lirandeobjektet i lektion 1A och 1B innebar att eleverna gavs begrinsade
moéjligheter att lira det som var intentionen med lektionen, vilket ocksi
visade sig ocksd i det erfarna ldrandeobjektet. Det iscensatta
lirandeobjektet i lektion 1C innebar diremot att eleverna gavs mojlighet
att lira det som var intentionen med lektionen. Resultatet (det erfarna
lirandeobjektet) visar att det monster av variation och invarians som
konstitueras under lektion 1C méjliggjorde f6r eleverna att urskilja
lirandeobjektets kritiska aspekter.

De inledande métena i learning study 1 bestod till storsta delen av
samtal kring metod f6r datainsamling samt val av lirandeobjekt. Ndgon
tordjupning kring variationsteorins begrepp (variation, simultanitet och
urskiljning) gjordes inte dé det i projektplanen var bestimt att den forsta
studien skulle genomfdras innan en foérdjupad utbildning skulle ges.
Anledningen var att lirarnas medvetenhet om de teoretiska begreppen
antogs utvecklas under arbetets ging. Val av lirandeobjektet skedde
redan under férsta moétet. Vid analys (test och intervjuer) av elevernas
torkunskaper, visade det sig att de kritiska aspekterna i det behandlade
lirandeobjektet var forstdelsen f6r timvisarens betydelse for avldsning av
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klockan, men dven tim- och minutvisaren lingd och placering i férhal-
lande till varandra. Vad som dr intressant att belysa hir dr att dessa
kritiska aspekter i sig sjilva skulle kunna vara lirandeobjekt®. Lirarna
ville behandla tidsskillnader men vid kartliggning av elevernas
forforstielse av lirandeobjektet, framkom det att lirandeobjektets
kritiska aspekter f6r denna elevgrupp dven kunde vara potentiella
lirandeobjekt. Detta kan ha férsvarat for lirarna vid planering och
genomforande av lektion 1A och 1B. I lektion 1A och 1B gavs eleverna
inte mojlighet att urskilja timvisarens betydelse for avlisning av klockan
men inte heller tim- och minutvisarens placering och rorelse i férhallande
till varandra. Fokus fOr ldrarna var lirandeobjektet men pd ett sitt som
innebar att de kritiska aspekterna inte blev tillrdckligt fokuserade.
Eleverna fick under dessa bada lektioner mdnga olika exempel med
vatiation bdde i1 tim- och minutvisaten. Tim- och minutvisaren
fokuserades var for sig, sekventiellt men inte simultant. I lektion 1A
fokuserade liraren timvisarens rérelse som en funktion av minutvisarens
rorelse och visar hur timvisaren r6r sig fran klockan tre till tre minuter
over tre. Troligtvis dr variationen i timvisarens rorelse for liten for att
eleverna skall kunna urskilja timvisarens rorelse. Att forstd forhallandet
mellan tim- och minutvisarens rorelse var for eleverna en kritisk aspekt
eftersom forstielsen for tidsskillnader och att kunna rikna ut hur ling tid
som har forflutit mellan tva klockslag fordrar att eleven urskiljer hur
minutvisaren ot sig 60 minuter pa en timme medan timvisaren samtidigt
endast r6r sig mellan tva siffror pa klockan. Vad eleverna behover forsta
ar forhillandet mellan minuter och en timme som del av en helhet, till
exempel forstaelsen fér tio minuter som tio minuter av 60 minuter som
ar en hel timme. En separation av visarna i undervisningen innebir att
man 4dven separerar férhillandet mellan tim- och minutvisarna. Eleverna

8 De flesta kritiska aspekter kan troligtvis ses som lirandeobjekt, och just i detta
speciella fall blev de kritiska aspekterna tydliga lirandeobjekt. Det var inte
tidsskillnader som eleverna uppvisade néigra storre svarigheter i att hantera, utan
avldsning av klockan vilket i sin tur fick konsekvenser for nir eleverna skulle
rikna ut hur ling tid som forflutit mellan tva klockslag;
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behover urskilja klockan som 60-bas istillet f6r den 10-bas de normalt
riknar med.

I lektion 1C reducerades variationen i en dimension (tabell 9). Da
minutvisaren var bortplockad gavs eleverna méjlighet att erfara tim-
visarens betydelse for avlisning av klockan men samtidigt dven tim-
visarens placering, Invarians av kritiska aspekter av lirandeobjektet
visade sig vara en nédvindig férutsittning for att utveckla f6rmdgan att
erfara lirandeobjektet pa ett kraftfullare sdtt. Den férindring som dr i det
iscensatta lirandeobjektet i tredje lektionen leder dven till att eleverna
fortsdtter att utveckla férmdgan ytterligare.

Lirandeobjektets olika uppenbarelseformer skiljer sig at i de tre
lektionerna. Inledningsvis ér det intentionella lirandeobjektet att urskilja
tidsskillnader”. Gruppens forstielse av lirandeobjektet férdndras nagot
efter lektion 1A och 1B vilket kan tolkas som att gruppen uppfattat
lirandeobjektets kritiska aspekter annorlunda vilket visar sig i det iscen-
satta och erfarna lirandeobjektet i lektion 1C. Initialt formuleras ldrande-
objektet som ett lirandemdl men innebdrden av lirandeobjektet vixlar
och blir ”att kunna se relationen mellan de tvd visarna” samt “att kunna
urskilja minutvisarens funktion genom att den tas bort”.

Som tidigare nimnts var det samma ldrare, Lena, som undervisade
lektion 1A och 1C. Vid analys av lektion 1A gav samtliga lirare till en
bérjan uttryck for vilken lyckad lektion det var. Filmen frin lektionen
visade aktiva elever som i de flesta fall svarade ritt. Nir lirarna sedan
konfronterades med elevernas resultat forindrades deras uppfattning av
lektionen. De uppmirksammade istillet hur ldraren lotsade fram eleverna
till ritt svar och att resonemangen i klassrummet inte byggde vidare pa
de svar som eleverna gett uttryck for. I analys av lektion 1C sig samtliga
ldrare hur Lena denna ging stillde frigor som byggde pi elevernas svar,
bade korrekta och felaktiga, for att bygga vidare pad elevernas foérstaelse.
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LEARNING STUDY 2

Den andra studien genomférdes cirka sex manader efter att den forsta
hade avslutats. P4 grund av en ldrares graviditetsledighet och en annan
lirares byte av tjdnst, foll tva av lirarna bort. Det var i stort sett samtliga
de elever som deltog i den forsta studien som deltog i denna, det vill sidga
33 elever (16 flickor, 17 pojkar). Eleverna gick nu i drskurs 4. Tre
planeringsmoten fére den fOrsta lektionen inledde studien. Ett av dessa
genomfordes redan 1 anslutning till att den forsta delstudien avslutades.
Liksom i den férsta studien triffades forskarna efter varje lektion for en
torsta analys av de videoinspelade lektionerna. 1 enlighet med projekt-
planen hade de ocksa tillsammans med lirarna frin de tva andra del-
projekten (engelska och svenska) som ingick i Lédrandets pedagogik
(Holmqvist, 2002), lyssnat till och direfter diskuterat en féreldsning som
givits av en av forskarna (F3).

LARANDEOBJEKT 2

1 samband med att den forsta delstudien avslutades, fordes samtal om
nista termins learning study. Forslag pa lirandeobjekt som foérdes fram
av ldrarna var multiplikation, division, positionssystemet och avrundning,
De olika férslagen diskuterades och lirarna kom fram till att avrundning
var mest intressant att arbeta med. De menade att eleverna inte aktivt
arbetat med detta tidigare och uttryckte att detta var nidgot som eleverna
hade praktisk glidje av att kunna. En av lirarna uttryckte att hennes
tidigare elever haft svarigheter med att se nir det dr rimligt att avrunda,
samt vilket tal det 4r rimligt att avrunda till. Vid en diskussion kring
syftet med avrundning tydliggjordes ldrarnas olika sitt att forstd
begreppet avrundning. Var det avrundningsregler eller limplighet vid
avrundning som var malet med undervisningen? Nagot definitivt beslut
om nista termins lirandeobjekt fattades aldrig utan lirarna Onskade
fundera vidare under sommaren.

Vid det fOrsta planeringsmotet efter sommaren bestimde lirarna sig
for att under den andra studien atbeta med avrundning, Dessutom
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diskuterades limpliga uppgifter att ha med pa kartliggningstestet (bilaga
6) som anvindes for att definiera elevernas erfarna lirandeobjekt innan
forskningslektionen. Testet skulle innehélla uppgifter som undersokte
elevernas tidigare fOrstdelse for avrundning, och skulle bestd av sivil
uppgifter dir eleverna skulle svara pa vad till exempel 717 dr ungefir”,
liksom mer precisa uppgifter dir eleverna skulle avrunda till ndrmaste
tiotal, hundratal och tusental.

Kartliggningen visade att ingen av eleverna visste vad tecknet for
ungefir lika med betyder. Testet visade att majoriteten av eleverna inte
hade niagon kinnedom om avrundningsreglerna. Mer 4n hilften av
cleverna gav ett felaktigt svar pd de uppgifter de var ombedda att
avrunda till ndrmaste tiotal, hundratal eller tusental. Till exempel
avrundade de 44 till 50, och nir de skulle avrunda 812 till nirmaste
hundratal gav de svar som bade 700 och 912. Diremot visste en del
elever rent tekniskt vad det innebar att avrunda, men de avrundade ett
upp eller ett ner, inte tll det nirmsta tiotal/hundratal/tusental som
efterfrigades. I uppgifterna dir de skulle ange vad ett angivet tal ungefir
var, gav de svar som till exempel 132 dr ungefir 133 eller 131, men édven
svar som 100, 130 eller 135.

Det for- och eftertest (bilaga 7) som sedan konstruerades utgick frin
det test som anvints vid kartliggning av elevernas forkunskaper av
lirandeobjektet (det erfarna lirandeobjektet fOre forskningslektionen).
For- och eftertest inneh6ll dessutom fragor dir eleverna skulle svara pa
flervalsfragor, till exempel om det édr viktigt att veta exakt hur mycket
medicin man skall ta eller om det riicker med att man vet ungefir. Aven
en uppgift dir eleverna sjilv skulle férklara ordet avrunda ingick.

AVRUNDNING OCH UPPSKATTNING | LITTERATUREN

I den engelska litteraturen anvinds begreppen “estimation” och
Zapproximation”. En del (se tex. Sowder, 1992) menar att de ér
synonyma, medan andra gor klar atskillnad. Thompson (1979) beskriver
en “estimation” som en god gissning som oftast gérs av antal av en
mingd, eller resultatet av en utrikning. En “approximation” ir didremot
ett forsok att komma sd nidra sanningen som mdjligt. Da det mig
veterligen inte finns mycket skrivet kring begreppen i svensk litteratur
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anvinds Overslagsrikning och uppskattning utan nigon storre dtskillnad
mellan dem. Reys, Reys och Emanuelsson (1996) har beskrivit 6verslags-
rikning som nagot vi gor 1 huvudet som ger icke exakta resultat men vil
underlag £6r beslut som behéver tas. De ger f6ljande definition:

En komplex process som innehiller tvda komponenter:

~  att utforma/transformera exakta tal till tal som enkelt kan han-
teras *huvudet’.

~ att gora en berdkning i huvudet med de omformade talen
(Sowder, 1987).

Processen att komma fram till en uppskattning/ett ungefirligt svar
som l6sning pd ett problem (Reys et al., 1996, s. 21).

Intresset f6r Gverslagsrikning dr relativt nytt, och har vickts efter att
det fick en storre roll i kursplanen (Dowker, 2003; Sowder 1992). Att det
1 klassrummet dgnas relativt lite tid at uppskattning och Gverslags-
berdkning kan bero pa att bdde lirare och elever till viss del inte
uppfattar det som matematik. Den dominerade traditionen dr fortfarande
ett exakt svar och det finns studier som visar att elever 16ser en och
samma uppgift signifikant bittre om de rdknar med skriftliga rikne-
metoder 4n om de gor en Overslagsrikning (Reys et al., 1996).

En viktig strategi inom matematiken 4dr att kunna géra en upp-
skattning. Méinga menar att férmdgan att uppskatta befister och bidrar
till elevernas matematiska forstdelse av tal och mitning (Sowder 1992).
Forrester och Pike (1998) undersokte i en studie hur tva ldrare
undervisade om uppskattning och mitning. De menar att undervisning
av elevers forméga att uppskatta en lingd inte kan forstds utan att
samtidigt behandla férmdgan att midta en lingd men att dven det
omvinda férhallandet giller, att férmdgan att mita kan underlittas om
uppskattning samtidigt tas 1 beaktande. Ett resultat frin deras observatio-
ner var att lirarna hanterade dessa tva separat, dven om de behandlade
dem under en och samma lektion. Uppskattning behandlades som en
hypotes, var ndgot vagt, icke korrekt och man anvinde inga mit-
instrument. Nér lirarna diremot pratade om lingd behandlades detta
som ndgot exakt, ritt svar och man anvinde sig av mitinstrument. Dess-
utom var det sd att det var ldraren som avgjorde om en uppskattning var
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korrekt eller inte och det gjordes i forhallande till det riktiga svaret.
Denna orientering mot det riktiga svaret ackompanjerades aldrig av en
diskussion av syftet med uppskattning,

1 vardagslivet anvinds uppskattning som ett hjidlpmedel for att gora
berdkningar mer ofta dn korrekta utrdkningar med hjilp av papper och
penna. Det dr dessutom viktigt att kunna gora en rimlighetsuppfattning
av en utrdkning (Dowker, 2003). En elev som kommer fram till att 7 liter
mjolk kostar 588 kr om en liter kostar 8,40 kr, har troligtvis inte tinkt
over rimligheten 1 sitt svar nir decimaltecknet hamnat fel. Slater (i
Dowker, 2003) menar att nir elever i skolan uppmanas att uppskatta, dr
det ofta svaret pa en aritmetisk utrikning som skall uppskattas innan de
g6t sjilva utrikningen. Elever brukar dd forst rikna ut talet for att sedan
avrunda det till exempelvis jimt tiotal. Med ett sidant férfarande har
eleverna svirt att forstd syftet med uppskattning eftersom det sillan
anvinds vid exakt utrikning,

Sowder (1992) nimner tre olika typer av uppskattning; uppskattning
av berikningar, uppskattning av matt, och uppskattning av antal. For att
askadliggoéra hur dessa olika kategorier av uppskattning kommer in 1
olika situationer kan man borja med att titta pa fallet att man vill ta reda
pa hur langt ett kok dr. En strategi for att géra detta skulle kunna vara att
forst uppskatta lingden pa en klinkerplatta, direfter rikna antalet plattor
och multiplicera antalet med den uppskattade lingden. Att uppskatta
kakelplattans lingd kriver en ndgot annorlunda férmdiga dn uppskatta
antalet. Nédr du uppskattar kakelplattans lingd gor du det mot en tidigare
erfarenhet av hur ling den ungefir dr. I en annan situation, nir du skall
uppskatta antal, kan du anvinda dig av samma berikningsmetod, det vill
sdga att du uppskattar mindre delar som du sedan adderar/multiplicerar.
Lat oss sdga att du skall ta reda pd hur mdnga personer som befinner sig
pd en handbollsmatch. D4 kan du rikna eller uppskatta hur manga
personer som befinner sig pa en mindre del och uppskatta antalet sadana
delar och multiplicera det med antalet i den mindre delen. Fértrogenhet i
uppskattning beror till stor del pa elevens taluppfattning. Eleverna
behoéver utveckla en “’kinsla” f6r tal, men dven en medvetenhet f6r att en
utrikning kan gbras pd mer dn ett sitt (Clements & Sarama, 2001;
Dowker, 2003; Sowder 1992).
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Ett avrundat tal 4r ett tal som 4r ndstan riktigt. Motsatsen ér exakt.
Att ersitta ett tal med ett nirligeande tal kallas att avrunda. Beroende pa
hur man behandlar avrundade tal kan det fa olika konsekvenser. Om till
exempel ett nyfott barn skall ges medicin kan det fi allvarliga konse-
kvenser om man avrundar barnets vikt fran 3,6 kg till 4 kg om medicinen
ar koncentrerad. Ett dldre barn med en vikt pa 13,6 kg som avrundas till
14 kg skulle troligtvis inte pdverkas pa samma sitt eftersom avrund-
ningen procentuellt sett dr betydligt mindre. Ett annat exempel pa hur
viktigt det dr att anvinda avrundning ritt dr 1 en fabrik ddr en direktor
har fitt en rapport som indikerar att varje maskin som tillverkas i
fabriken kommer att uppta 2 % av godskapaciteten i deras fraktplan, och
direktéren vill veta hur minga maskiner som kan fraktas i varje flygplan.
Om 2 % dr avrundat kan det exakta talet ligga mellan 1,5 % och 2,4 %,
vilket ger allt mellan 40 till 66 maskiner. Dessa exempel illustrerar
noédvindigheten i att eleverna behdver ges mojlighet att forsta nér det dr
limpligt att avrunda i férhallande till ndr det inte dr limpligt att avrunda.

LEKTION 2ATILL 2C

Tabell 12. ()Vetgripande innehall och struktur i learning study 2

Lektion 2A

Lektion 2B

Lektion 2C

Introduktion av tecknet
f6r ungefir lika med
genom “gissningslek”,
och med hjilp av
kontrastering mellan
likhetstecknet och
tecknet f6r ungefir lika
med

Introduktion av tecknet
for ungefir lika med,
med hjilp av
kontrastering mellan
likhetstecknet och
tecknet f6r ungefir lika
med men 4ven en
forstielse for vad det
innebir att avrunda

Samma som i lektion

2A

Avrundningsreglerna
introduceras for
eleverna genom att de
forst skall avrunda ental
till tiotal och sedan
tiotal till hundratal

Avrundningsregler
presenteras av liraren.
Forst fir eleverna
avrunda till tiotal sedan
hundratal

Avrundningsreglerna
introduceras genom
konstruerade exempel

Forstielse for
limplighet i avrundning
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PLANERING LEKTION 2A

Under planeringsmétet kom dterigen diskussionen upp om vad malet f6r
lektion 2A skulle vara. En av lirarna tyckte att uppskatta och avrunda ér
tva olika saker. Hon menade att avrunda innebir att gd frin det exakta till
det mindre exakta, medan uppskatta handlar om att inte ha nagot exakt
utan fOrst gors en gissning och sedan kanske en mitning fér att se om
man hade ritt.

Marie: Man miaste bérja bygga underifran ... dom har gjort testet, sen
nu tycker jag att de skall fa lite matnyttigt, att vi vi visar pa saker
och ting.

Lena menade didremot att man skulle bérja med begreppet och sedan
gi 6ver till reglerna f6r avrundning,

Lena: Jag hade borjat praktiskt, kanske inte utomhus men alltsd jag
hade nog gitt in foér begreppet avrunda och det hir med
ungefdr. Alltsd nigonting viger ungefir, jag kan ju viga det
och se att det viger exakt 135g, men det sdger vi ju inte om jag
skall ga och lina, om jag skall ha till bak, 135g mj6l ocks4 skall
jag gd in och lina av grannen, dd ber jag ju inte dom att viga
upp exakt utan da gér jag ju in och linar ungefir va. Det ir
klart det gar ju inte bra va fér d4 méste man alltid ha mer si
man inte har for lite. Nej, men alltsa att man bérjade praktiskt
med att prata om begreppet ungefir och avrundning och att vi i
vissa sammanhang nir behéver man det i praktiken och si och
sedan hade jag fort in det teoretiska.

Efter diskussion kom gruppen nagot diffust fram till att lektion 2A
skulle ha som mal bade avrundningsreglerna och forstaelsen for nir det
ar limpligt att avrunda, vilket dirmed blev det intentionella lirande-
objektet. Forskare F1 gav olika forslag pa vad som skulle kunna ingi 1
lektionen. Ett forslag var att eleverna skulle bérja lektionen utomhus till
exempel uppskatta hur manga kottar som ligger i en hég, hur manga barr
som finns pa en gran och sa vidare. Tillbaka i klassrummet kunde man
sedan diskutera hur manga kottar och barr eleverna skulle sdga till sina
kompisar att det fanns, samtidigt som man kunde prata om det exakta
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antalet kottar och barr. Detta skulle kunna méjliggéra £6r en kontrast av
det exakta mot det avrundade talet, samtidigt som man férde en
diskussion huruvida det dr rimligt att avrunda antalet barr till exempelvis
tiotal. Andra forslag som fordes fram var att tillsammans med eleverna
diskutera spadbarns vikt i jimforelse med vuxnas vikt for att ge en
forstdelse for nir det dr relevant att tala om gram respektive kilogram.
Dessa forslag blev forpassade da framforallt en av ldrarna ville borja med
reglerna for avrundning.

Det framkom f6rslag pd hur lektionen kunde boérja. Ett var att utga
fran nigot praktiskt for att eleverna skulle férsta begreppet avrundning,
och ndr man har nytta av det, innan man gick in pa de teoretiska reglerna
f6r avrundning,

Lena: Fi dem att forstd begreppet avrundning och ndr jag har nyttan
av det innan jag gir in pd och lir dom de teoretiska fakta hur
man avrundar.

Man bestimde att eleverna tvd och tvé skulle gissa hur manga blad ett
block innehdller och att liraren skulle skriva upp deras forslag pa tavlan.
For att sedan komma in pa reglerna for avrundning skulle ldraren ange
det exakta och friga eleverna vem de trodde kom nirmast och hur man
kunde veta det. Man diskuterade olika svarsalternativ och en av lirarna
menade att om det till exempel var 123 blad och nigon elev skulle svara
120 kunde man da siga att man dven skulle kunna avrunda till 100 och
vad var da skillnaden mellan att avrunda till 120 eller 100. Vad liraren
ville komma 4t var att eleverna skulle se att 120 var avrundat till nirmaste
tiotal medan 100 var avrundat till nirmaste hundratal. En annan lirare
ville da ocksa att man skulle friga vilket man hade mest praktisk nytta av
att veta/avrunda till. Denna lirate var under hela planeringen mer inne
péa den praktiska nyttan. Man kom fram till att man skulle vinta med vad
de avrundade till och varfor, och istillet borja lektionen med att
presentera tecknet f6r ungefir lika med i kontrast till likhetstecknet. Man
skulle visa tvd block med lika antal sidor och att man di kan ha
likhetstecken mellan dessa. Liraren skulle sedan ta bort sidor i det ena
blocket och fraga eleverna om man fortfarande kunde ha likhetstecknet
mellan blocken. Sedan skulle man fortsitta genom att komma in pé att
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man forenklar for att littare komma ihdg och dd 4ven komma in pa
reglerna fér avrundning.

Eleverna skulle arbeta tva och tva eftersom det i forra studien visade
sig vara littare att dd f4 dem att diskutera och pa sd sitt kunde man fa
fram hur de resonerade.

LEKTION 2A

Liraren borjar lektion 2A med att eleverna fir gissa hur manga blad
(100) det finns i det block de har fatt sig tilldelat. Eleverna gissar pa 95,
100, 125, 150, 200 och 500. Eleverna far dven beritta hur de tinkt nir de
kommit fram tll sitt svar. De flesta uttrycker att de gissar men en del
beskriver dven hur de jimfér med ndgot kint som till exempel en bok
som de kidnner till antalet sidor i. Genom hela lektionen gbr eleverna
rimliga gissningar, och de flesta av eleverna har redan gjort en implicit
avrundning ndr de skall berdtta om till exempel hur manga blad det finns
i ett block.

I enlighet med planeringen gér liraren sedan 6ver till att introducera
tecknet f6r ungefir lika med, med hjilp av kontrastering mot likhets-
tecknet. Lidraren haller upp tva block med 100 blad i varje och skriver
100 = 100 pd tavlan. Sedan drar hon av tva blad och frigar om hon
fortfarande kan anvinda likhetstecknet, varpa hon introducerar tecknet
tor ungefir lika med genom att skriva 98 = 100. Direfter liter hon
eleverna avrunda tva forslag som tidigare kommit upp, 95 och 125. Syste-
matiskt visar liraren hur man avrundar korrekt inom matematiken. Hon
bérjar med att gd igenom tiotal.

Marie: Ja, hir uppe har jag alla siffrorna, hela siffror som ligger mellan
90 och 100. Nidr man avrundar sd tittar man pd, nir man
avrundar till vi har ju tiotal hir, ndr man avrundar till nirmaste
tiotal sd tittar man pa entalen om man har ett tva tre eller fyra,
alltsid under fem sd avrundar man, vad tror ni? Tror ni man
avrundar till 90 eller tror ni man avrundar till 100? Jakob?

Jakob: 90.

Marie: Till 90 ja. Varfor gér man det da? Beritta for varandra. Varfor
blir det sd som Jakob sa? Och som jag ritar hir.

[Eleverna arbetar]

Marie: [-..] vad var det du sa till Peter sa vi fir hora allihopa?
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Jakob: Jo, att man avrundar till nirmaste talet sa dr det 6ver 95 sa
avrundar man det till 100 och 4r det under 95 si avrundar man

till 90.

Marie: Hingde alla med pa det?

Elever:  Ja.

[.]

Marie: Ja, dé har vi fortfarande 95 kvar. Vad skall vi nu avrunda det till,
skall vi avrunda det till 90 eller skall vi ta och avrunda det till
100? Alfred?

Alfred: Hundra

Marie: Det ir alldeles ritt. Det édr si hdr, att den hir regeln jag sade

detta ir ju speciella regler som vi alltid gar efter, och den hir
regeln sdger ocksa att, om det slutar pa fem, di avrundar man
alltid, alltid uppat.

Sedan gir hon 6ver till hundratal genom att eleverna far gissa hur
minga blad det finns i bibeln. Elevernas forslag anvinds dterigen som
exempel. Hon borjar med att lita eleverna avrunda det exakta antalet
blad, 827, till nirmaste tiotal. En del elever visar att de inte riktigt forstatt
principerna for avrundning, det vill sdga reglerna. Detta kan ses som ett
tecken pd att de inte heller forstatt varfor man avrundar, vilket i sin tur
innebdr att det intentionella lirandeobjektet skiljer sig frin det iscensatta.
Nir eleverna tidigare skulle avrunda till tiotal var alla exempel utom 125
under 100. Eleverna har inte givits mojlighet att urskilja avrundning till
tiotal i dimension av variation avseende tiotal storre dn 100, till exempel
1425 eller 832. Nir eleverna skall avrunda 827 till ndrmaste tiotal
avrundar en del till 820 och en del till 830. Aterigen gir liraren igenom
avrundningsreglerna men hon gbér inte ndgon jimforelse mellan
avrundning av tiotal och hundratal, och ber6r inte heller varfor eller nir
det kan vara limpligt att avrunda till de olika talen. For att skapa denna
forstdelse var en moijlighet att vilja alternativ med storre skillnader.
Genom att tydliggéra vad som hinder med talet 120 om man avrundar
till tiotal, hundratal, respektive tusental, erbjuds en mdojlighet att forstd
vad som dr rimligt. Om man till exempel avrundar 120 till ndrmaste
tusental, ar det 0.

Vid resonemanget om vem av eleverna som kom nidrmast 827, blir
detta fokus och inte mdjligheten att diskutera nir det dr limpligt att
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avrunda. Elevernas férslag pa vem som kom ndrmast dr 1000 och 600.

Om man avrundar 827 till nirmaste hundratal, 800, dr bida tvé f&rslagen

lika ndra, men liraren dr hir istillet ute efter vem som verkligen kom

nirmast. Detta resonemang kan ha foérvirrat eleverna dd det framstar

som om att det inte dr nigon mening med att avrunda. Liraren har

tidigare 1 lektionen berittat for eleverna att man avrundar for att det skall

vara littare att komma ihdg. Bade 600 och 1000 torde vara littare att

komma ihag dn 827, vilket gor att den f6ljande argumentationen blir svér

for eleverna att forsta.

Peter:

Marie:

Om man tar si att det blir 800 ddr pa 827 sa dr det 200 till varje
frin 1000 och 600.

och det var det Joakim sade, d4 har vi avrundat, men om vi
inte, om vi avrundar sd dr det precis dir dr 800, 200 dit och 200
dit, men om vi sdger att vi inte avrundar utan vi tinker exakt,
vem ligger nirmast d4? Det fir ni nog ta och diskutera. Exakt
vem ligger nirmast?

For att f4 med alla elever i sitt resonemang avrundar liraren 827 till

830 utan att resonera kring skillnaden 1 att avrunda 827 till nirmaste

tiotal istillet f6r ndrmaste hundratal. Det iscensatta lirandeobjektet blir

istillet en snirklig matematisk operation.

Marie:

Anton:
Marie:

Anton:
Marie:

Moa:

Marie:
Moa:
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Jag tycker det var jittetrevligt det hir att ni borjade med att
avrunda, ni avrundade 827 till 800 [och da dr det ju 60] ner till
600 idr det 200 och upp till 1000 ddr 4r det 200, jttebra att ni
gjorde det, men om vi tittar exakt pa det sa fran 827 till 600 dar
ar 227 emellan, dr ni med pa det, men fran 827 till 1000, om ni
Okar, om vi sdger att om vi tinker att det dr 830 istillet hur
manga ir det da upp till 900, Anton dr du med har?

Ja

Fran 800 vi avrundar detta till 830 hur manga dr dir dd upp till
900, Anton?

Ahm, 70, ja 70.

70 ja och d4 dr vi pa 900, hur ménga dr det sedan upp till 1000,
Moa?

10.

Fran 900 till 10002

Ahm 100.



Marie: Di dr dir 100 och da dr dér ju 170 ungefir till tusen, men hur
manga var det vi hade hir, Fanny? Fran 827 ner till 600?

Fanny: 200
Marie: Dir hade vi lite mer 4n 200 si vad kommer vi fram till, Peter?
Peter: Tusen 4r nirmast.

Liraren for hir in eleverna pd ett resonemang som ligger utanfér det
intentionella lirandeobjektet. Det iscensatta lirandeobjektet blir ett mate-
matiskt resonemang om differensen mellan olika tal. Aven om man kan
forstd ldrarens resonemang och sitta in det i den helhet som hon
forsoker askadliggora, dr det lika svirt att forstd hur eleverna skall ut-
veckla sin forstielse for avrundning genom denna forskjutning utav
fokus. Ett liknande exempel diskuterades under planeringen av lektionen.
Om en elev till exempel handlar en smorgis for 9 kr, ett dpple £6r 3, 50
kr och en dricka for 5 kr varje dag, hur manga tiokronorsmynt maste han
fa av sina fordldrar f6r att han skall kunna handla alla veckans fem
skoldagar? Beroende pa om eleverna avrundar eller ¢j fir de olika svar.
Ett resonemang om vad de olika svaren leder till beroende pa om man
avrundar eller ¢j hade kunnat skapa en férstielse f6r nér det dr rimligt att
avrunda i kontrast till ndr det inte 4r rimligt att avrunda.

ANALYS AV LEKTION 2A

Tabell 13. Variationsmonster i lektion 2A. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter
Moment Talomrade? Tal
Introduktion av tecknet ~ i v
Avrundningsregler i v

Forstaelsen for limplighet - -

Det ménster av variation och invarians (tabell 13) som konstitueras
under forsta lektionen mojliggdr £f6r eleverna att urskilja avrundnings-

9 Med talomride menas hir att man vid avrundning halles sig inom det omrade
som avrundningen berdr, t.ex. vid avrundning till tiotal dr exemplen inom 1-100.
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reglerna inom varje talomrdde, men det gors ingen jimforelse mellan vad
det innebir att avrunda till exempel 13 till jamt tiotal eller hundratal.

Tabell 14. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i podng) for uppgift 1-3 f6r eleverna

som deltog i lektion 2A. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen

Lektion 2A (n=8)

F El
1. Avrunda till nirmaste tiotal
44 38 % 75 %
67 63 % 88 %
2. Avrunda till narmaste hundratal:
812 50 % 63 %
69 75 % 75 %
3. Avrunda till narmaste tusental:
6133 50 % 63 %
2500 50 % 75 %
Medelvirde 54% 73%
Standardavvikelse 1,5 1,9

Det iscensatta lirandeobjektet dr avrundningsregler och forstielsen
for ndr det dr lampligt att avrunda behandlas inte under lektionen.
Dirfor dr det mer intressant att titta pa resultatet fran fragorna 1-3 (tabell
14) som behandlar avrundningsregler (iscensatta lirandeobjektet) och
fragorna 18 -21 (tabell 15) som behandlar férstielsen fér avrundning
(intentionellt lirandeobjekt) uppdelat. Vid en granskning av resultatet
frin eftertestet i forhdllande till resultatet i fortestet (det erfarna
lirandeobjektet) kan man utldsa att eleverna forbittrat sig nagot i
torhallande till det iscensatta lirandeobjektet (tabell 14). Samtidigt har de
inte forbdttrat sig ndr det giller fOrstdelsen f6r ndr det dr limpligt att
avrunda (tabell 15).
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Tabell 15. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) for uppgift 18-21 for eleverna

som deltog i lektion 2A. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen

Lektion 2A (n=8)

F E1l

18. Du skall képa frimirke till ett brev som du
viger pa brevvagen hemma. Miste du veta exakt
vad det viger eller ricker det att du minns
ungefir vad det viger?

19. Du skall ta medicin mot halsfluss. Miaste du
veta exakt hur mycket det skall vara i skeden 50 % 75 %
eller bara ungefir?

50 % 25%

20. Du skall handla varor i affiren och vill vara
siker pa att dina pengar ricker. Miste du rikna 38 % 25%
samman priserna exakt eller pa ett ungefir?

21. Du skall beritta f6r din kompis hur ling tid
det tar att gi till din mormor som bor en

kilometer bort. Maste du veta exakt hur ling tid 100 % 100%
det tar, eller racker det att du vet pa ett ungefir?

Medelvirde 59 % 56%
Standardavvikelse 0,9 0,8

Vid analys av lektion 2A deltog samtliga tre forskare (F1, F2 och F3)
for att tillsammans med ldrarna géra en gemensam analys av lektionen.
Forskare F3 hade endast vid ett tillfille tidigare traffat ldrarna. Det
intentionella lirandeobjektet f6r lektionen var avrundningsregler men
dven forstielsen for nidr det dr limpligt att avrunda. Vid analys av
lektionen 4r det tydligt att det iscensatta lirandeobjektet blev avrund-
ningsreglerna och forstdelsen for nir det dr lampligt och inte limpligt att
avrunda blev inte belyst. Vid ett tillfille skall eleverna berdtta om vems
gissning som kom nidrmast 827, eleven som gissade 600 eller eleven som
gissade 1000. En del elever menar att de kom lika nidra eftersom de i
enlighet med vad som hinder under lektionen dven avrundar 827 till 800.
Detta horsammas inte direkt av ldraren som istillet vill veta vem som
exakt kom nidrmast. Lidraren férde hidr istillet ett resonemang om
matematiska rikneoperationer for att visa differenserna mellan talen. Om
det intentionella lirandeobjektet endast varit avrundningsregler hade det
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iscensatta lirandeobjektet i lektion 2A ur manga aspekter varit optimal
avseende samstimmigheten mellan dessa bdda. Liraren har hela tiden en
riktning, ett mdl med lektionen och dnda dr hon till viss del f6ljsam mot
eleverna och later deras forslag och tankar komma fram utifrin hennes
eget perspektiv. Det var elevernas forslag som utvecklade lektionen da
liraren liter deras forslag vara de birande elementen. Undervisande
lirares intentionella lirandeobjekt kan ha skilt sig frain Gvriga gruppens
lirandeobjekt. Vid ett antal tillfillen under planeringen av lektion 2A ger
hon uttryck for att det dr avrundningsreglerna som dr det som eleverna
bér ges moijlighet att utveckla under lektionen. Vid analys av lektion 2A
uttrycker hon att forstdelsen for varfér man avrundar inte var med vid
planeringen av lektionen.

Marie: Det ér ju det som vi miste se for det dr det som lektionen har
gatt ut pd, att de skall kunna lira, f6r det sade vi ndr vi plane-
rade lektionen [blir avbruten| att det dr virt mal att de skall
forsta att, att vi avrundar och hur vi avrundar, men inte varfor

vi avrundar, det var vi inte inne pa i vir lektionsplanering.

Analysen av eftertesten (erfaret lirandeobjekt) stédjer analysen av
lektionen (iscensatt lirandeobjekt). Analysen av elevernas erfarna
lirandeobjekt visar att eleverna troligtvis har utvecklat sin férméga att
avrunda enligt avrundningsreglerna men inte utvecklat sin férmdga nir
det giller forstdelsen f6r ndr man avrundar. Under lektionen pratar man
om att man avrundar fér att man ldttare skall komma ihdg ett tal men
sedan fordjupas inte denna diskussion till varfér man avrundar. En
anledning till att detta resonemang blir platt dr att det 1 exemplet blir
svart att forstd varfor det dr littare att komma ihag 800 4n 1000 som en
avrundning av 827. Kontraster mot andra tal hade dven hir fortydligat
resonemanget. Eleverna hade férmodligen forstdtt resonemanget bittre
om det hade presenterats som decimaltal, till exempel kunde man ha fort
ett resonemang huruvida det dr littast att komma ihdg 28 eller
28,679352, men dven ett resonemang kring rimligheten i att avrunda
28,679352 till 28 och inte till 1000. Lite kontroversiellt kan man siga att
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lektionen istdllet slutar med ett frigetecken som leder till att det ér
enklast att inte avrundal

Ett forslag fran forskare F3 var att man i den andra lektionen skulle
vinda pd ordningen och bdrja med forstielsen av avrundning, Detta
hade ldrarna till viss del redan genomfort i lektion 2A, i exemplet med
blocken som de skulle gissa antalet sidor i. Aven om liraren skulle kunna
ha f6ljt upp elevernas svar pa ett annat sitt, uttryckte eleverna sig i
avrundad form. Om man dnnu tydligare borjar med limplighet och
sedan precis som i lektion 2A, gir 6ver till reglerna skulle lektionen
kunna fi en annorlunda riktning. Ett annat forslag fran forskare F2 var
att gbra en lektion begrinsad till avrundningsreglerna for att se vad som
skiljer elevernas lirande av reglerna i avgrinsat lirandeobjekt. Tredje
lektionen kunde da innehalla bada perspektiven, limplighet och regler f6r
avrundning. Ett sidant uppldgg skulle kunna tydliggdra vilka skillnader
det innebir for elevernas férstielse av avrundning, Lirarnas resonemang
grundas pa antaganden, och denna modell skulle kunna ge svar pa vad
som har betydelse for elevernas forstielse. Det som ldrarna inte tycks
vara Gvertygade om dr betydelsen av elevernas forstaelse for varfér man
skall avrunda, och forskare F2 sig en méjlighet att belysa detta eventuella
samband.

PLANERING LEKTION 2B

En stor del av planeringsmétet gick 4t till att resonera kring huruvida
man i lektion 2B skulle géra en lektion som 4dnnu mera fokuserade
avrundningsreglerna eller utveckla féregaende lektion genom att dven gi
in pa forstielsen av limpligheten f6r avrundning. Samtidigt som detta
pagick planerades lektionen med riktning mot en lektion dir stérst vikt
skulle liggas pa avrundningsreglerna. Lektionen skulle inledas med hjilp
av en kontrastering mellan likhetstecknet och tecknet for ungefir lika
med. Man skulle anvinda sig av tidsatgdng, till exempel ”hur lang tid det
tar att dta frukost”, for att erhalla exempel frin eleverna som inte
involverade ndgot exakt. Pa sd vis skulle dven dessa elever erbjudas en
viss fOrstdelse fOr ndr det dr rimligt att avrunda. Sedan skulle man ga 6ver
till en genomgang av regeln for avrundning utan att samtidigt nirmare ga
in pa forstaelsen for nir det 4r limpligt att avrunda. Detta utgjorde det
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intentionella lirandeobjektet. Lektionen kan sigas vara sekventiellt plane-

rad, dir de olika delarna inte skulle presenteras samtidigt, utan var for sig.

LEKTION 2B

Lektionen genomférdes i enlighet med lektionsplaneringen. ILiraren

inleder med att pé tavlan skriva 11 = 7 + __, och frigade eleverna vad

det skall sta for siffra pd den tomma linjen f6r att det skall vara lika med

elva. Efter att hon fatt svaret fyra undrar hon vad som hinder om hon

byter ut fyra mot en trea. Eleverna menar att man inte kan ha likhets-

tecknet kvar varpa liraren introducerar tecknet f6r ungefir lika med.

Malin:

10 och da far man sitta ett annat tecken dir istillet som ser ut
sd hir, och det tecknet det betyder ungefir ar lika med, si 11 ér
ungefir lika med 10, alltsa sa hidr, 11 = 10. Om, nir ni idter
frukost hur lang tid tar det for er att dta frukost, fundera, vet ni
ungefir hur ling tid det tar?

Samtliga elever far sedan beritta om hur ling tid det tar f6r dem att

dta frukost. Liraren vill genom denna fraga 6ppna upp for en forstielse

for vad det innebar att avrunda.

Anita:
Malin:
Karl:
Malin:

Tobias:

[.]
Malin:
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5 minuter.

5 minuter, dr det ndgon annan som har nigon annan? Karl?
15 minutet.

15 minuter. Tobias?

ungefir 10.

Sa vad ni har gjort méinga utav er, ni som har sagt 10 till 15,
eller 15 tll 20, eller 10 minuter, ni har sagt pd ett ungefir,
anvint det tecknet utan att ni visste om det egentligen, och sagt
pé ett ungefir si ling tid tog det. Och det kallas {61, nir man
g6r sa, for det finns andra tillfillen sa man kanske jag sdger pa
ett ungefir istillet for exakt om nagonting, och da kallas det att
man avrundar, avrundar, det dr att man ungefir siger hur ling
tid nigonting tar, hur méinga det dr nir det dr vildigt méinga
eller hur ldng det dr fran en plats till en annan, kanske man inte
vet exakt och dd siger man pa ett ungefir, [mikrofon ner pa
golvet] avrunda kallas det.



I utdraget ovan framkommer det tydligt hur liraren erbjuder eleverna
att fOrstd varfér man avrundar. Utan att reflektera Gver det har eleverna
sjdlva avrundat sina svar och genom att liraren synliggér detta for
eleverna lyfts denna aspekt fram. I lektion 2A var riktningen pa den del
som kan sdgas berdra elevernas fOrstielse fér varfér man avrundar en
konstruktion av liraren (blocken och bibeln). Elevernas exempel anvinds
tor att moéjliggdra for eleverna en forstdelse for varfér man avrundar. For
att ytterligare tydliggdra detta kunde liraren byggt vidare genom att
kontrastera med andra exempel, till exempel hur ling tid det tar att ga till
skolan och hur man avrundar det, men dven varfor de inte avrundar till
hela timmar.

Diirefter limnar liraren denna del och gar igenom hur man avrundar.
Detta gors pa liknande sitt som i lektion 2A med den skillnaden att
liraren berittar f6r eleverna hur det ér istillet f6r att friga dem, eftersom
det ar regler som de skall lira sig.

Malin: Kan jag fa ett tal, ett udda tal mellan 1 och 100? Hikan?
Hakan: Mm, 59

Malin: 59, da skriver vi det.

Malin: [... ] mellan vilka tva 10-tal ligger 597 Karl?

Karl: 50 och 60.

Malin: 50 och 60. Ocksi ligger det ett mitt emellan, vilket dr det?
Tobias?

Tobias: 55

Malin: 55 ja. Vi har 59 hir och d4 ir det sa eftersom 59 ligger nirmst
60, det ser vi ju hdr, dd avrundar man det till 60. Vi har fler tal
sa till 60 dir, det ligger ndrmst 60, nirmst 60 och nirmre 50.
Det finns fler tal hir emellan som avrundas till 60. D4 har vi 58
hir, 57 och 56. Alla dom hir talen avrundas till 60. Sedan har vi
da tal pd den hir sidan och dom avrundas inte till 60 f6r dom
ligger ju nirmre 50 sa dirfér maste dom avrundas till 50. Det
ar 51,5253 och 54. Dom avrundar man nerat till 50 istillet,
men hur gér man da med 55, det som ir i mitten, den? Jo, den
avrundas faktiskt till 60, femman avrundar man alltid uppit, till
nirmsta tiotal uppat.

Slutligen far eleverna vardera ett tal som de muntligt skall placera in
mellan ritt tiotal och sedan tala om vilket tiotal det ligger nidrmst.
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Liraren Oppnar hir upp fér en dimension av variation i tals storlek da
hon dven fragar om tal som ir stérre dn 100, till exempel 128. Sedan goér
liraren om samma procedur nir det giller hundratal, och 4ven hir
Oppnar hon en dimension av variation i tals storlek genom att dven friga
om exempel som dr stérre dn 1000, till exempel 1225. Diremot finns inte
heller i denna lektion en samtidighet som visar vad konsekvensen blir om
man avrundar 35 till nirmaste 1000-tal.

ANALYS AV LEKTION 2B OCH PLANERING LEKTION 2C

Det variationsmonster som konstitueras under lektionen skiljer sig nagot
fran lektion 2A (tabell 16). D4 eleverna skall avrunda olika tal till tiotal
och hundratal fir de dven avrunda tal som ligger utanfér talomradet.

Tabell 16. Variationsmonster i lektion 2B. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter.

Moment Talomrade Tal
Introduktion av tecknet = i v
Avrundningsregler v v

Forstaelsen for limplighet - -

Det finns en viss skillnad mellan lektionerna avseende det erfarna
lirandeobjektet (tabell 17) dven om det iscensatta lirandeobjektet for
denna lektion 4r avrundningsregler. Resultaten fran lektion 2A visade en
viss tillbakaging av elevernas forstdelse (uppgift 18-21), medan resultaten
fran lektion 2B visar en viss utveckling,

Inte heller under denna lektion foérs ndgon lingre diskussion kring
forstdelsen for nir det dr limpligt att avrunda. Trots det finns det en
Okning av elevernas resultat avseende fOrstielse f6r nir det dr limpligt att
avrunda och nir det inte 4r limpligt att avrunda (tabell 18).
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Tabell 17. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) for uppgift 1-3 for eleverna

som deltog i lektion 2B. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen

Lektion 2B (n=8)

F E1l
1. Avrunda till nirmaste tiotal
44 63 % 75 %
67 63 % 88 %
2. Avrunda till nirmaste hundratal:
812 63 % 75 %
69 63 % 88 %
3. Avrunda till narmaste tusental:
6133 63 % 75 %
2500 50 % 75 %
Medelvirde 60% 75%
Standardavvikelse 24 1,9

Resultatet pa genomfoérda test férvanade ldrarna. Eleverna hade givits
mojlighet att lira samma saker i lektion 2B som i lektion 2A, men da
lirarna upplevde att lektion 2A var en bittre lektion antog de att eleverna
skulle lira mer under denna lektion i forhallande till lektion 2B da
avrundningsreglerna presenterades for eleverna utan att de lika aktivt
deltog med egna forslag och tankar. Det syfte som forskare F2 hade med
forslaget att renodla reglerna kan till viss del sigas vara uppfyllt eftersom
det som ldrarna bedémde vara bittre” i lektionen inte hade ndgon
koppling till innehillet utan till metodiska aspekter av lektionen. Det
iscensatta lirandeobjektet var ungefir detsamma i bada lektionerna
medan metoderna varierade.

Uppgift ett till och med tre 4r de uppgifter som direkt behandlar
avrundning av tal. P4 dessa uppgifter dr det ingen storre skillnad mellan
grupperna utan det iscensatta lirandeobjektet kan férmodas vara
detsamma f6r bada grupperna. Att det har skett en stdrre Skning i grupp
2A beror pd att eleverna som deltog i lektion 2A initialt uppvisade en
mindre utvecklad férstielse for avrundningsreglerna dn de elever som
deltog i lektion 2B.
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Tabell 18. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i podng) for uppgift 18-21 for eleverna

som deltog i lektion 2B. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen

Lektion 2B (n=8)

F E1

18. Du skall képa frimirke till ett brev som du
viger pa brevvigen hemma. Miste du veta exakt
vad det viger eller ricker det att du minns
ungefir vad det viger?

19. Du skall ta medicin mot halsfluss. Maste du
veta exakt hur mycket det skall vara i skeden 63 % 88 %
eller bara ungefir?

88 % 75 %

20. Du skall handla varor i affiren och vill vara
siker pd att dina pengar ricker. Miste du rikna 38 % 25%
samman priserna exakt eller pa ett ungefir?

21. Du skall beritta f6r din kompis hur ling tid
det tar att g4 till din mormor som bor en

kilometer bort. Maste du veta exakt hur ling tid % 100%
det tar, eller ricker det att du vet pé ett ungefir?

Medelvirde 66 % 75 %
Standardavvikelse 0,7 1,1

>

Ett forslag infor lektion 2C var att man skulle férdjupa de delar av
lektionen som handlade om elevernas forstielse f6r ndr det dr limpligt
att avrunda. Detta skulle ske genom att eleverna sjilv skulle fa laborera
med avrundning, samtidigt som de skulle diskutera nir det dr limpligt att
avrunda. Eleverna skulle f4 manga olika exempel och dirigenom antogs
att dven fOrstdelsen for vad man avrundar till skulle komma att belysas,
till exempel varfor 4,5 kg O’boy inte ir limpligt att avrunda till hundratal.
Tanken var att detta skulle skapa en helhetsbild av avrundning istillet f6r
att presenteras sekventiellt som i de tva tidigare lektionerna. I lektion 2A
gavs de bit efter bit av hur man avrundar respektive varfér man
avrundar. Skilet till detta var att de ville se om eleverna sjilva byggde
upp ett system for avrundning. En av lirarna var till en bérjan lite
tveksam dd hon ansig att frigan var om man var ute efter deras logiska
resonemang eller att de skulle ldra sig nagonting. Gruppen kom fram till
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att man skulle bérja med férstielsen och sedan komma in pa reglerna f6r

avrundning,

Lena:

Det blir en logisk f6ljd om man tar dom hir diskussionerna
forst, nir behéver vi det, vad anvinder vi det till, varfér gor vi
det, alla dom diskussionerna forst. Och sedan, nu vet vi varfor
vi behéver det, nu maste vi hitta nagra regler f6r hur detta skall
ga till.

Man pratade dterigen om att kontrastera exakt mot icke exakt for att

fa fram exempel pa nir det dr limpligt att avrunda, till exempel en

nyfédd bebis vikt mot en vuxen minniskas vikt. Vid diskussion av olika

exempel for att belysa forstaelsen for limplighet vid avrundning kom

reglerna dterigen i fokus. Ett exempel var att man skulle diskutera hur

ling tid det tog att gi en promenad utanfér skolomradet. En promenad

som eleverna under skoltid gick ett par ganger i veckan.

Marie:

Malin:
Matrie:
Malin:
Marie:
Malin:

F1:

Marie:

F1:

Marie:

Jag sdger sa hir, igar gick jag och da tog det 18 minuter f6r mig
att gi, eller 22 minuter.

Ja ja, okej

Ungefir hur lang tid tog det f6r mig;

Ja, jag dr med

Ja, da fir vi en naturlig avrundning;

Mm.

Fast varfor vill vi ha det?

Dirfor att

Nu vill jag bara, nu dr inte jag med?

Jo, jo dirfér vi maste ju, de mdste ju lira sig lira sig att avrunda
ocksa.

Utsagan visar att det dr problematiskt fOr ldrarna att lata reglerna vixa

fram utifrdn elevernas forslag. I stillet vill lirarna skapa situationer som

limpar sig for att anvinda nir de ska berdtta om avrundningsreglerna pa

samma satt som 1 lektion 2A och 2B. Det fanns en idé om att eleverna

inte kan ldra sig att avrunda genom att utgd fran limplighet, 1 stillet vill

lirarna utgd frin reglerna.
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LEKTION 2C

Liksom i lektion 2A inleder liraren med att eleverna fir gissa antal.
Denna ging var det antalet drtor i en burk istillet f6r som i lektion 2A,
antalet blad i ett block. Likheterna mellan de bada lektionerna dr att de
till skillnad fran lektion 2B, utgar frin konstruerade exempel istillet f6r
elevernas eget (oreflekterade) resonemang. Anledningen till férfarandet
var att introducera tecknet for ungefir lika med, ett tecken eleverna inte
péd egen hand logisk kunde uppticka om de inte redan hade kunskapen.
Trots att det intentionella lirandeobjektet i lektion 2C var att eleverna
sjdlva skulle fid uppticka reglerna f6r avrundning kommer liraren relativt
snabbt in pi avrundning och avrundningsregler, vilket gér att det finns
skillnader mellan det intentionella och iscensatta lirandeobjektet.
Skillnaden fran tidigare lektioner dr att hon anvinder sig av konstruerade
exempel fran sin och elevernas vardag.

Marie: [-.. ] Nu var det sd hir att igir var jag ute och gick langa rundan
ocksa tog jag tiden exakt hur lang tid det tog. Och det tog mig
24 minuter, 24 minuter tog det att ga den langa rundan. Om jag
skall beritta det for er, hur ling tid det tog vad siger jag da

Erika?
Erika: Tog det ungefir 20 minuter.
Marie: Det tog ungefir 20 minuter och di har jag avrundat det till

nirmaste tiotal. Sedan fér nagon dag sedan sa var jag ute och
gick med grannens hund. Den skulle nosa i lite tuvor, tog lite
lingre tid, dd tog det 27 minuter att gi linga rundan. Ocksé ndr
jag kom hem sd skulle jag beritta for Bertil hur lang tid det
hade tagit att g linga rundan den hir gingen. Vad sade jag da

Albin?
Albin: Ungefir 30
Marie: Det sade jag Det tog ungefir 30 minuter ja. Varfér, shm sade

jag sd? Varfor sade jag att det tog ungefir 30 minuter den hir
gangen Linnea?

[Linnea vet inte, ndgon siger att det var fOr att hon var ute och gick med

hunden].

Sandra: For att det 4r nirmare 30 4n 20 for det 4r 7, alltsd det ar 7 frin
20 men det dr 3 fran 30.

136



Liraren later eleverna férklara varfér man avrundar 27 till 30 och inte
till 20, men det har inte byggts upp av nagot lingre resonemang och
tydliga exempel dir eleverna kan urskilja reglerna f6r avrundning,
Exemplet med hur ling tid det tog for eleverna att dta frukost, vilket
anvindes i lektion 2B, blev en mer naturlig ingdng till omradet.

Liraren fortsitter sedan med olika exempel pd avrundning till
hundratal och tiotal. Da dessa exempel inte behandlar varfér man
avrundar S6ppnar tillvigagangssittet inte heller upp f6r en dimension av
variation avseende nir det dr relevant att avrunda. Inte heller Sppnas det
upp for en dimension av variation avseende avrundningsregler da tiotal,
hundratal och tusental behandlas sekventiellt. Det dr fOrst nir liraren
aterigen visar en burk med artor, 1789 stycken, och eleverna skall beritta
vad de tycker att det vore limpligast att avrunda antalet drtor till, som
avrundning till tiotal och hundratal stills mot varandra. Tva forslag
kommer upp: 1790 och 2000. Hir stiller liraren tva avrundningar mot
varandra fOr att konstatera att det dr limpligast att avrunda till 2000 da
det dr lattast att komma ihdg. Fortfarande blir kontrasten for liten for att
det skall bli uppenbart for eleverna nir det dr rimligt att avrunda och till
vad. Inte heller i denna lektion erbjuds eleverna forsta vad avrundning dr
genom att forstd vad den inte borde vara (det vill sdga olimpligheten i att
avrunda 39 till nirmaste tusental).

Marie: Ca 2000 tror du. Det ir al [liraren avslutar inte ordet] vi skall
se, ddr 4r 1789, 1789. Om ni da skall beritta f6r nigon kompis
ungefir hur manga det 4r i den hir burken, vad sdger ni dé?
Vad siger du Linnea?

Linnea:  Ahm ungefir 3000, nej 2000.

Marie: Ungefir 2000. Du tycker det dr limpligt att avrunda till 2000
hir, mm. Ndgon som tycker nagot annat ar limpligt, Klara?

Klara: Ahm 1790.

Marie: 1790. Vad har vi avrundat till hir om vi avrundar il 1790,

Lotta?

Lotta: Nirmaste tiotal

Marie: Vad har vi avrundat till hir, Kajsa? Om vi avrundar till 1789 till
2000, vad har vi d avrundat det till?

Kajsa: Nirmaste tusental.

Marie: Vilket tycker ni dr bdst att avrunda det till ndr man har burken

full med siddana hir drtor och man skall tala om ungefir hur
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Albin:
Marie:
Albin:
Marie:

Lotta:
Marie:

miénga dir finns. Vad tycker ni det dr limpligast att avrunda det
till, vad tycker du Albin? Vad hade du av, vad hade du gatt hem
och sagt till din mamma. Dir var en burk full med drtor och
dir var?

[inget svar]

Ja, hur médnga var dir, vad kommer du ihag littast?

1789

Du kommer ihdg det sa exakt, jag tror att du ér, du dr lite svirt
att komma ihédg sa f6r sa blandar du ihop det nir du kommer
hem, vad sdger du Lotta, vad tycker du att det dr limpligt att
avrunda det tll?

ca 2000.

ca 2000, hur manga héller med Lotta att det dr det limpligaste,
lttast att komma ihdg i det hdr fallet. Mm jag tror det ocksa
med tanke pa att det dr sa manga, ungefir 2000.

Lektion 2C avslutas med att liraren vill skapa en dimension av

variation avseende limplighet genom att aterknyta till ett exempel som

anvindes i lektion 2A, och som samma lirare hade med en annan elev-

grupp, men dven till ett exempel som diskuterats tidigare under

lektionen. Lirandeobjektet blir istillet ett antal rikneoperationer for att

bedoma differensen mellan tal.

Marie:

Viktor:

[.]

Marie:

Ivar:
Marie:

[.]

Stefan:

138

[...] ddr var 828 blad i den hir och da hade vi den hir Gvningen
forra gangen att dom skulle gissa precis som ni hur méinga blad
det fanns i bibeln och da var det en som gissade pd 600 och en
annan gissade pd 1000 ocksa frigade jag vem kom nirmast,
vem kom ndrmast? Vad siger du di Viktor?

Han som sade 1000.

nu var det sa hir att dom sade att det ligger precis mitt emellan,
dom flesta sade det, hur tinkte dom da? Hur tinkte dom da?
Ivar?

Att det var 800.

Just precis, dom hade utan att tinka pa det si hade dom
avrundat 828 till 800. Ibland 4r det sd att det inte 4r limpligt att
avrunda, kommer ni ihdg det hdr i matsalen, hur manga platser
var det nu jag sade om Bertil sitter in tva till, hur ménga stolar,
hur ménga personer ir det dé det var plats till Klara?
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Marie:

Albin:
Matrie:

Linnea:

Marie:

Lotta:

Marie:

Dir var plats till 86. 86 personer kan sitta i matsalen men sa
sade vi sd gir ni hem och berittar hur manga ungefir det far
plats och vad sade vi d4, Albin? Hur méanga fér plats?

Ahm 90

Dir far plats till ungefir 90 ja. Sa gir ni hem och berittar for
pappa som precis skall fylla 40 4r och han har tinkt att ordna
en stor fest och han har massor av personer att bjuda sa ni kan
inte vara ddr hemma utan si gir ni hem och berittar vi har en
fantastisk matsal och hur manga fir dir plats sdger han dd och
da siger ni, jo det finns plats till ungefar, Linnea?

90

Ungefir 90 ja. Bra siger pappa da kan jag ju bjuda alla mina
slaktingar alla mina kompisar alla mina grannar till kan vi ju
vara och dta i den matsalen ocksa har han 89 personer som han
bjuder och alla kommer ocksé skall dom sitta sig och ita, vad
hinder? Vad hinder? Vad hinder Lotta?

Alla far inte plats

Tre stycken fir inte plats sd ibland 4r det ju faktiskt sd att det ju
inte dr limpligt att avrunda men vid manga tillfillen dr det
jattebra ddrfér att man behéver inte vara sa exakt utan det ér
jattebra att man sdger att det finns ungefir.

Sekvensen ovan var vid planering av lektionen tinkt fungera som ett

exempel pa nir det dr limpligt att avrunda i kontrast mot nir det inte 4r

limpligt att avrunda. Istillet for att eleverna skall ges mojlighet att

urskilja om det 4r limpligt att avrunda maxantalet av gister man kan ha i

en lokal, berittar liraren for eleverna att det inte alltid dr limpligt att

avrunda. Den dimension av variatorn som var tinkt att skapas, uteblir.
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ANALYS AV LEKTION 2C

Det ménster av variation och invarians som konstitueras under lektion
2C (tabell 19) dr detsamma som lektion 2A. I lektion 2C behandlas mer
explicit forstaelsen for avrundning,

Tabell 19. Variationsmonster i lektion 2C. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter

Moment Talomrade Tal
Introduktion av tecknet = i v
Avrundningsregler i v
Forstaelsen for limplighet i v

Det variationsmoénster som konstitueras under lektionen hjilper inte
eleverna att utveckla sin forstaelse f6r ndr det r limpligt att avrunda. For
att synliggdra denna aspekt for eleverna kunde man arbetat med samma
tal och avrundat det till tiotal, hundratal och tusental, till exempel vad
hinder om jag avrundar 42 kg till tiotal, hundratal och tusental, men dven
2000059 till tiotal, hundratal och tusental. Liksom att man kontrasterade
olika exempel pd avrundning, en babys vikt i férhallande till en vuxen.
Vid avrundning till tiotal och hundratal kunde man ha avrundat bade 42
liksom 4742 till tiotal (tabell 20).

Tabell 20. Tdnkt variationsmonster. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter
Moment Talomrade Tal
Avrundningsregler i v
Forstaelsen for limplighet v i

Resultatet av det erfarna lirandeobjektet visar att eleverna utvecklat
sin fOrstielse av avrundningsreglerna (tabell 21).
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Liksom i de tva féregaende lektionerna kan man i eftertestet (erfaret
lirandeobjekt) inte se att eleverna har utvecklat sin forstaelse f6r nir det
ar lampligt att avrunda i forhallande till ndr det inte 4r limpligt att
avrunda (tabell 22).

Tabell 21. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) for uppgift 1-3 for eleverna

som deltog i lektion 2C. F = prov fére lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen

Lektion 2C (n=11)

F E1l
1. Avrunda till nirmaste tiotal
44 55 % 100 %
67 73 % 100 %
2. Avrunda till nirmaste hundratal:
812 27 % 73 %
69 55 % 73 %
3. Avrunda till nairmaste tusental:
6133 27 % 82 %
2500 36 % 73 %
Medelvirde 50 % 92 %
Standardavvikelse 1,9 1,3

Analysen efter lektionen grundades i hég grad pia metoder som
anvints. 1 lektion 2A var det mycket diskussion i férhillande till
avrundningsreglerna, i lektion 2B presenterades reglerna fér eleverna
utan mycket diskussion och i sista lektionen, 2C, var det mycket
diskussion men reglerna var inte sd tydligt presenterade for eleverna. Om
man diremot fokuserar hur innehallet behandlas ser man att det inte dr
négra storre skillnader mellan lektionerna. Den lilla skillnad som finns dr
momentet i lektion 2B dir liraren later eleverna uppticka att de faktiskt
avrundat utan att reflektera 6ver det. M6tet avslutades med en diskussion
om tinkbara lirandeobjekt for learning study 3. Forslag som kom upp
var enhetsbyte, algebra och forstdelse for forhallandet multiplikation
kontra division.
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Tabell 22. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i podng) for uppgift 18-19 for eleverna

som deltog i lektion 2C. F = prov fére lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen

Lektion 2C (n=11)

F E1

18. Du skall képa frimirke till ett brev som du

viger pa brevvigen hemma. Miste du veta exakt
vad det viger eller ricker det att du minns 36 % 36 %
ungefir vad det viger?

18. Du skall ta medicin mot halsfluss. Méste du
veta exakt hur mycket det skall vara i skeden

0 0
eller bara ungefir? 3% 64 %

20. Du skall handla varor i affaren och vill vara
siker pd att dina pengar ricker. Miste du rikna

. 36 % 46 %
samman priserna exakt eller pa ett ungefér?

21. Du skall beritta f6r din kompis hur ling tid
det tar att ga till din mormor som bor en
kilometer bort. Méste du veta exakt hur ling tid
det tar, eller ricker det att du vet pa ett ungefir?
Medelvirde 68 % 65 %
Standardavvikelse 0,7 0,9

100 % 91 %

ELEVRESULTAT OCH SAMMANFATTNING AV LEARNING STUDY 2

Resultaten fran f6r- och eftertesten visar att eleverna till viss del utvecklat
den férmaga som avsdgs. Det iscensatta lirandeobjektet i alla tre
lektionerna 4r avrundningsregler dven om eleverna i alla lektionerna pa
olika sitt dven ges en viss mdijlighet att erfara nir det dr limpligt att
avrunda. Det intentionella lirandeobjektet var bade avrundningsregler
och forstaelsen for nir det dr lampligt att avrunda. Tolkningen av hur
dessa tva mal gestaltades i klassrummet blev olika. Alla tre lirarna hade
en mycket kort inledning av limplighet att avrunda, men analys av
lektionerna visar att de inte uppmirksammar elevernas eventuella
svirigheter att forstd detta. Istillet flyttas fokus snabbt till reglerna. Det
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var avrundningsreglerna eleverna erbjdds att urskilja, och den variation
som férekom var i de exempel och olika tal (tiotal, hundratal och tusen-
tal) som anvindes. Vid en nidrmre granskning av de uppgifter i f6r- och
eftertest som behandlar avrundning skiljer sig inte resultatet frin de tre
lektionerna i betydande utstrickning fran varandra, dven om det finns
vissa skillnader (tabell 23).

Tabell 23. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i podng) pd uppgift 1-3 for eleverna
som deltog i learning study 2. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen, E2 =

fordrojt eftertest

Lektion 2A Lektion 2B Lektion 2C
n=28) n=28) (n=11)

F E1l E2 F E1l E2 F E1l E2

1 38 75 88 63 75 100 55 100 82
63 88 88 63 88 75 73 100 100

50 63 63 63 75 88 27 73 82
75 75 100 63 88 88 55 73 91

50 63 75 63 75 88 27 82 73
50 75 88 50 75 50 36 82 73

M | 54 73 83 60 75 81 50 92 92
sD| 15 19 11 | 24 19 13 | 19 13 14

Inte heller de uppgifter som behandlar elevernas forstaelse for nir det
ar lampligt att avrunda visar pa ndgon skillnad mellan elevernas forstielse
1 lirandeobjektet.
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Tabell 24. Procentuella medelvirdet i procent och standardavvikelsen (i poing) pa uppgift 18-21 fér
eleverna som deltog i learning study 2. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen, E2

= fordrojt eftertest

Lektion 2A Lektion 2B Lektion 2C
(n=28) (n=298) (n=11)

F E1l E2 F E1l E2 F E1l E2

18 50 25 25 88 75 88 36 36 64
19 50 75 50 63 88 75 73 64 55
20 38 25 25 38 25 25 36 46 55

21 100 100 100 75 100 75 100 91 64

M 59 56 50 66 75 66 68 65 65
SD 0,9 0,8 0,9 0,7 1,1 0,5 0,7 0,9 0,6

Di eleverna 1 alla tre lektionerna gavs mojlighet att urskilja vad
avrundning innebar, ir det intressant att titta nirmare pa resultatet frin
for- och eftertestet f6r friga 17 som ar en friga av 6ppen karaktir:

17. Kan du forklara f6r mig vad ordet avrunda betyder. Ar du inte
siker si skriv vad du tror det innebar att avrunda ett tal.

Svaren pa denna friga dr likartade i alla tre grupperna och tyder pa en
ofullstindig forstielse for vad avrundning dr. Savil fére som efter
lektionen svarar en del elever att de inte vet, att man tar bort ett tal, eller
att komma sd nira som mojligt. En majoritet av eleverna svarar att man
tar det till nirmaste tiotal, hundratal eller tusental, men endast ett ftal
ger exempel for att belysa sin forklaring. Man kan fran svaren pa denna
friga mojligen dra slutsatsen att eleverna har lirt sig regeln men har
ingen forstdelse for anvindningen av den. Man kan tinka sig att eleverna
har lirt sig regeln fér avrundning men inte ndr det dr limpligt att
avrunda eller till vad.
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Det ménster av variation och invarians som kan skénjas 1 de tre
lektionerna visar att i fOrsta lektionen presenteras avrundning av tiotal,
hundratal sekventiellt, utan nidgon variation 1 tals storlek, det vill siga att
vid avrundning till tiotal behandlas tal upp till hundra, och vid avrund-
ning till hundratal, behandlas tal upp till tusen. I lektion 2B behandlas
dven avrundning av tiotal och hundratal sekventiellt. Den lilla skillnaden
ligger i att det dr variation inom talens storlek. Vid avrundning till tiotal
behandlas tal stérre dn hundra, och vid avrundning till hundratal
behandlas storre tal 4n tusen. En annan skillnad dr att det exempel som
viljs for att belysa varfér man avrundar grundas i elevernas eget sitt att
besvara lirarens friga, istillet for konstruerade exempel som i de andra
fallen. Lektion 2C skiljer sig i det metodiska upplidgget mot lektion 2A
och 2B, men inte i uppligget av innehillets organisation. I lektion 2A
och 2B gir liraren igenom regler for avrundning systematiskt medan
detta inte gors i lektion 2C. 1 denna lektion synliggérs regler for
avrundning med hjilp av olika pd férhand konstruerade exempel fran
vardagen som till exempel antalet badgister pa badet, hur ling tid det tar
att gi en speciell runda i den nirbeligna skogen. Vid bearbetning av de
olika exemplen diskuteras forst avrundning till tiotal och sedan till
hundratal, men da det bygger pa elevernas forslag blir det en variation 1
tals storlek. Likheten mellan lektion 2A och 2C idr det matematiska
resonemang som finns, dir rikneoperationer for differensen mellan tva
tal fokuseras.

Alla tre lektionernas iscensatta lirandeobjekt dr avrundningsregler.
Det rader en diskrepans mellan en granskning av arrangemang och ett
visst sitt att behandla innehdllet. I alla tre lektionerna behandlas
avrundning till tiotal och hundratal sekventiellt. Skillnaden ligger 1 olika
metoder att behandla innehillet, inte skillnader i hur innehaillet
behandlas.

De vardagliga exempel 1 lektion 2C, som skulle mojliggéra for
eleverna att urskilja ndr det dr limpligt att avrunda och till vad, utmanar
inte eleverna tillrickligt. Méjligen 4r det sd att dessa exempel bidragit till
elevernas okade forstaelse av regler for avrundning, Man kan av
elevernas resonemang se att de till exempel avrundar antalet badgister till
230 personer. Liraren vill att de skall avrunda till hundratal men f6r inget
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resonemang kring varfér. Det f6rs samma resonemang kring antalet drtor
i en burk, med den skillnaden att liraren hiar menar att det dr lattare att
komma ihdg om man avrundar 1789 till 2000 dn till 1790. Det blir aldrig
tillrickligt utmanande resonemang for att eleverna skall ges moijlighet att
urskilja ndr det dr limpligt att avrunda, och till vad, som till exempel vad
som hinder om katten blivit sjuk och skall ha medicin. Gér det da bra att
avrunda mingden medicin pa samma sitt som med drtorna?
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LEARNING STUDY 3

Den tredje studien genomfordes nistan ett dr efter den forsta studien.
Eleverna gick i arskurs 4 och deltagande lirare var de tre lirarna som
deltagit i de tva tidigare studierna.

LARANDEOBJEKT 3

Vid férsta planeringsmotet bestimde lirarna att de ville arbeta med pre-
algebra, och mer precist, lirandeobjektet blev att urskilja likhetstecknet
som relationellt. Ingen av ldrarna hade tidigare i sin undervisning arbetat
medvetet med pre-algebra men kinde att det kunde vara intressant att fi
mojlighet att arbeta med ett f6r dem outforskat omride nir det gillde
undervisning, De tvd tidigare studierna hade utgitt frin nagot som
lirarna tidigare funnit problematiskt att undervisa om, och nu ville de ta
tillfillet i akt att tillsammans fi arbeta med nigot “nytt”. Forskare F1
hade huvudansvaret for att tillsammans med ldrarna ta fram ett underlag
tor kartliggning av eleverna. Liksom i féregdende studier mynnade detta
ut i ett test (bilaga 8).

Vid andra planeringsmétet var forskare F2 nirvarande for att
yttetligare lyfta lirandeobjektet 1 forhallande till den genomfdrda kart-
ligeningen. Fore motet hade forskare F1 gjort en forsta analys av
resultaten. Resultatet fran kartliggningen visar att eleverna dnnu inte har
utvecklat férstaelse f6r hur man anvinder likhetstecknet om det inte
foljer exemplen i deras matematikbok dir man behandlar likhetstecknet
som att ’det blit” (ett operationstecken), till exempel 36 + 28 = _.

T uppgiften _ - 4 = 4 - 2 var det 17 elever som spegelvinde, det vill
sdga pa den tomma raden skrev de 2, 2 - 4 = 4 - 2. Detta forfarande
fungerar vid addition, 2 + 4 = 4 + 2 (kommutativa lagen), men inte vid
subtraktion, 2-4 dr —2, vilket inte 4r lika mycket som 4 - 2
(kommutativa lagen giller inte vid subtraktion). Detta tolkades av
forskare och lirare som att en stor del av eleverna inte har utvecklat en
torstdelse dels for skillnader i placering av talen i subtraktion i f61-
héllande till addition, dels att de uppfattar minustecknet som en signal
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tér om de skall addera eller subtrahera (operationstecken), fristiende fran
att minustecknet dven kan vara en beteckning av negativa tal. For
eleverna dr placeringen av talen viktigare dn dess virde. De funna kritiska
aspekterna var alltsd talens virde och dess placering i taluppsittningen.
Gruppen tolkade dven svaren frin denna uppgift som att eleverna
eventuellt inte hade likhetstecknets betydelse klart for sig da rikne-
operationen i sig inte ir sirskilt svar for elever 1 den aldern. Ocksa svaren

frin uppgift _-17 = 37-10 stirkte denna uppfattning, dven om

rikneoperationen hir dr svarare. En annan kritisk aspekt som framkom
var att eleverna sdg hogra ledet som ett svar pd det vinstra ledet. Ett
likhetstecken verkade for eleverna indikera att det skulle komma ett svar
efterit, inte att det skulle vara lika mycket 1 bada leden oavsett antalet
termer. Eleverna uppvisar en procedurell forstielse av likhetstecknet.
Denna forstielse fungerar vid aritmetiskt rdknande, dér eleverna arbetar
mot ett svar, det vill siga de kidnner en del och relationerna mellan
delarna, och summan fis genom direkt berdkning, 2 + 4 = __. Algebran
kriver att eleverna genomfdr matematiska operationer, en strukturell
forstaelse.

Gruppen diskuterade i detta skede vad som skulle variera och vad
som skulle hallas konstant. Ett férslag, som presenteras utav forskare F2,
var att ge eleverna ett exempel med samma summa pd bédda sidor av
likhetstecknet for att visa vad likhetstecknet betyder. For att gbra det
miéste summan vara invariant pd bdda sidor om likhetstecknet, men ut-
tryckas pa olika sitt och med olika representationer. Summan 18 valdes
av den anledningen att det dr en summa som kan uttryckas pa manga
olika sitt oavsett vilket riknesdtt man anvinder. Ett argument f6r detta
exempel var att eleverna skulle ges mojlighet att uppticka varfor det inte
gdr att skriva sd som de gjort pa forkunskapstestet, 3 + 6 = 9 + 4. Om
man under lektionen andrade tal kunde detta leda till for stor variation,
och deras forstielse for att det inte gar att skriva som de gjort pa
forkunskapstestet (3 +6 =9 +4) inte utvecklas. Om man varierar
talen kan elevernas fokus istillet hamna pa rikneoperationen och
resultera i de serier som eleverna skrivit pa forkunskapstestet, 24 = 3 o

8=17+83 =100-83 =17.
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Marie: Milet skall vara att dom skall forsta likhetstecknet.

F2: Mm.

Marie: Ocksd pa sid ménga, ja kanske inte si manga olika sitt, ja allts3,
olika 16sningar da.

F2: Ja, de skall forsta helt enkelt att det miste vara jimvikt pa bada
sidorna.

[--.]

F1: Som de [eleverna] ser det om man tittar, sd tror de att det
handlar om att dir stir en sak och dir stir en sak. [Pratar om
uppgiften ovan]

Man kom under samtalet dven in pa skillnader i lektionen beroende
pd om man valde att styra eleverna genom att ange vilket eller vilka
riknesitt de skulle anvinda, eller om man skulle limna detta 6ppet for
eleverna. Gruppen diskuterade ocksi om man skulle anvinda sig av
kontrast mellan subtraktion och addition fér att belysa den kritiska
aspekten, termernas ordning, Ett forslag frin forskare F2 var di att
skriva tvd olika exempel fran hur eleverna sjilva valt att 16sa sina
uppgifter i forkunskapstestet (2 - 4 = 4 - 2), {or att férdjupa deras
diskussion om varfor det ar ritt i det forsta fallet, men fel i det andra.

8+10=10+38
8-10=10-8

En av ldrarna var mycket kritiskt till att skriva nagot felaktigt pa
tavlan. Hon uttryckte hur hon ansdg att man skulle vara en férebild och
skriva ritt pa tavlan, vilket antyder att hon ser elevernas lirande som att
de kopierar de korrekta uppgifter som ldraren presenterar i klassrummet.
Detta forhallningssitt skulle i sd fall omojliggéra att elevernas egen
forstdelse for hur man kan skriva lyfts fram till diskussion i under-
visningen. Det viktiga i det hir fallet var att lyfta fram dessa tva ganska
lika exempel till diskussion i klassrummet, belysa att ett dr korrekt och ett
annat ir felaktigt, men framforallt varfér det dr felaktigt att skriva
8- 10 =10- 8. Man kan sidga att exemplet syftade till att erbjuda
eleverna en méjlighet att urskilja vad nagot ir (likhetstecknet som relatio-
nellt) genom att dven belysa vad det inte 4r. Exemplet skulle ocksa utgora
en kontrast som skulle erbjuda eleverna en méjlighet att forsta att
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likhetstecknet inte enbart indikerar vilket riknesitt de skall anvanda, utan
aven indikerar vilket virde ett tal har.

ALGEBRA

Algebran i skolan upplevs av minga elever som abstrakt och svit-
begriplig. Inom algebran handlar det mycket om anvindande av
bokstavssymboler (se t.ex. Kieran, 1992; Linchevski & Hersovics, 1996;
Persson, 2005). Usiskin (1988) anger fyra aspekter av olika sammanhang
dir bokstavssymboler anvinds, vad symbolerna stir f6r och vilka
matematiska aktiviteter de uppmanar till.

Tabell 25. Usinski (1988). Emanuelsson, Rosen, Ryding och Wallby (1997) f6r 6versittning

Algebra som: Bokstavssymbol som:

Generaliserad aritmetik Ménsterbeskrivande (6versitta,
generalisera)

Problemlésningsverktyg Obekanta, konstanta (16sa, férenkla)

Studie av relationer Variabel, parameter (relatera, gora
grafer)

Strukturer Godtyckliga symboler (omskriva,
motivera)

Pre-algebra kan beskrivas som en foérberedelse for den egentliga
algebran da algebraiska bokstavssymboler dnnu inte anvdnds. Det 4r en
mingd olika aktiviteter man utfér innan den egentliga algebran
(Linchevski, 1995). Linchevski visar med hjilp av ett exempel hur elever
l6ser en textuppgift som antingen aritmetisk, algebraisk eller pre-
algebraisk (procedurell).

Avstindet mellan A och B dr 520 km. En bil startar frain A kl. 7.00
och kot mot punkt B med en hastighet av 80 km/h. En annan bil startar
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frin punkt B kl. 9.00 och kér mot punkt A i en hastighet av 100 km/h.
Nir kommer dessa bada bilar att motas?

En aritmetisk 16sningsmetod

280 =160km
520 - 160 = 360 km

100 + 80 = 180 km/h

360/180 =2h

9+2=11

Hur lingt den forsta bilen kommer de
forsta tva timmarna.

Avstindet mellan bilarna nir den andra
bilen startat.

Nir bédda bilarna kor samtidigt, avgors
den totala strickan av bada bilarnas
gemensamma hastighet.

Avstindet mellan bilarna kl. 9.00 dividerat
med den gemensamma hastigheten ger
den tid de fardats.

Den tid bilarna kommer att moétas, kl.
11.00

En pre-algebraisk 16sningsmetod

Tabell 26
Antalet
tm;malrd Strickan
;eogn ’ forsta bilen Strackan andra bilen
' firdats (km) firdats (km) Total stricka
1 1-80=280 0 80km
2 2-80 =160 0 160 km
3 3-80 =240 (3-2)-100 =100 340 km
4 4-80 =320 (4-2)-100 =200 520 km
X x - 80 (x-2) 100 80x+(x — 2)100

En algebraisk 16sningsmetod
L4t antalet timmar som den forsta bilen maste firdas vara x. Efter-

som den andra bilen startar tva timmar senare tecknar man detta som

x - 2, vilket ger ekvationen
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80x + 100(x - 2) =520
med svaret
x =4,

Det finns manga studier som behandlar elevers begreppsmissiga
svarighet med algebra och likhetstecknet (se t.ex. Van Amerom, 2003;
Bell, 1995; Linchevski, 1995; Linchevski & Hersovics, 1996; Sfard, 1995).
Dessa studier indikerar att till skillnad frin aritmetiken, kriver algebraisk
firdighet ett ndgot annorlunda tillvigagangssitt.

Inom aritmetiken arbetar eleverna mot ett svar, man kidnner en del
och relationerna mellan delarna, och summan fis genom direkt
berikning (procedur) (Kieran, 1992). Till exempel det algebraiska ut-
trycket X — ¥ = 7, och man vet att y = 3, da kan man prova olika tal f6r
x, tills man hittar det korrekta. Ett annat exempel ir uttrycket X +y =
12, med l6sningen x =4 och y = 8, och uppgiften ir att hitta fler
16sningar. I bdda dessa skenbart algebraiska uttryck, hanteras uppgifterna
inte algebraiskt, utan aritmetiskt eftersom det 4r ett givet svar man 4r ute
efter. Bada dessa exempel illustrerar ett procedurellt perspektiv pa
algebran. Algebran kriver att eleverna genomfér matematiska opera-
tioner (strukturell). Strukturella algebraiska uttryck refererar till olika
operationer som man utfor, inte pa tal, utan pa algebraiska uttryck
(Kieran, 1992). Vid ett algebraiskt uttryck som 3x + y + 2x, kan detta
forenklas il till exempel 5x + y. En ekvation som 3y - 7 =12 - 7y,
kan 16sas genom att addera 7y i bida leden, 3y +7y -7 =12 +
7y — 7y, vilket sedan kan forenklas till 10y — 7 = 12. I bada dessa
exempel dr det algebraiska uttryck som hanteras och inte numeriska
svarigheter, och svaren dr fortfarande ett algebraiskt uttryck. Huruvida
eleverna utvecklingsmissigt behéver konfronteras med forst den
strukturella algebran och sedan den procedurella rider det bland forskare
(tex. Van Amerom, 2003; Sfard & Linchevski, 1994) olika mening. Van
Amerom (2003) foreslir att utmana eleverna nidr de arbetar med
aritmetiska aktiviteter genom att till exempel 16sa uppgifter som saknar
en term, eller rikna “baklinges”. Ett sidant férfarande skulle kunna
torbereda eleverna for linjira ekvationer. Booth (1988) menar att
cleverna behéver se att 2 + 3 inte enbart representerar en anvisning att
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addera 2 och 3, utan dven str f6r den totala mingden, och kan uttryckas
som a + b. Filloy och Rojano (i Herscovics & Linchevski, 1994) menar
att det existerar en skarp markering, ett ”didactic cut” mellan aritmetiken
och algebran nir det finns en okdnd pa bada sidor om likhetstecknet som
i till exempel ax + b = cx + d. Usiskin (1988) menar att svarigheten
ligger 1 att man mdste tinka “tvirtom” inom algebran i férhillande till
aritmetiken. Ekvationen 5x + 3 = 40 kan l6sas genom att subtrahera
med 3 i bida leden och sedan dividera med 5 i bida leden.

The arithmetic solution (in out head’) involves subtracting 3 and
dividing by 5, the algebraic form 5x + 3 involves multiplications by 5
and addition of 3, the inverse operation. That is to set up the equa-
tion, you must think precisely the opposite way you would solve it
using arithmetic (ibid., s. 13).
For att 6verbrygga det gap som finns mellan aritmetiken och algebran
(se t.ex. Hersovics & Linchevski, 1994; Kieran, 1992; Sfard, 1995), har
Irwin och Britt (2005) undersékt huruvida elevers férmaga att anvinda
olika strategier kan tillgodose en grund for algebraiskt tinkande.
Eleverna som deltog i projektet uppmanades att anvinda olika strategier
for att 16sa aritmetiska problem, istillet for att forlita sig pa mekanisk
algoritmrikning. Som exempel pd strategier ger de till exempel att 9 + 7
kan 16sas genom att addera 10 och 7 och sedan subtrahera 1, eller
genom att forst dela upp 9 i 6 och 3 och sedan addera 6 till resultatet av
7 + 3. Ett annat exempel dr 67 + 19 som kan skrivas om till 66 + 20
genom att subtrahera 1 fran 67 och addera 1 till 19. Eleverna som
deltog 1 projektet uppvisade en stérre formdga att hantera aritmetiska
relationer. Irwin och Britt (2005) hivdar att elever som framgangsrikt kan
anvinda operationella strategier 1 aritmetiken har littare for Gvergangen
till algebran. Liknande resonemang finns hos Jacobs et al. (2007). De
hivdar att “relational thinking” kan hjilpa elever i deras forstaelse av
algebran.

We characterize relational thinking as looking at expressions and
equation in their entirety, noticing number relations among and
within these expressions and equations...Relational thinking
represents a fundamental shift from an arithmetic focus (calculating
answers) to an algebraic focus (examining relations) (ibid., s. 260).
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Jacobs et al. (2007) argumenterar fOr att olika sdtt att hantera
aritmetiken som mer explicit leder till att eleverna lir med forstaelse,
vilket kan fungera som bas f6r algebran. Sfard och Linchevski (1994) har
betraktat den historiska utvecklingen av algebra och kopplat den till
individens begreppsutveckling. De menar att dessa tvéd f6ljs 4t, och dess
olika steg maste gas igenom i f6ljd.

Carraher, Schliemann och Schwartz (2008), har genomfért en longi-
tudinell klassrumsstudie!? av fyra klassrum med elever som studerats frin
andra halvan av drskurs 2 (attaariga elever) till slutet av drskurs 4 (tioariga
elever). I studien genomférdes algebraiska aktiviteter och 1 genomsnitt
deltog vatje elev i sex till atta aktiviteter. Varje aktivitet varade i 90
minuter. Aktiviteterna som eleverna deltog i behandlade addition,
subtraktion, multiplikation, division, brdk, procent och negativa tal.
Genom klassrumsobservationer och intervjuer dokumenterades hur
eleverna hanterade arbete med variabler, funktioner, positiva och
negativa tal, algebraiska uttryck, tabeller, grafer och ekvationer. I den
aktuella studien fokuserade man pa elevers utveckling i algebra genom en
jaimforelse av elevernas resonemang och problemlésning i borjan av
arskurs 3 och 1 mitten av arskurs 4.

I arskurs 3 arbetar eleverna med vad forfattarna kallar “godis ask
problemet”. Liraren visar eleverna tvd askar med godis. Askarna tillhor
John och Mary och innehéller lika manga godisbitar, men Mary har dven
tre extra godisbitar som ligger pd asken. Efter att eleverna har fitt kdnna
péa askarna dr de tillfragade att skriftligt beskriva vad de vet om antalet
godisbitar som John och Mary har. De elever som uttalade att de inte
visste nigot om antalet blev uppmuntrade av liraren att visa vad de
tinkte. Resultatet visade att 56 av 63 elever ritade en teckning och for-
fattarna urskiljde tva fokus, 7a single instance” och ”an interminate
amount keeps options open”. I den forsta gruppen hamnade de svar
som beskrev ett bestimt virde pa antalet godisbitar, medan de svar som
hamnade 1 den andra kategorin gav svar som uttryckte ett férhillande

10 Resultat frin projektet ”Bringing Out the Algebraic Character of
Arithemetic” har dven blad annat rapporterats i Carraher, Schliemann, Brizuela
och Earnest (2000).
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mellan askarna. Liraren ville dock att eleverna skulle ta ett steg nirmare
algebran. Han skrev ddrfér upp alla elevers svar i tre kolumner pa tavlan.
En kolumn f&r John, en f6r Mary och en som visar pa skillnaden mellan
dem i antalet godisbitar. P tavlan vixer det dd fram ett monster. Efter-
som en elev ger ett felaktigt svar, John har 7 och Mary 13 godisbitar, och
eleven inte later sig Gvertalas later liraren detta svar vara kvar pa tavlan.
Nir forfattarna tolkar denna episod menar de att eleverna givits méjlig-
het att se vad som varierar och vad som ir invariant.

As the prediction table was completed, student could try to describe
what features were invariant among the (valid) answers. In a sense,
the data table encouraged students to generalize (Carraher et al,
2008, s. 246).

Forfattarna menar att det dr genom dessa samtal som eleverna kan
bérja forstd skillnaden mellan verkliga Gvervdgande och teoretiska
mojligheter.

The result from the candy Boxes task suggests that young students
may be able to shift their focus from individual instances to sets and
their interrelations. In this new conceptual framework, the
mathematical object is no longer the single case or value but rather
the relation, that is, the functional relationship between two variables
(Ibid., s. 247).

I arskurs 4 behandlar de ytterligare algebraiska aktiviteter. Tva pa var-
andra féljande aktiviteter som bendmns ”plinboks problem” behandlas.

Mike har 8 kr i sin hand och resten av sina pengar 1 sin plinbok.
Robin har exakt 3 ginger si mycket pengar som Mike har i sin

planbok. Vad kan du siga om den summan pengar som Mike och
Robin har?(min 6versittning)

Eleverna behandlar detta omride pa liknande sitt som med “godis
ask problemet”, det vill siga de har ritar bilder som f&rklarar hur de
tinker och gbr gemensamt en tabell 6ver elevernas férslag samt dskadlig-
gjorde detta i en graf, dir virdena pd x-axeln representerade summan i
Mikes plianbok, och y-axeln representerade den totala summan. Dess-
utom fortsitter de genom att hantera uttrycket som en ekvation,
8 + W = 3W, dir uttrycket endast dr sant ifall W stir f6r 4. For att i
detta lige utveckla elevernas fOrstielse fir de sedan arbeta med
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ckvationen 100 + W = 3W. Anledningen till att eleverna skall arbeta
med denna ekvation dr att de inte pd férhand vet svaret pd ekvationen.
Genom att pd detta sitt visa pa en ekvation som ir lika vad giller en
egenskap men varierar ndr det giller andra, Oppnar liraren f6r en
variation av fOrstdelsen for en ekvation som forhillande. Forfattarna

menar att:

Although there is general agreement that algebra should become part
of the elementary school curriculum (National Council of Teachers
of Mathematics, 2000; Shoenfield, 1995) there are varying views
regarding the most promising approach for investigating algebra into
the early mathematics curriculum. Some have proposed generalized
arithmetic (Mason, 1996); others focus on the representation of
quantities and the solution of equations (Bodanski, 1991). Still other
have defended pluralism on the grounds that no single approach can
do justice to the range and complexity of algebra (Kaput, Blanton,
&Moreno, chap.2, this volume).

We would claim that functions are special and deserve a careful look.
All issues of generalized arithmetic can easily be subsumed under
functions, but the converse is not true... Our approach highlights the
shift from thinking about relations among particular numbers and
measures toward thinking about relations among sets of numbers
and measures, from computing numerical answers to describing and
representing relations among variables (Carraher et al., 2008, 5.265-
2606).

LIKHETSTECKNETS BETYDELSE

Att utveckla en relationell (statisk) syn pa likhetstecknet dr kritiskt for att
torsta algebra. Eleverna behéver forsta att om man adderar samma tal 1
bida leden i en ekvation, ar relationen mellan leden densamma. Om
eleven inte har forstitt att likhetstecknet indikerar en relation, memorerar
eleven denna kunskap utan férstielse (Kieran, 1992). Knuth, Stephens,
McNeil och Alibali (2006) har undersékt sambandet mellan f6rmagan att
16sa ckvationer och forstielsen for likhetstecknet. Resultatet fran deras
unders6kning visade att elevernas foOrstielse av likhetstecknet dr
relationellt, vilket hjilper dem i deras forstdelse for algebraiska strategi.
De sig en stark relation mellan fOrstielsen for likhetstecknet och
férmégan att 16sa en ekvation. En férklaring de ger till varfér s manga
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elever hiller kvar vid en operationell forstdelse av likhetstecknet dr att
likhetstecknet introduceras tidigt i matematiken och limnas sedan ore-
flekterat i senare skoldr da lirare generellt tar for givet att eleverna, nir
de vil en ging introducerats fOr begreppet, inte behdver nigon
repetition (Knuth et al, 2006; Knuth, Alibali, Hattikadur, McNeil &
Stephens, 2008). Capraro, Capraro, Ding och Li (2007) har undersokt
elevers uppfattning av likhetstecknet i USA och Kina. Cirka 98% av de
kinesiska eleverna uppvisade en korrekt 16sning pa problemen, medan
endast 28% av de amerikanska studenterna kunde 16sa uppgifterna. De
undersékte dven bocker i matematik f6r blivande matematiklirare i
respektive land och sdg dd att medan bockerna f6r blivande ldrarna i
USA knappt diskuterade likhetstecknet som ekvivalens, introducerades
likhetstecknet i de kinesiska bockerna som relationer, och diskuterades
som balans, likhet eller ekvivalent.

Tidigare forskning (se t.ex. Bell, 1995) visar att elever som l6ser upp-
gifter som 11 - 6 = __ - 11, ger svar som 5, vilket indikerar att man ser
likhetstecknet som att ”det blit” nigot (operationell/dynamisk syn), och
svar som 6 indikerar att de uppfattar att kommutativa lagen dven giller
tor subtraktion. Seo och Ginsburg (2003) menar att en fOrstdelse av
likhetstecknet som att “’det blir” nigot begrinsar elevernas formaga att
hantera en uppgift pia olika sitt; avvisande av icke vedertagna
(noncanonical) ekvationer, svarigheter att bestimma den okinda 1 en icke
vedertagen ekvation, hinder i forstielsen av mer avancerad matematik.

Avvisande av icke vedertagna (noncanonical) ekvationer. Elever
som uppfattar likhetstecknet som att det blir nidgot, uppfattar a + b = ¢
som den enda vedertagna form, och har svirigheter med ¢ = a + b,
a+b=c+d,ellerc =c.

Svarigheter att bestimma den okidnda i en icke vedertagen
ekvation. Elever har svirigheter att se den okinda i en ekvation nir
summan ir pa vinster sida och det som skall adderas 4r pa hoger sida om
likhetstecknet, _ =2+4,6 =2+ _, 6 = _ + 4, istallet for 2+ 4 =
_L2+_=6,_+4=6.
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Hinder i forstielsen av mer avancerad matematik i framtiden.
Forstielsen f6r likhetstecknet som att ’nédgot blir” leder till svarigheter i
forstdelsen for aritmetiska operationer och i algebran.

Eleverna som har en operationell syn pa likhetstecknet, liser upp-
giften frin héger till vinster. I en uppgift som 7 + 3 = _ + 4, behéver
eleverna lisa hela uppgiften innan de kan 16sa den, och de maste forsta
att det mdste vara samma summa pa varje sida om likhetstecknet.
Eleverna behover siledes se uppgiften som en helhet och inte som 16sa
delar. Om eleverna istillet for att direkt rdkna, letar efter
samband/relationer, som att till exempel uppgiften 7 +3 = _ + 4,
innehiller addition i bdda leden och 3 i4r ett mindre an 4, behover de inte
forst addera 7 och 3, och sedan subtrahera 10 med 4.

Bentleys (Skolverket, 2008c) tolkning av tva uppgifter 1 TIMSS 2007,
visar elevernas svarigheter i att 16sa uppgifterna pa grund av en dynamisk

forstielse.

64/ =0
I denna uppgift star [| f6r ett och samma tal. Vilket tal star [ for?
A) 4

B) 8
) 16
D) 32

Det korrekta svaret, 8, valdes av 26,6 % av eleverna. Det var nidstan
lika médnga som valde svarsalternativet 32. I en andra uppgift:

12/3 =0/ 2
Vilket tal ska std i rutan []?

A) 2
B) 4
o) 6
D) 8

Det korrekta svaret, 8, valde mindre 4n en femtedel av eleverna, och
knappt hilften valde det felaktiga svaret 4. En dynamisk uppfattning av
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likhetstecknet ger att eleverna tinker sig att resultatet av berikningen
12/3 ger svaret 4, medan en statisk uppfattning av likhetstecknet
betyder att bdda sidor om likhetstecknet skall ha samma virde.

LEKTION 3ATILL 3C

Tabell 27. Overgripande innehill och struktur i learning study 3

Lektion 3A Lektion 3B Lektion 3C
Med hjilp av magneter Samma som lektion 3B
introducerar liraren
likhetstecknet
Liraren ber eleverna Samma som lektion 3A | Samma som lektion 3A
uttrycka 18 = 18 pa ett och 3B. Behandlar
annat satt. Direfter ber dven langa sekvenser.
hon dem anvinda olika Slapper 18
riknesitt
8+10=10+8 Samma som lektion 3A | Samma som lektion 3A
8—-10=10-8
Elevuppgift med Samma som lektion 3A | Samma som lektion 3A
bestimt antal termer pa och 3B, men 4ven
var sida likhetstecknet exempel fran liraren
Elev och lirare
behandlar ekvivalens
med flanellografbilder

PLANERING LEKTION 3A

Utifrin diskussionen vid féregdende triff, bestimde gruppen sig for att
utgd fran samma helhet (18) och halla detta konstant genom hela
lektionen. Det var vad som kunde bli 18 som var konstant och olika
riknesitt som varierade. Det intentionella lirandeobjektet innefattade att
betydelsen av likhetstecknet skulle belysas med hjilp av variation i olika
satt att teckna/uttrycka talet 18, samt det exempel som beskrivits ovan.
Gruppen bestimde dven att liraren under fOrsta lektionen inte skulle
styra eleverna for att pa detta sitt finga vad eleverna sjilva hade for
torslag. Skulle de till exempel Oppna upp dimension av variation av-
seende olika riknesitt genom att ge forslag som inneholl olika riknesitt?
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En av lirarna var 6vertygad om att hennes elever skulle kunna ge manga
exempel eftersom de for tillfillet arbetade med multiplikation. Anvind-
ningen av laborativt material diskuterades, men tvd av ldrarna befarade
att anvindande av laborativt material kunde leda till att eleverna bara
skulle leka” med materialet di de menade att eleverna inte var vana vid
att anvinda laborativt material. Av den anledningen bestimdes att
eleverna inte skulle anvinda laborativt material under lektionen.

Lektionen skulle inledas med att liraren frigade eleverna om de
kunde uttrycka talet 18 pd ndgot annat sitt. Léraren skulle pa tavlan
skriva upp ett férslag frin vartdera paret och beroende pa elevernas svar
skulle man f6lja upp dessa. Om det fran eleverna kom exempel bade pa
en ”sekvens”, till exempel 7+ 11 =18 och en ”rad”, till exempel
74+11=19-1=14+4 skulle liraten ha mojlighet att belysa
skillnaden péd dessa. Beroende pé vilket riknesitt eleverna hade i sina
exempel skulle liraren ga vidare genom att till exempel be eleverna
anvinda ett annat riknesitt, olika riknesitt, och olika riknesitt pa olika
sidor om likhetstecknet. Liraren skulle 4ven anvinda sig av kontrastering
mellan addition och subtraktion fér att belysa den kritiska aspekten,
talens virde. Vidare skulle eleverna arbeta med ”potatissdckar”. Liraren
skulle pa tavlan rita upp fyra potatissickar pd en sida om likhetstecknet
och tre potatissickar pa andra sidan om likhetstecknet och be eleverna
att fylla potatissickarna och sitta ut riknesitt emellan sickarna. Detta
moment skulle avslutas med att eleverna pa papper skulle skriva ner en
uppgift liknande potatissdckarna, men limna en potatissick tom pa varje
sida om likhetstecknet f6r att kamraten skulle lista ut hur manga potatisar
det skall vara i de tomma sidckarna. Avslutningsvis skulle ldraren skriva
upp elevernas forslag pa tavlan. Dessa skulle diskuteras och liraren skulle
dven skriva ut likhetstecken mellan alla férslagen.

Marie frigade vid ett tillfille under planeringen om vi skulle ha med
uppgifter som till exempel: Om jag har 17, hur mycket maste jag da ligga
till £6r att f4 187 Detta skulle i sa fall innebdra en férdndring i ldrande-
objektet.
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LEKTION 3A

Som planerat borjar liraren med att friga om eleverna kunde skriva
18 = 18 pa ett annat sitt. Tanken var att elevernas olika exempel skulle
Oppna upp for en variation av olika sitt att uttrycka ekvivalens som i sin
tur 6ppnade en dimension av variation 1 likhetstecknet som relationellt
och inte endast operationellt. En del elever kom inte pa nigot annat sitt
att uttrycka 18 = 18, och exempel som eleverna féreslog var, 9 + 9 =
9+ 9, och 20 - 2. Eleverna 6ppnade upp fér en dimension variation av
det iscensatta lirandeobjekt avseende riknesitt genom att ge férslag som
innehdll bade addition och subtraktion.

Peter: Jag har skrivit nej.

Marie: Du har skrivit nej, samma som tjejerna, man kan bara skriva 18
sd hir, ihm Peter om du nu har skrivit nej och du tittar pa detta
star hdr 18 = 18 Peter?

Peter: Nej. Dirstir 9 +9 =9 + 9.

Marie:  Ja, men om du ldgger ihop 9 + 9 hur mycket blir det?

Peter: 18.
Marie: Det blir 18, hur mycket dr 9 + 9 Peter?
Peter: 18

Marie: Det idr fortfarande 18. S4 9 + 9 = 9 + 9 da kan jag fortsitta att
skriva hir =, Jakob?

Jakob: Ahm, 20 - 2.

Marie: 20 — 2, hur mycket dr 20 — 2, Sara?

Sara: 18.

Redan i bérjan av lektion har lirandeobjektet dndrats fran det
intentionella, att utveckla elevernas férmaga att se likhetstecknet
relationellt, till det iscensatta, olika sitt att uttrycka en summa: 18.
Genom hela lektionen atervinder liraren till summan 18 och olika sitt
att uttrycka detta. I utdraget ovan styr ldraren elevens uppmirksamhet
tillbaka till summan 18, istillet for att lyfta fram att det 4r lika mycket pa
bada sidor om likhetstecknet, trots att eleven svarar med 9 +9 =9 + 9.
Istallet for att fraga dr det lika mycket pa bada sidor om likhetstecknet?”
belyser liraren att summan fortfarande dr 18 och liraren fragar i utdraget
ovan eleverna vad ”det blir” vid tva tillfdllen. Eleverna ges inte mojlighet
att urskilja varfér man kan ha ett likhetstecken mellan 9 + 9 och 20 - 2.
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Det som limnas oreflekterat 4r att man kan ha likhetstecken mellan
949 och 20 - 2, eftersom “det dr”. Denna aspekt blir inte tydligt
framlyft, utan limnas at eleverna att sjilv urskilja, eftersom liraren
fokuserar summan och forstdelsen f6r likhetstecknet som ”blir”
(operationell forstaelse) istillet f6r 7dr’” (relationell forstdelse).

Efter att liraren skrivit upp de tvd olika exemplen som kom fran
eleverna, ber hon aterigen eleverna att fundera pi om de nu kan komma
pé nagot annat sitt att uttrycka 18 = 18. Nu kan alla elever ge forslag pa
olika sitt, till exempel 100 - 82 och 16 + 2 = 16 + 2. Négra elever
Oppnar upp fér en ny variation, variation i olika tal pa var sida
likhetstecknet, till exempel 14 +4 =15+3,19-1=17+1. An en
ging ber hon att eleverna skall uttrycka 18 = 18, men denna ging ir
eleverna ombedda att anvinda andra riknesitt 4n addition och
subtraktion. Alla eleverna ger exempel pa en multiplikation och alla utom
tvd elever ger ett svar didr bdda termerna dr samma, till exempel 6 + 3 =
3 - 6 till skillnad fran till exempel 9 - 2 = 1 - 18. Liraren suddar direfter
ut elevernas forslag som hon osorterat skrivit upp pa tavlan, och pa nytt
blir eleverna ombedda att uttrycka 18 = 18 men nu skall de anvinda
mer dn ett rdknesitt pa var sida om likhetstecknet.

Marie: Vi fortsitter, vi later det std ocksa ser vi vad Fanny och Linnea,
vad har ni kommit fram till?

Linnea: 23-5=1-18=17+1.

Marie: 23 — 5, hur mycket 4r det Linnea?

Linnea:  Ahm, jag tror det ir 18.

Marie: Det ir ritt. 1 - 18, Jakob, hur mycket dr 1 - 18?

Jakob: 18.
Marie: Och Peter, 17 + 1 hur mycket ar det?
Peter: 18.

Marie: Ja, da star hir 18 = 18 = 18 det ér bra, Alfred?
Alftred: 1000 — 982.
Marie: 1000 —

Alfred: 982.
Marie: Hur mycket ér det?
Alfred: 18.

I utdraget ovan styr liraren iterigen elevernas uppmirksamhet till-
baka till summan, inte varfér man kan ha ett likhetstecken mellan
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23-5, 118 och 17 + 1. Lirarens intention att anvinda samma
summa implicit, blir ett explicit lirandeobjekt fér eleverna. Inte heller
kommenterar liraren det faktum att eleverna endast har anvint olika
riknesitt pa olika sidor om likhetstecknet, inte olika riknesitt pd samma
sida om likhetstecknet. Liraren tar istillet alla elevsvar och skriver upp
dem i en liag sekvens. Tanken bakom detta férfarande ér att sekvensen
skall 6ppna upp for en dimension av variation avseende likhetstecknet
som relationellt pa det sitt som beskrevs inledningsvis i detta avsnitt.
Eleverna idr vana att se berdkningar som bestdr av till exempel tvd termer
foljt av en summa, en aritmetisk operation. Eftersom det iscensatta
lirandeobjektet dndrats till omskrivning av en summa 4r det detta liraren
aterigen fokuserar.

En sista ging ber liraren eleverna att uttrycka talet 18 = 18 och
aterigen ber hon dem att anvinda olika rdknesitt pa var sida om likhets-
tecknet. Det dr rikneoperationerna i exemplet frin eleven, (20 - 6 +
2 =1+ 23-5) som fir uppmirksamhet istillet for likhetstecknet. Att
underlitta perspektivskiftet genom att anvinda samma summa for att
detta inte skulle vara i férgrunden, fungerar inte. Genom att liraren
fokuserar summan mer 4n likhetstecknet, oméjligg6rs detta perspektiv-
byte. Det som skulle utgbra bakgrund blir f6rgrund.

Alfred: Ja, 20 — 6.
Marie: 20 — 6.
Alfred: +2=1+23-5.

Marie: Kan alla titta hit pa detta som Alfred och Joakim har kommit
fram tll.
Alla tittar hit. 20 — 6 + 2, hur mycket dr det Anton?

Anton: 18, eller vinta nu lite?

Marie: 20 —, Joakim, hur mycket dr 20 — 62

Anton: 14.

Marie: Ocksd plus 2?

Anton: 16.

Marie: Vad skall vi, vad skall vi, okej vi vintar lite, ocksd tittar vi pa
detta, vad star hir Ida?

Ida: 24 — 5.

Marie: Hur mycket dr 24 — 5, Alfred, 24 — 5?
Alfred: Det ir, det ir [otydligt] 19. Det ar fel.
Marie: Stimmer detta?
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Elever:  Ja, Nej?

Marie: Vad skall vi gora at detta? Vad skall vi gora at detta da» D4 stir
inte hdr att 18 = 18 det var det vi skulle skriva, dhm kan ni
skriva ner dessa siffrorna pa pappret ocksd skall ni anvinda
dessa siffrorna men ni skall géra sa att 18 blir lika med 18 men
ni borjar alltsd sd hir men ni skall rikna ritt sd att 18 = 18. 20 —
6 + 6, + 2, fortsatt med det s3 att det blir 18 och har 1 + 23 -5
sa att det blir 18.

Liraren fokuserar 18 = 18 som samma summa, inte likhetstecknet.
Det ir rikneoperationen som hamnar i fokus istillet for att det inte gar
att ha ett likhetstecken mellan tvd uttryck som inte dr ekvivalenta.
Liraren vill att eleverna skall forstd varfér det inte gdr att skriva
20- 6+ 2 =1+ 23 - 5, men eftersom hon fokuserar summan och att
de skall rikna ritt, hamnar fOrstielsen for likhetstecknet i bakgrunden
och det blir summan och rikneoperationen som hamnar i fokus for
eleverna och det ir det som de ges méjlighet att urskilja.

Efter detta skall liraren med hjilp av kontrastering mellan addition
och subtraktion samt hur man inte kan skriva, hjilpa eleverna att
fokusera den kritiska aspekten, termernas ordning, Exemplet skulle
hjilpa eleverna att urskilja ekvivalensen genom att ldraren lyfter fram ett
icke ekvivalent uttryck 1 forhallande till ett ekvivalent uttryck och
fokuserar varfor det inte dr mojligt att skriva 8 - 10 = 10 - 8, sam-
tidigt som uttrycket synligg6r tals virde. P4 tavlan skriver liraren:

8+10=10+8
8-10=10-8

Liraren viljer hir att konstatera att det inte gar och istillet for att
fokusera kontrasten mellan ekvivalens och icke ekvivalens, fokuserar
liraren summan och det blir aterigen rikneoperationen som hamnar i
fokus. Liraren konstaterar att summorna inte stimmer. Vad som inte
stimmer uttrycks aldrig och limnas till eleverna att sjilva urskilja, vilket
de troligtvis inte gor.
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Marie: Titta nu pé vad jag skriver dd [Lararen pekar pa 8 — 10 = 10 —
8]. Sara skall du ocksa ta och titta pa det jag har skrivit hir, och
Klara, vad siger ni, ser det bra ut?

Elever: mummel, nej.

Marie: Vad ir det som inte set bra ut, Joakim?

Joakim:  Det forsta 8 — 10.

Marie: Hur mycket dr 8 — 107 [Liraren ringar in talet].

Joakim:  Minus 2.

Marie: Bra, da stimmer inte det [Liraren suddar talet]. Hur mycket ar
hir d4, I, Ida? [Liraren pekar pa 10 — 8].

Ida: 2.

Marie: Det dr tvd si sid kan jag inte skriva. Stimmer det hdr dar
[Liraren fragar eleven om 8 + 10 = 10 + 8].

E: Ja

Marie: att 8 — 10 = 10 + 82 [Felsdgning av ldraren eftersom det stir 8

+ 10 = 10 + 8] Ja det stimmer det 4r 18 4r lika med 18.
[Liraren Suddar talet].

Liraren gar Over till uppgiften med potatissickar. En uppgift som
eleverna genomfér utan nagra problem. Intentionen med uppgiften var
att eleverna skulle fi uttrycka ett givet antal termer, 18 = =

_ _=_ _ =18, eftersom vi pd férkunskapstestet sett att eleverna
behandlade uttrycken sekventiellt 24 = 3-8 = 17 + 83 = 100 -90 =
10. Aven hir fokuseras summan och inte likhetstecknet eftersom liraren
viljer att atergd till summan. Nir eleverna dr ombedda att gora ett
exempel dir de tagit bort ett tal pa var sida om likhetstecknet, for att
sedan kompisen skall 16sa detta dr det en elev som inte har 16st uppgiften
han fatt av kompisen. Liraren lyfter inte detta exempel till diskussion om
varfér det var svart utan uttrycker att det blev fel nigonstans och gar
vidare. Det hela avslutas med att ldraren ger eleverna ett exempel som de
skall 16sa; 3+ _+4=2+3+5+_. D4 det iar summan som
fokuseras, ger en elev svaret elva och dtta, och uppgiften anses vara 19st.
En vidareutveckling av denna uppgift vore att friga om det gar att
anvinda sig av fler tal. En variation av tal hade méjliggjort f6r eleverna
att urskilja likhetstecknet som relationellt.
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ANALYS AV LEKTION 3A OCH PLANERING AV LEKTION 3B

Det variationsmoénster som konstitueras under lektionen (tabell 28)
tydlige6r 1 forhdllande till det erfarna lirandeobjektet (tabell 29) att
eleverna inte utvecklat sin férstaelse i lirandeobjektet.

Tabell 28. Variationsmoénster i lektion 3A. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter

Moment Rikneoperationer Summa
Omskrivning av tal v i
8§+10=10+8 ; ;
8§-10=10-38

Elevuppgift med bestimt antal ;
termer pé var sida likhetstecknet M

Det iscensatta lirandeobjektet blev omskrivning av talet 18. For att
méjliggdra f6r eleverna att urskilja likhetstecknet som relationellt hade en
méjlig vig varit att variera tal. Vid planering av lektionen skulle summan
hillas konstant och operationerna variera. Detta moénster (tex. 17 +1 =
14+4,21-3=14+4,3¢3+9=14+4 och 26-8=14+4)
skulle mojliggdra for eleverna att urskilja likhetstecknets betydelse. Det
monster av variation och invarians av kritiska aspekter i lirandeobjektet
som konstituerades 1 lektion 3A verkar inte vara tillrickligt for att
eleverna skall ges mojlighet att urskilja likhetstecknet som relationellt,
vilket ocksa visar sig i elevernas erfarna lirandeobjekt (tabell 29).

Vid analysen av det erfarna lirandeobjektet i lektion 3A blev det
tydligt att det intentionella lirandeobjektet, forstdelse for likhetstecknet
som relationellt, skiljde sig frin det iscensatta lirandeobjektet, olika sitt
att uttrycka en summa, 18.
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Tabell 29. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) for eleverna som deltog i

lektion 3A. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen. En del frigor nigot

forenklade, for detaljerat test, se bilaga 9 och 10

Lektion 3A (n=10)

F E1l
la. 3+6=__+4(FEl 60 % 70 %
1b. _ -6=6-4(F) 0 0

. 5=5_3(E1] 10 % 10 %
le. 194+6=20+__ 80 % 60 %
1d. 36 +28 =40+ __ 40 % 30 %
le. 67—-14=57-__ 60 % 50 %
1f. _ -17=37-10 10 % 10 %
lg. 7+4=_+__ 80 % 50 %
1h. 36=__-__ 50 % 80 %
11 16-__ =20-__ 50 % 50 %

- S
2. . Vﬂl?a av dessa dr riktigar 50 % 30 %
Ringa in dessa.
3. C1-6=8+12 50 % 40 %
4. Pa hur manga sitt kan du skriva talet 0 0
20 (F) 24 (E1)? 40 % 50 %
S.SZEE(F) 192 10 (E1) Kan du skriva 10 % 30 %
detta pa fler sitt?
6. 42=6-__ =22+_ =100-_ =__ 20 % 20 %
7. 60 % 70 %
Medelvirde 45 % 43 %
Standardavvikelse 3,7 3,4
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Under lektionen gér liraren pd ett strukturerat sitt igenom olika sitt
att gbra omskrivningar av talet 18 (invariant) med hjilp av olika riknesitt
(varierar). Nir olika uttryck pa detta sitt blir tematiserade, 6ppnas for en
dimension av variation vad giller olika sitt att uttrycka summan 18
medan summan hills konstant. Diremot sitts detta inte i relation till
likhetstecknet, det vill sdga att om man har en summa pa den ena sidan
om likhetstecknet, madste det vara samma summa pa andra sidan likhets-
tecknet. Denna aspekt forsvinner helt och hallet. Liraren uttrycker hur
det f6r henne var sjilvklart att eleverna skulle fokusera likhetstecknet och
inte summan, och ser sjilv hur hon kunde hanterat det annorlunda.

Marie: Dir kunde jag sagt istillet, detta dr inte lika, ocksd skulle jag
inte anvint 18 alls.

For att férhindra att fokus skall hamna pé talet som utgér exemplet,
diskuterade forskare F1 och F2 under analysen, inférande av utokad
variation av exempel. Genom att 18 halls konstant genom hela lektionen
och liraren enbart fokuserar omskrivningar av talet, utan att simultant
relatera dessa omskrivningar till likhetstecknets betydelse, urskiljer
eleverna inte lirandeobjektet. Eleverna lirde sig att urskilja olika sitt att
uttrycka talet 18, men inte férhallandet mellan talet 18 pa den ena sidan
om likhetstecknet i férhallande till den andra sidan. Denna brist att sitta
samman delarna till en helhet, méjliggjorde inte att de kunde urskilja
andra sitt att skriva till exempel 15 pa.

Vid planeringen av lektion 3B blev det tydligt att likhetstecknet méste
lyftas fram betydligt mer. Ett forslag var dé att fraga eleverna om det ar
lika mycket pd bada sidor om likhetstecknet istillet f6r att som i lektion
3A, fokusera summan 18. Man bestimde sig for att i inledningen
anvinda sig utav magneter. Anledningen till detta var att man ville 6ppna
upp for en dimension av variation vad giller olika sitt att uttrycka
18 = 18. I forsta lektionen uppvisade eleverna svirigheter med att pa
egen hand forstd vad som menades med att uttrycka 18 = 18 pi ett
annat sitt. I enlighet med analysen av lektionen féreslog forskare F1 for
lararna att man skulle infora variation i tal, for att inte fastna i det valda
exemplet istillet for att fokusera principen. Vidare bestimde man sig for
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att man i denna lektion skulle styra eleverna mer med avseende pa de
riknesitt de skulle anvinda. I lektion 3A sade liraren till exempel att de
skulle anvinda olika riknesitt, men i lektion 3B skulle liraren beritta f6r
eleverna vilket eller vilka riknesitt de skulle anvinda. Anledningen till
detta var att det forts en diskussion vid forsta planeringstriffen huruvida
man skulle styra eleverna eller inte. D4 man under lektion 3A limnat det
Oppet ville lirarna under denna lektion istillet styra eleverna. Intentionen
med detta forfarande var att erbjuda eleverna en méjlighet att bygega upp
ett monster och se att oavsett vilka uttryck som skrevs var det ekvivalent,
det vill sdga lika mycket pa varje sida av likhetstecknet. Man skulle dven
vara tydligare i exemplet dir man anvinder sig av kontrastering av
addition och subtraktion. Det viktiga dr inte rikneoperationen och vad
summan ir, utan att lyfta fram exemplen till diskussion for att erbjuda
cleverna en moijlighet att urskilja en relationell forstaelse av likhets-
tecknet.

LEKTION 3B

Som planerat borjar liraren lektionen med att sitta magneter pa tavlan.
Hon sitter f6rst 10 bld magneter och 8 réda magneter pi en sida om
likhetstecknet. P4 andra sidan sdtter hon 11 bld magneter och fragar
eleverna hur manga réda magneter hon maste sitta for att ha likhets-
tecknet kvar.

Malin: [...] om jag nu sitter pa den hir, pd denna sidan om
likhetstecknet sd sitter vi, skall vi se vi sdtter 10 stycken blaa
magneter och sa plussar vi det med ett antal réda magneter, sé.
Vi har alltsd 10 blda, hur mdnga r6da dr det? Moa?

Moa: 8.

Malin: Hur mycket ar det tillsammans d4?

Moa: 18.

Malin: Ja. Sa skall vi sdtta skall gbra ett streck hér pa denna sidan ocksa

sitter vi dhm, ett antal blia magneter hir, blia magneter hir.
Hur manga blaa magneter har vi dir, Hanna?

Hanna: 11.

Malin: 11. Da sitter vi plus dér, hur mdnga mdste jag, hur manga réda
maste jag sitta dir for att jag skall kunna ha ett dr lika med
tecken dir, Karl?

Karl: 7.
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Malin: 7, varfor det?

Karl: Diirfor att det méste alltid vara likadant pd bada sidor nir det dr
likamed tecken.

Malin: Det maste vara likadant pa bada sidor om likhetstecknet. Sa om
jag satte 6 roda vad blir det da?

Karl: Ahm, d4 blir det 17 bara p4 den sidan.

Malin: Kan jag inte ha kvar den da?

Katl: Nej.

Malin: Nej. Ar du siker?

Katl: Ja, jag dr ritt siker.

Malin: Det dr bra. Precis det maste vara lika mycket pa bada sidor om
likhetstecknet.

I utdraget ovan fragar liraren eleverna om hon kan ha likhetstecknet
kvar om hon endast sitter dit 6 réda magneter. Genom detta férfarande
kontrasterar liraren nir man kan ha likhetstecknet med nir man inte kan
ha det likhetstecknet, och fokuserar samtidigt att det maste vara lika
mycket pd bdda sidor om likhetstecknet fOr att kunna anvinda det mellan
tva uttryck.

Nir liraren sedan bad eleverna att skriva 18 = 18 pi ett annat sitt
fick hon forslag frain samtliga elever, tll exempel 92 =8 + 10,
94+9=5+4+13 och 20- 2 =1 + 1. Det verkade som att inledningen
till lektionen Sppnat upp for en dimension av variation i sitt att uttrycka
18 = 18. Redan hir anvinde eleverna bide addition, subtraktion och
multiplikation, samtidigt som de hade olika riknesitt pd varje sida av
likhetstecknet, och olika tal. Eftersom man planerat att styra eleverna
mer i denna lektion, med avseende pa vilka rdknesitt de skulle anvinda
sig av, ber liraren eleverna att endast anvinda sig utav subtraktion.
Eleverna visar pd en storre variation som lararen viljer att inte f6lja upp,
eftersom planen inte inkluderade denna del. Istillet fér att bygga pa
elevernas forstielse leder lirarens styrning till en minskning av variation.
Samtliga elever ger exempel som innehaller tvd tal pa varje sida av
likhetstecknet, till exempel 19-1=20- 2, 30 - 12 = 26 - 8. Efter
detta skriver liraren 52 + 8 = pi tavlan och ber eleverna att gbra
likadant pa den andra sidan om likhetstecknet. Avsikten var att Sppna
upp fOr en variation av antalet tal pa varje sida av likhetstecknet. I lektion
3A, bad ldraren eleverna att géra detsamma men eleverna hade svért att
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uppfatta vad de skulle gbra. For att tydliggbra £6r eleverna hade man

bestimt sig for att man skulle ge ett exempel, och sedan lita eleverna

bygga vidare pd detta. Samtliga elever gav svar som foljde lirarens

exempel med forst en multiplikation, f6ljt av en addition, eller en
subtraktion, till exempel 30 ¢ 1~ 12 0ch 101 + 8.

Malin:

Melker:

Malin:

Melker:

Malin:
Petra:
Malin:
Petra:
Malin:
Elev:
Malin:

Elev:
Malin:
Elev:
Malin:

Elev:
Malin:
Elev:
Malin:
Elev:
Malin:

Kan vi ha ett lika med tecken dir d4 om hon har 4 « 4 + 2?

Ja.

Lika med det, dr lika med det? [Lidraren pekar pd uttrycken hon
skrivit upp pa tavlan, 5¢2+8=301-12=101+8 =4
4 +2].

Mm.

Mm, har vi ndgon mer? Petra?

72+ 4.

Och dir kan jag sitta lika med tecken?

Ja.

Ar ni alla 6verens om det?

Ja.

Det ir lika mycket som det. Har ni sett vilken himla harang
med tal vi har efter varandra s, alla lika mycket. [Liraren pekar
pa talen pa tavlan, pekar sedan pd en elev som ger foljande
svar].

Ahm, 52+ 8, 18.

Tanuenitaget,5°?

2+ 8.

Ja det var det jag hade dir framme, och vad var det sen, vad
hade du mer? Hade du inte mer?

18 +4-4.
Ja, dr det ritt?
Ja.

Rikna pd det 18 + 42
Det dr 22 ocksd minus 4 igen.
Da kan vi ha lika med tecken, bra.

En moijlig kontrastering hir vore att kontrastera hur likhetstecknet ut-
trycks, lika med (det 4r”)i kontrast till ”det blir”.
I uppgiften med ringarna (samma som i lektion 3A, men man pratade

om potatissickar dir), har liraren uttryckt att de fortfarande arbetar med
talet 18. En elev kommer med ett annat exempel, 1 +1+2=1+1+
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1 + 1. Liraren lyfter detta exempel och belyser hur det inte dr talet som
ir det viktiga utan att det dr lika mycket pd varje sida av likhetstecknet.

Malin: S4 4 dar och 4 dir och di kan man ha lika med tecken. Det dr
lika mycket pé bdda sidor, det behéver inte vara 18, det kan vara
4, nu sade jag att det skulle vara 18, men det dr ritt. Kan vi fa
dhm sidana som har ahm 18 istillet.

Tidigare under lektionen har de jobbat med samma summa, men
eleven 6ppnade upp for en variation av andra tal. Da ldraren efterfragar
uttryck med summan 18 utgar Gvriga svar fran eleverna i denna uppgift
frin 18, tll exempel 24+1+15=9-2-0+0, 6+6+6=8+
10+0-00ch6:2+6=20- 6+ 1+ 3. Efter att eleverna liksom i
lektion ett gjort en uppgift diar kompisen skall lista ut de borttagna talen,
avslutar liraren med att ge sitt exempel, 5-3+8- _=4-_ + 2.

Malin: Vad siger du, var det du Melker som sade 1 och 5?
Melket: mm.

Malin: Rikna.

Melker: 5-34r 15+ 84dr 23 -1 dr 22,

Malin: Mm.

Melker: Och sedan ahm 4 - 5 4r 20 + 2 4r 22.

Malin: S4 det blev?

Melker: 22.

Da ldraren fokuserar rikneoperationen, och hur det dr summan 22 pa
bida sidor om likhetstecknet, hamnar likhetstecknets betydelse i
bakgrunden, dven om summan varierar fran 18 till 22. Liraren lyfter
sedan fram betydelsen av likhetstecknet som relationellt genom att belysa
torhallandet mellan de bdda talen, det vill sidga att det finns en relation
mellan héger och vinster led.

Malin:  Ja, jittebra, jag glémde helt bort att jag skulle att vi skulle ju
bara ha 18, men det kvittar ju det dr lika mycket pa bida sidor
oavsett om man har 18 eller 22, si det 4r helt rdtt. Vad, 4r det
nigon som har tinkt pa att vi har jobbat pa ndgra andra siffror,
har du ndgot annat férslag nu Madeleine? Du har inte tinkt?
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Det viktiga dr ju att det édr lika mycket pa bida sidorna oavsett
om det skall vara 18 eller 22.

Nista exempel som en elev tar upp dr 5 och 4. Liraren siger sedan:

[...] har ni ndgot mer, nej det kan ni inte ha nagot mer for det var ju dom
siffrorna jag listade ut det med.

Liraren fokuserar dterigen summan istillet for likhetstecknets
betydelse. Om likhetstecknet varit i fokus skulle hon istillet ha belyst hur
det kan vara odndligt med variationer av tal sd linge som det dr lika
mycket pa varje sida av likhetstecknet. Nu indikerar hennes uttalande att
det dr tva tal som dr ritt. For eleverna har sekvensen troligtvis inneburit
att likhetstecknet som relationellt inte hamnat i fokus eftersom det ar
exemplen och rikneoperationerna som hamnat i fokus, och
likhetstecknet i bakgrunden under storre delen av sekvensen.

Avslutningsvis tematiserar liraren bdde hur eckvivalensen kan
uttryckas och hur den inte kan uttryckas. Kontrasteringen mellan hur
likhetstecknet kan skrivas i forhillande till hur det inte kan skrivas
anvinds for att mojliggbra for eleverna att urskilja likhetstecknet
betydelse och subtraktionstecknets betydelse. P4 tavlan skriver ldraren:

8+10=10+8
8-10=10- 8
Stefan: 8 —104r—2 och 10 — 8 4r 2.
Malin: Jaha, sa var ir felet nagonstans?
Stefan: Att det inte blir lika med.
Malin: Det blir inte lika med? Jag kan inte ha lika med tecken dr?
Stefan: Ne;j.
Malin: Petra?
Petra: Jo det kan man.
Malin: Kan man? Varfor det?
Petra: Ahm,
Malin: Ja?
Petra: Ahm vad heter det skall 10 eller p4 minus d skall vil ihm

hégsta talet std forst?
[Léararen nickar].
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Malin:

Petra:

Malin:

Petra:

Malin:

Petra:

Malin:

Petra:

Malin:

Petra:

Malin:

Petra:

Malin:

Anita:

Malin:

Anita:

Malin:

Anita:

Malin:

Petra:

Malin:

S4 vad blev det? Stimmer det eller stimmer det inte?

Stimmer inte.

S4 vi kan inte ha lika med tecken, mellan dom tvi? Vad blir det?
Jo, sdg Petra, det gor ingenting, bara beritta.

Ahm, den ena blir i alla fall zhm 2.

Vilken blir 2?

Den

Den? [Liraren pekar pa 10 — 8].

ja

Och den dé? [Liraren pekar pa 8§ — 10].

Ahm, minus 2, ir det s&?

Kan vi ha lika med tecknet da?

Nej.

Varfor inte det? Anita?

Det blir tva pa bada sidorna.

Ja, det blir tvd dir och sa sade hon att det blev minus 2. Kan vi
ha lika med tecknet d4?

Nej

Varfor inte det?

Eller jo for det blir tva bada tva.

Ja men du har tvd dir och minus tvd dir. Petra?

Det blir ju inte lika mycket.

Nej, tva dr ju tva och minus tvd dr nigot helt annat, dven fast
det ir siffran 2 va men sd har du ett minus framfér sa det blir
inte samma sd dd kan man inte ha lika med tecknet, det miste
vara lika mycket pd bada sidor.

Liraren for en diskussion med eleverna, men det 4r en del aspekter

som limnas oreflekterade. En av eleverna ger uttryck for hur hon menar

att stOrsta talet skall std forst i subtraktion. Liraren foljer inte upp detta,

vilket gbr att talens inboérdes ordning vid subtraktion forblir i

bakgrunden. Istillet fragar liraren om det gar att ha likhetstecknet mellan

de tvd uttrycken. Anita ger uttryck for att det blir tva pa bdda sidor om

likhetstecknet och dé dr det riktigt. Det dr en annan elev, Petra som sidger

att det inte gar. Man vet alltsd inte om Anita och Ovriga elever har

uppfattat att det inte dr ekvivalent och varfor det i sé fall inte dr det. Det

lirandet fokuseras inte av liraren i episoden.
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ANALYS AV LEKTION 3B OCH PLANERING LEKTION 3C

Det monster av variation och invarians som konstitueras i lektion 3B
(tabell 30) skiljer sig i ett moment frin lektion 3A.

Tabell 30. Variationsmonster i lektion 3B. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter
Moment Rikneoperationer Tal
Omskrivning av ta 1 v i

Elevuppgift med bestimt antal
termer pa var sida likhetstecknet
8§+10=10+38
8-10=10-8

Denna vatiation i férhéllande till lirarens fokus pa likhetstecknet har
tll viss del mojliggjort for eleverna att urskilja likhetstecknet som
relationellt (tabell 31).

I lektion 3B var det intentionella lirandeobjektet till viss del 6verens-
stimmande med det erfarna lirandeobjektet. Vid analys av lektion 3B
blev det dock tydligt att det monster av variation och invarians som
konstituerats under lektionen inte dr tillrickligt for att eleverna skall ges
mojlighet att utveckla sin foOrstielse av ldrandeobjektet. Redan i
inledningen av lektionen Oppnar liraren upp fér en dimension av
variation avseende olika rikneoperationer pa vatje sida om likhetstecknet
samtidigt som eleverna 6ppnar upp for dimension av variation avseende
olika riknesitt. Senare i lektionen Oppnar en elev for ytterligare en
variation genom att gd ifrdn 18. Den variation som inledningsvis
behandlas under lektionen verkar redan vara erfaren av eleverna och
hjilper siledes inte eleverna att vidare utveckla forstdelsen for lirande-
objektet.
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Tabell 31. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) for eleverna som deltog i
lektion 3B. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen. En del fragor dr nagot

forenklade, for detaljerat test, se bilaga 9 och 10

Lektion 3B (n=9)

F E1l
la. 3+6=__+4(FE] 56 % 78 %
1b. __ -6=6-4(F) o o

T 5=5_3@E) 33 % 33 %
le. 194+6=20+__ 78 % 89 %
1d. 36 +28 =40+ __ 44 % 78 %
le. 67—-14=57-__ 44 % 56 %
1f. _ -17=37-10 11 % 11 %
lgg 7+4=_+__ 56 % 89 %
1h. 36=_ -__ 67 % 78 %
1. 16-__=20-__ 56 % 56 %

X o
2. . V111.<a av dessa ar riktiga: 44.% 67 %
Ringa in dessa.
3.8 -6=8+12 67 % 67 %
4. Pa hur manga sitt kan du skriva talet o o
20 (F) 24 (E1)? 67 % 67 %
5.8= 8 ® 19 =10 (E1) Kan du skriva 44 % 78 %
detta pa fler sitt?
6. 42=6-__ =224+ _ =100-_=__ 33 % 33 %
7. 67 % 44 %
Medelvirde 51 % 61 %
Standardavvikelse 4.4 3,8
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Vid analys av lektion 3B blev det tydligt att lirandeobjektet dndrats
fran att urskilja likhetstecknet som relationellt till omskrivning av talet 18.
Exemplet som valdes for att forklara en princip hamnade i lirarens
fokus, och diarmed idven i elevernas, och forstielsen for likhetstecknet
blev ofokuserat. Vid planering av lektion 3C var alla eniga om att det var
forstaelsen for likhetstecknet som skulle fokuseras, och att variation av
representation (olika tal och féremal) skulle anvindas.

I lektion 3C skulle liraren inledningsvis bérja med att halla 18
konstant, men 6ppna upp for variation av andra tal under lektionen for
att dskadliggora likhetstecknets betydelse och inte omskrivning av tal.
Valet att inledningsvis utgd frin samma helhet och hilla ett tal konstant
berodde pi tanken att rikneoperationen inte skulle hamna i fokus, utan
forstaelsen for likhetstecknet. Om man borjar med att lita exemplen
vatiera (olika summor) riskerar detta att hamna i fokus tll skillnad frin
om man borjar med att hilla detta konstant och exemplifiera detta med
olika uttryck pa varje sida om likhetstecknet. Sedan kan man 6vergd till
att variera summan for att eleverna skall ges mojlighet att ytterligare ur-
skilja likhetstecknets relationella betydelse.

Marie: Allt skall fortfarande bli 18 = 18?
[Malin kommenterar lektion 3B]
Lena: Det behéver dom inte gora heller egentligen

Gruppen bestimde inte nir under lektionen som ldraren skulle dndra
summa, utan det skulle fi bero pd eleverna. Istillet diskuterades olika
scenarier beroende pa om eleverna slippte den konstanta summan eller
inte sa att liraren skulle ha olika mojligheter att introducera andra
representationer om eleverna inte spontant gjorde detta.

Lektion 3C skulle inledas pa liknande sitt som lektion 3B. 1
diskussionen kring inledningen av lektionen kan man ana lirarnas nagot
varierande uppfattning av lirandeobjektet. Lena uttrycker hur hon vill
anvinda sig av addition, medan Marie menar att man inte skall fokusera
rikneoperationen, utan férhéillandet mellan de bida leden.

Lena: Det viktigaste dr vil att man sitter 4r lika med och det jag skall
sitta pa den sidan och den sidan skall vara lika mycket.
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Malin: Men vad vi gjorde med magneterna dr det du gbr hdr [syftar pa
lektionsplaneringen till lektion 3C] fast jag hade inte utelimnat
den forsta [syftar pa lektion 3B], utan vi utelimnade en, vi hade
tva olika pd tavlan. Sa hade jag tagit bort hur manga skall vi ha
dir, hur minga magneter skall vi ha dir, och det dr dnda ritt
bra. [Malin hade 10 blid och 8 réda magneter pa en sida om
likhetstecknet och 11 bli magneter pid andra sidan likhets-
tecknet. Hon fragade sedan eleverna hur manga réda magneter
hon miste ha for att kunna ha ett lika med tecken.]

Marie: Men kan jag inte fa gbra sa att, att jag skriver, jag borjar skriva
att 18 = 18, ocksa skriver jag dr lika med, ocksa dhm, plus ocksa
plus. S jag bérjar sa enkelt, ihm, vad kan jag ha dir, skriv ett
annat namn for talet 18 genom att anvinda tva siffror som du
adderar sé att det skall bli lika mycket pd den sidan som pa den
sidan.

Lena: Jag tycker det dr synd att ge dem, jag tyckte det var himla roligt
det hir som Malin gjorde, att hon gav inte dom pluset.

Marie: Nej.

Lena: Utan dom skulle bara gbra ndgot sa att det blev lika mycket pa
bida sidor, sd andemeningen multiplikation subtraktion det dr
det som man ocksd maste komma ifran.

Svaren i eftertestet frin lektion 3B, visade att det dn tydligare maste
belysas att det inte dr en summa utan likhetstecknet som ér i fokus.
Momentet med kontrastering av addition och subtraktion behover tydlig-
gobras. Ett forslag ar att skriva upp elevernas svar — 2 = 2 och diskutera
om det dr riktigt att ha ett likhetstecken mellan -2 och 2. En av lirarna
vill anvinda sig av pengar for att belysa hur det inte gér att ta 8 fran 10.
Forskare F1 menar att det inte 4r samma sak eftersom det dven ér talens
inbérdes ordning vi vill belysa, och det synligg6rs inte om man laborerar
med pengar eftersom det inte gir att ta bort 10 kr om man har 8 kr.

Vid analys av lektion 2B blev gruppen varse om att det inte fanns
med nigon episod dir uttrycket bérjar med en tom rad. Nagot som
eleverna pd fortestet uppvisade vissa svérigheter med. I lektion 3C skulle
liraren ge ett exempel som belyser denna problematik. Hon skulle i slutet
pd en sekvens av tal skriva = _ - 4 o 3. Sist i lektionen skulle liraren
genomfora ett nytt moment. For att ytterligare belysa ekvivalensen skulle
liraren anvinda sig utav flanellograf pa samma sitt som med
magneterna 1 borjan av lektionen. Intentionen med uppgiften var att
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eleverna skulle ges mojlighet att urskilja likhetstecknets betydelse pa
liknande sdtt som i inledningen med magneterna. Om man under
lektionen bygger upp ett variationsmonster dir man inledningsvis later
summan vara invariant och rdkneoperationerna variera, for att sedan lata
summan variera och rikneoperationerna vara invarianta, kunde man i
sista momentet lata bide summan och rikneoperationerna variera.

LEKTION 3C

Lektion 3C bérjar precis som lektion 3B med att liraren har satt blda och
réda magneter pa tavlan. Till skillnad fran féregdende lektion gar liraren
inte forst igenom med eleverna hur minga magneter hon har utan bérjar
med att fraga hur minga roda magneter hon mdste sitta dit for att ha
likhetstecknet emellan. Eleverna kommer med olika svar, 7, 8, 6, 4 och 3.
Istallet for att liraren diskuterade de olika forslagen och Oppnat upp for
en diskussion kring likhetstecknet, inleder hon en procedur som leder till
ritt svar och lirandeobjektet kommer till att handla om rikneoperationer.
Hade liraren satt upp de antal magneter som eleverna foreslog pa tavlan
kunde man ha diskuterat huruvida man kan ha ett likhetstecken mellan
de tvd summorna. Likhetstecknet hade da blivit kontrasterat mot icke
ekvivalens.

Marie: Rikna hur méinga magneter har jag hir? Hur manga magneter
har jag hidr? Ocksa hall det i huvudet, ocksd skall jag sitta
likhetstecken hdr och det sade vi att det betyder lika med
[Liraren pekar pa =] ocksé ser vi hur manga blda magneter dir
ir, rikna dom, hur manga r6da magneter skall jag sitta hir for
att jag skall kunna sitta likhetstecknet hér?

En tinkbar férklaring som aterkommer i lektionen, dr att ldraren ar
angeligen om att eleverna skall svara ritt pd uppgifterna. Hon &ppnar
upp f6r dimension av variation avseende andra sitt att uttrycka 18 = 18,
men problematiserar inte likhetstecknets betydelse. Fokus for liraren ér
inte att det dr lika mycket pa varje sida av likhetstecknet, detta hamnar i
bakgrunden medan rikneoperationen och att det dr ritt svar hamnar i
fokus f6r bade liraren och eleverna.
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Efter den inledande sekvenser ber liraren eleverna att sjilva skriva
18 = 18 pi ett annat sitt. Eleverna kommer med férslag som 10 + 8 =
9+49,3:6=6-3 och 20- 2 = 21- 3. Eleverna Oppnar upp for
dimensioner av variation avseende riknesitt. Liraren lyfter anvindandet
av olika riknesitt och bygger vidare pa elevernas forstielse genom att ge
ett exempel ddr hon har olika riknesitt pa samma sida om likhetstecknet,
och ber sedan eleverna att géra egna exempel. De ger da svar som
2:10-3+1,3-10- 12 och 37 - 3. En elev ger ett exempel som
inte 4r ekvivalent, 11 -2 + 1 - 6.

Marie: [...] hur mycket dr 11 - 2, zhm, Lotta?

Lotta: Det ar 22.

Marie: 22, ocksa lagger jag till 1, Hanna?

Hanna: 23

Marie: 23 ocksa tar jag bort 6, Kajsar?

Kajsa: Det blir 17

Marie: Kan jag da skriva, kan jag da sitta det hdr likhetstecknet,
Sandra?

Sandra:  Jag har skrivit [otydligt f6r eleven blir avbruten av ldraren].

Marie:  Jag kan inte ha lika med dir.

Sandra:  Istillet skall du byta ut sexan mot en femma.

Marie: Vi skall byta ut femma [felsigning av liraren], sexan mot en
femma, varfor? Varfér Hanna?

Hanna:  For att dé blir det lika mycket pd bada sidorna.

I utdraget ovan belyser liraren ekvivalensen, att det ir lika mycket pa
bida sidor om likhetstecknet. D4 en elev har givit ett svar som inte dr
ckvivalent med de 6vriga ges eleverna mdjlighet att urskilja ekvivalens 1
kontrast till ndr det inte dr ekvivalent. Liraren som har skrivit alla
clevernas exempel i en ldng rad avslutar med att skriva = __ - 4 + 10,
och frigar eleverna vilket tal hon skall skriva si att hon kan ha
likhetstecknet. En elev foreslar 22 och likhetstecknet som relationellt blir
aterigen fokuserat genom kontrastering till hur det inte kan sta.

I momentet med ringarna uppmanar liraren eleverna att ha lika
mycket pa varje sida om likhetstecknet och fir exempel som, 3 + 3 +
3=14+44+5-1 och 44+164+2=4+13+3+4+ 2, men ocksi
9:3-9=2:9+2- 2. Eleverna ges moijlighet att urskilja likhetsteck-

180



net dd de konfronteras med variation av summan. Liraren ger sedan ett

exempel, _ - 7 = 2 - __ och ber eleverna fylla i de tomma raderna. Tva

svar lyfts i gruppen men det ena ar felaktigt, 6 - 7 = 2 - 1.

Sandra:

Marie:

Sandra:

Marie:

Sandra:

Marie:
Erika:
Marie:

Albin:
Marie:
Albin:
Marie:
Albin:
Matrie:
Albin:
Matrie:

Albin:
Marie:

Axel:
Marie:

Erika:
Marie:
Ivar:
Marie:

Sandra:

Marie:
Jenny:
Marie:
Jenny:
Marie:
Lotta:

7 — 6 dr 1, och 2 [blir avbruten av liraren)].

Men det star det inte!

Ja, 6—7. Det star 6 — 7.

Diir star 6-7 ja.

Det ir [eleven sdger inte mer].

Erika?

Ahm, 67 gdr inte sd 4hm sd vi méste ha 8 — 7.

Om du tar, om du har 6, jag har 6 kr hir, du tar 7 kr hirifran
[Albin tar pengar]. 7 kr skall du ta, hur manga fick du?

Ahm, 7.

Titta pd dom, hur mycket har du?

6.

Men du skulle ju ha 7?

Ja, hur dd?

Jag kan fd dem igen. Om du har 6, kan du ta bort 7 d4?

Ja men det ir ju inte pengar.

Nej, okej, 1, 2, 3, 4, 5, 6, [Liraren ritar X X X X X X pa tavlan].
Albin, du kommer hit och tar bort 77

Men det gér inte.

Det gar inte? Nej, varfor gar inte det, varfér kan jag inte ta bort
7? Jimmy, varfor kan jag inte ta bort 7? Jag har 6.

Du har ju inte 7.

Nej jag saknar en, jag har minus en, jag saknar en. Di tar vi
bort den. Vad sade du Erika?

8.

Jag kan skriva 8, da sa ser vi hir nu, dr det bra nu da Sandra?
Jag kan en till.

Det dr bra du skall fa sdga Ivar, Sandra tycker du att det dr bra
nu?

Eller nej for att det dr ju, jo det blir det, jo det blir det.

8 — 7, hur mycket ér det? Jenny 8 — 7?

1.

Hur mycket dr 2 — 1?

1

Varfor kan jag skriva likhetstecknet, Lotta?

For dar ér lika mycket pd bada sidorna.
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Liraren viljer hir att anvinda sig av pengar/X for att visa att 6 - 7
inte dr ekvivalent med 2 = 1. Vad hon egentligen visat dr att det inte gar
att ta bort 7 kr/7 X om du endast har 6 kr/6 X. Betydelsen av ordningen
i subtraktion i1 forhdllande till addition blir aldrig fokuserat och
forstaelsen for ordningen betydelse vid subtraktion méjliggdrs inte i
denna sekvens. Liraren avslutar med att konstatera att det inte gar att ta
bort 7 fran 6 eftersom det saknas en. Liraren fokuserar rikne-
operationen och inte ekvivalensen som forblir i bakgrunden. Denna
tolkning styrks av att eleverna i nidsta moment fortfarande vill sitta
stOrsta talet fOrst. Liraren har pa tavlan skrivit:

8+10=10+38
8-10=10-8

Marie: [...] jag har 8 och skall ta bort 10, varfér kan jag inte gbra det?

Sandrar

Sandra:  Jo for att 8 4r mindre 4n 10 ocksd man kan inte ta bort dom 10
frin dom 8 for den behéver 2 till i sa fall.

Marie:  Just det. Jag saknar 2 hir for att kunna ta bort 10. Da tittar vi
pé detta hir dé, Joanna 10 — 8. Hur mycket ér det?

Lotta: 2.

Marie: Sa dé gér det, jag kan ta, ihm, jag har 10 och kan ta bort 8. Vad
hinder om jag skriver likhetstecken hir?

Elev: Fel.

Marie: Ahm, Matilda, vad hinder om jag skriver likhetstecken hir? Ar
det ritt att skriva likhetstecken? Varfor inte?

Jenny: Ja [otydligt]

Marie: Vad sade du?

Jenny: Ja [otydligt]

Marie: Ar det ritt att skriva likhetstecken? Kajsa titta hit, kan jag skriva
likhetstecken?

Kajsa: Nej.

Marie: Men, dhm, Jenny sade att jag kunde. Vem har ritt av er? Jenny,

Kajsa sdger att jag inte kan skriva likhetstecken. Kan jag eller
kan jag inte?

Jenny: Jag vet inte riktigt.

Marie: Titta hér Jenny [Liraren ringar in 8-10]. Om du har 8, nu tar jag
fram mina pengar igen, du har 8 kr hir, jag vill att du skall ta
10.

Jenny: Det gar inte.
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Marie: Det gir inte. Jag saknar, jag saknar 2. Det var det hdr, jag har 8
och skall ta bort 10, dé blir det, dd saknar jag 2, minus 2. Nu
har jag pa den andra, pa andra sidan stir det 10-8. Har jag 10,
kan du ta bort 8?2 Jenny tar 8 kr. Da gar det och jag har 2 6ver.
Sa da fragar jag igen Jenny, kan jag skriva likhetstecken, kan jag
skriva dr lika med?

Jenny: Ne;j.

Marie: Varfor inte?

Jenny: For att det gar inte att ta bort 8 fran 10 [otydligt]
Marie:  Jag hor inte riktigt.

Jenny: Det gar inte att ta bort 10 fran 8.

Marie: Nej, bra. Axel dr du med pa det?

Axel: Mm.

Marie: Kan jag skriva likhetstecken?

Axel: Nej.

Marie: Varfor inte?

Axel: Jo, nej.

Marie: Vada jo, nej, nu fir du bestimma dig. Kan jag eller kan jag inte?
Axel: Du kan inte.

Marie: Varfor inte?

Axel: For att det 4r inte lika mycket.

Exemplet syftar till att belysa ekvivalens 1 férhallande till nér det inte
ir ckvivalent, samtidigt som eleverna ges mdijlighet att urskilja talens
ordning vid subtraktion. Eleverna ges mojlighet att urskilja att det inte
gar att ta bort 10 frin 8, men inte 8 — 10 som en differens dir de skulle
ges mojlighet att urskilja att — 2 inte 4r lika mycket som 2.

Lektionen avslutas med flanellografen. Inledningsvis ges eleverna
endast mj6lighet att urskilja likhetstecknet som en symbol som indikerar
ett resultat av en aritmetisk operation. Liraren har en summa pd en sida
om likhetstecknet och eleverna skall ha samma summa pa andra sidan
likhetstecknet.

Marie: [...] i min fruktskél har jag, jag har 2 bananer ocksa har jag 3
dpplen och jag har 1 apelsin. Du har lika manga frukter i din
fruktskal, vad har du for frukter?

Sedan tar liraren ett exempel med djur dir eleverna skall ange hur
minga faglar det skall finnas pa andra sidan av likhetstecknet om det pa
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ena sidan finns 1 fdgel, 2 hundar och 3 katter, och det skall vara lika
minga ben pa varje sida av likhetstecknet. Tanken med uppgifter
liknande denna var att om ldraren till exempel sagt till eleverna att 2 av
hennes hénor gar i tridgarden medan ett oként antal 4r i hénshuset. Alla
dina honor dr ute och du har dubbelt si minga hénor som jag har i
hénshuset. Detta kan man tinka sig att teckna som:

2 hénor + okint antal hénor (x) = 2 » oként antal hénor (2x)

vilket i framtiden for eleverna kan tecknas som:
2+ x=2x

Dir x dr en kidnd wvariabel. Uppgiften behandlas fortfarande
aritmetiskt eftersom det dr ett givet svar man ér ute efter.

ANALYS AV LEKTION 3C

Det monster av variation och invarians som konstitueras under lektion
3C skiljer sig inte mycket frin lektion 3B (tabell 32).

Tabell 32. Variationsmonster i lektion 3C. v = varierande aspekter, i = invaranta aspekter

Moment Rikneoperationer Summa
Omskrivning av tal v i
8+10=10+8

8-10=10-8 ! v
Elevuppgift med bestimt antal

termer pé var sida i v
likhetstecknet

Det variationsmonster som kan urskiljas verkar inte vara tillrdckligt.
Eleverna har trots det utvecklat sin forstielse till viss del.

184



Tabell 33. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) for eleverna som deltog i

lektion 3C. F = prov fére lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen. En del frigor ir nagot

forenklade, for detaljerat test, se bilaga 9 och 10

Lektion 3C (n=11)

F E1l
la. 3+6=__+4(FEl 73 % 100 %
1b. __ -6=6-4(F) 0 0

. 5=5_3(E1] 18 % 64 %
le. 194+6=20+__ 73 % 91 %
1d. 36 +28 =40+ __ 73 % 82 %
le. 67—-14=57-__ 64 % 82 %
1f. _ -17=37-10 18 % 18 %
lg. 7+4=_+__ 73 % 82 %
1h. 36=__-__ 55 % 82 %
1. 16-__=20-__ 64 % 82 %

- S
2. . Vﬂl?a av dessa dr riktigar 739, 82 %
Ringa in dessa.
3.C0-6=8+12 27 % 45 %
4. Pa hur manga sitt kan du skriva talet 0 0
20 (F) 24 (E1)? 45 % 73 %
5.8= 8 (F) 19 =10 (E1) Kan du skriva 18 % 73 %
detta pa fler sitt?
6. 42=6-__ =22+_ =100-_ =__ 36 % 36 %
7. 55 % 45 %
Medelvirde 51 % 69 %
Standardavvikelse 34 3,4
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Vid analys av lektion 3C blev det inte sa mycket diskussion. Gruppen
tittade pa filminspelningen av lektionen och kommenterade efter hand
olika sekvenser. Undervisande lirare tyckte att hon vid ett tillfille varit
tjatig dd hon ville ha flera svarsalternativ frin eleverna. Ovriga i gruppen
héll inte med déd detta férfarande kan ha hjilpt de elever som inte direkt
uppfattat det riktiga svaret eller I0sningsalternativet. En av ldrarna
menade att det mdnga ginger var sa att man ndjer sig sa fort man fatt
ritt svar frin en elev, men hon menade d4 att det var svirt att veta att
dven Ovriga elever har forstitt.

ELEVERNAS RESULTAT OCH SAMMANFATTNING AV LEARNING STUDY 3

Analysen av lektion 3A-C visar att det som skulle vara i fokus,
likhetstecknets betydelse som relationell istillet f6r operationell,
hamnade i bakgrunden. Istillet hamnade fokus aterigen pa omskriv-
ningar av en summa och ridkneoperationer. For att klarar av att géra
uppgifterna i eftertesten krivs att eleverna fOrstdtt att det finns ett
forhallande mellan 20 och 18 + 2. Resultatet indikerar att eleverna
endast till viss del har givits mdjlighet att forsta detta under lektionen,
eftersom de snarare fokuserat dessa omskrivningar i vertikalled, pa tva
olika sidor om likhetstecknet.

Det iscensatta lirandeobjektet skiljer sig ndgot i lektion 3A mot
lektion 3B och 3C. I lektion 3A blev det iscensatta lirandeobjektet olika
sdtt att uttrycka en summa, 18. For eleverna hamnade likhetstecknets
betydelse troligtvis i bakgrunden eftersom det var omskrivning av en
summa som fokuserades i lektionen. I lektion 3B och 3C, var fokus till
viss del mer pa forstielse for likhetstecknet som relationellt.
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Tabell 34. Procentuella medelvirdet och standardavvikelsen (i poing) for eleverna som deltog i

learning study 3. F = prov fore lektionen, E1 = prov direkt efter lektionen, E2 = f6rdréjt eftertest

Lektion 3A Lektion 3B Lektion 3C

F E E1l F E E1l F E E1l
la 60% 70% 100% | 56 % 78% 78% | 73% 100% 91 %
1b 10% 10% 20% | 33% 33% 22% | 18% 64% 27%
le 80% 60% 100% | 78% 89% 89% | 73% 91% 82%
1d 40% 30% 80% | 44% T78% 78% | 73% 82% 82%
le 60% 50% 60% | 44% 56% 67% | 64% 82% 73%
1f 10% 10% 0% | 11% 11% 56% | 18% 18% 27 %
lg 80% 50% 90% | 56% 89% 100% | 73% 82% 73 %
th 50% 80% 100% | 67% 78% 89% | 55% 82% 91%
ti 50% 50% 80% | 56% 56% T78% | 64% 82% 82%
2 50% 30% 80% | 44% 67% 89% | 73% 82% 82%
3 50% 40% 30% | 67% 67% 56% | 27% 45% 36 %
4 40% 50% 40% | 67% 67% 78% | 45% T73% T3 %
> 10% 30% 20% | 44% 78% 56% | 18% 73% 91 %
6 20% 20% 20% | 33% 33% 33% | 36% 36% 45%
7 60% 70% T0% | 67% 44% 67% | 55% 45% T73%
M | 45% 43% 59% | 51% 61% 69% | 51% 069% 68 %
SD | 37 34 1,8 44 3,8 4,4 34 34 34
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Tva uppgifter 1 testen ir snarlika behandlingen av lirandeobjektets
behandling under lektionen, uppgift fyra (pd hur manga sitt kan du
skriva talet 20 (F) 24 (E) och fem (8 = 8 (F) 10 = 10 (E) Kan du skriva
detta pd fler sitt?). Vid en ndrmare titt pa uppgifterna skiljer sig
elevernas resultat ndgot.

Tabell 35. Procentuellt antal ritt eleverna hade pa uppgift 4 och 5. F = prov fore lektionen, E1 =

rov direkt efter lektionen, E2 = f6rdrojt eftertest

Lektion 3A Lektion 3C Lektion 3C
(n=10) n=9 n=11)

F E1l E2 F E1l E2 F E1l E2

4. 140% 50% 40% | 67% 67% T8% | 45% T2% T72%

5 110% 30% 20% | 44% 78% 56% | 18% 72% 91 %

Resultaten skall dock tolkas med viss forsiktighet dd eleverna kan ha
missforstatts pa grund av frigornas formuleringar. I friga fyra skall
eleverna skriva hur méinga sitt de kan skriva talet 20, respektive 24 pa.
Detta ir inte samma sak som att be dem skriva 20, respektive 24 pd ett
annat sitt. Frigan kunde ha varit formulerad ”pé vilka sitt kan du skriva
20, respektive 24 pd?”. I friga fem ges ett exempel och eleverna fir
fragan om de kan skriva detta pa fler sitt. Eleverna kan missforsta att de
fir lov att gbra en omskrivning, om de gor det, kan de inte svara mer dn
nej. Eleverna visar i fortestetet att de behandlar likhetstecknet opera-
tionellt och fér dem ir uppgiften 16st. Aven om de inte missforstatt
frigorna dr svaren en naturlig f6ljd av vad eleverna erbjudits att erfara
under lektionstid, och forutsittningarna fOr férstielsen av testet var
samma for alla tre elevgrupperna.

Under lektion 3A gir liraren pa ett strukturerat sdtt igenom olika sitt
att géra omskrivningar av en summa, 18 (invariant) med hjilp av olika
riknesitt (varierar). Nir olika uttryck pd detta sitt blir tematiserade,
Oppnas f6r en dimension av variation vad giller olika sitt att uttrycka en
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summa. Eleverna visar dock inte pd en 6kad forstaelse av olika sitt att
uttrycka ett tal. En tinkbar anledning till detta kan vara avsaknaden pa
variation 1 just tal. Genom att 18 halls konstant genom hela lektionen
behover eleverna inte urskilja detta i férhallande till andra tal. Eleverna
lirde sig att urskilja olika sitt att utrycka talet 18 men detta méjliggjorde
inte att de kunde urskilja andra sitt att skriva till exempel 14 pa. Den
transfer (Gverféring) som méjligtvis skulle kunna férvintas har uteblivit.
Transfer handlar om att den kunskap som ldrs i en situation paverkar vad
den lirande dr kapabel att gora 1 en annan situation. Lobato (2000)
beskriver transfer som péverkan av den lirandes tidigare aktiviteter pa
aktivitet 1 nya situationer. Lobato (2006; 2008) beskriver ”actor-oriented
transfer” som en generalisering den lirande g6r frdn en situation till en
annan. Sambanden mellan situationerna domineras till storsta delen av en
igenkdnningsprocess, men kan ocksd involvera en process av urskilda
skillnader och modifierade situationer. Marton (2006) diremot anfér hur
lirande 1 en situation paverkar vad den lirande dr kapabel att gbra i en
annan situation, aven om detta resulterar i annorlunda beteende.

...the kind of relations between situations that we have in mind are
constituted as much thanks to (perceived) differences as thank to
(perceived) similarities. What matters is the structure of what is
attended to, and this can only change if there are discernable
differences as well as recognizable similarities (ibid., s. 510).

Marton hinvisar till Smedslund (1953) som menar att frigan om
transfer och frigan om vad som lirs inte gir att separera (indistingui-

shable).

He said that if we want to find out what is learned, we must
introduce changes between the conditions of learning and the
conditions of assessment. For instance, if learners have practiced
addition tasks and we give hem the same tasks again, we cannot
distinguish between the cases that they have learned the tasks by rote
from the case that they have learned to add. If we change the
numbers we can say that they have learned to add, but we cannot
distinguish between the case that they have learned to add, on the
one hand, and the case that they have learned part-whole relations
between numbers on the other. If we introduce missing addend
problems, for instance, that distinction can be made (Marton, 2000, s.
510).
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Marton (2006) menar att for att den ldrande skall urskilja en generell
ptincip som skall appliceras i en annan situation/problem, mdste det
finnas variation 1 just den dimensionen.

My interpretation is that variation is necessary for discernment, and

that the learners must discern critical differences between situations
in order to be able to adjust to new situations (ibid., s. 521).

Eleverna som deltog i lektion 3A gavs ingen mo&jlighet att urskilja
omskrivning av andra uttryck 4n 18 = 18 och eleverna som deltog i
lektion 3B gavs begrinsad méjlighet. Eleverna som deltog i lektion 3C
var de som gavs rikligast mojlighet att erfara variation av andra uttrycks-
sitt. For att mojliggdra urskiljning 1 en dimension av variation, krdvs
variation inte bara i den dimensionen, men dven mdjlighet att uppleva

invarians i andra dimensioner.
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DISKUSSION

Detta kapitel inleds med en metoddiskussion. Direfter sitts studiens
resultat i relation till den teoretiska analysen. Aven om undersékningen
inte behandlar matematikundervisningen explicit, diskuteras pd ett
principiellt plan ndgra didaktiska implikationer som kan hirledas frin
resultaten. Sist diskuteras ndgra utmaningar nir det giller framtida
forskning inom omradet.

Syftet med avhandlingen dr att utifrin ett variationsteoretiskt
perspektiv studera hur lirandeobjektets olika uppenbarelseformer
gestaltas. Det dr inte ldrandet 1 allminhet som studeras, utan det inten-
tionella lirandet i skolan. Materialet samlades in inom ett praxisnira
forskningsprojekt som var designat utifran sdavil elevers lirande som
larares och forskares lirande.

I samband med denna typ av studier dr det viktigt att klargora vissa
begrinsningar. Resultaten frin studien kan inte visa vad lirarna férmér
att gbra utifrdn sitt samlade kunnande. Det som kan diskuteras dr vad
som varit méjligt att observera och hur lirarnas behandling av lirande-
objektet framtrider. Det gir inte att utifrdn frin denna studie gora
generella beskrivningar av hur matematikundervisningen ser ut eller hur
man bist undervisar om de tre lirandeobjekten som behandlas i studien.
Lirandeobjektets behandling och dess kritiska aspekter dr kopplade till
elevgruppen och miste alltid sokas empiriskt. Vad som diremot
framtrider dr en rad olika ménster. Om dessa monster finner stoéd inom
variationsteorin men dven den matematikdidaktiska forskningen kan man
térmoda att de dr av generellt intresse.

En skillnad mellan de variationsteoretiska studier som finns
redovisade i litteraturéversikten och denna studie 4r det fokus som ligger
pa ldrandeobjektets behandling. De tidigare studierna utgick frin
observationer av lektioner, vilket innebar att endast det iscensatta
lirandeobjektet kunde observeras. De studier som liksom denna studie
behandlar det intentionella savil sin det iscensatta och erfarna lirande-

191



objektet skiljer sig frin denna studie dd4 denna studie har lirandeobjektets
olika uppenbarelseformer 1 fokus.

METODDISKUSSION

Undersékningen som ligger till grund f6r studiens resultat har genom-
forts med hjilp av en kvalitativ forskningsmetod. Studien skall ses som
en praxisnira studie. Syftet med kvalitativt inriktad forskning kan sdgas
vara att synliggéra vad som sker i det som synes ske. Genom att
forskaren ndrmar sig en autentisk situation och tillsammans med de
ingdende ldrarna planerar, genomfér och analyserar lektioner, skapas
mojlighet for forstielse men ocksd for forklaring av vad som sker. Att
genomfdra en praxisndra studie som denna har bade férdelar och
nackdelar genom det nira samarbete mellan forskare och lérare.
Hammersley och Atkinson (1995) menar dock att det dr mer till en f6rdel
dn nackdel att forskare och informanter kdnner varandra. For denna
studies del innebar det att bade forskare och lirare kunde agera mer
avspint och samarbetet fungerade vil liksom att lirarna kinde ett ansvar
for resultatet av de gemensamma lektionerna. Nackdelen med ett alltfér
nira samarbete kan ha bidragit till att min férméga att se kritiskt pa det
som hinde minskat, och att det har Skat risken for ett férgivet tagande i
de tolkningar som gjorts.

Stravan i avhandlingstexten har varit att beskriva arbetet si detaljerat
som mojlig £6r att en kritisk ldsare skall ges mojlighet att géra sina egna
generaliseringar och bedéma studiens trovirdighet (Kvale, 1997). Detta
giller savil den konkreta beskrivningen av forskningsmetoden och
resultat, som de teoretiska stillningstaganden som ligger till grund for
studien.

Det 6vergripande syftet med studien var att utifrin ett
variationsteoretiskt ~ perspektiv  studera tre olika ldrandeobjekts
framtridelseformer under lika minga learning studies. Den anvinda
modellen f6r datainsamlingen, learning study, tjdnade i denna studie tva
syften. For det foérsta bidrog den till kompetensutveckling f6r lirarna.
For det andra provades en modell f6r grundforskning i avsikt att bidra
till en bittre foérstielse av variationsteorin da fokus var lirarnas olika
behandling av samma dmnesinnehall. Studiens design var virdefull da det
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bygger pa ett antagande om att de insikter eller f6rmagor som eleverna
utvecklar 1 forhillande till larandeobjektet dr beroende av de skilda sitt
som ldraren viljer att synliggdra detta for eleverna.

Det férekommer ett antal undersékningar som belyser hur lirare lir
fran sin praktik och fortsitter sin professionella utveckling (Matos,
Powell & Sztajn, 2009). Forfattarna menar att dessa komplexa studier
med ndédvindighet maste involvera lirarna som aktiva deltagare med
elevernas lirande i fokus. Deltagandet i den hir redovisade studien,
skedde utifran de kompetenser som var och en férde med sig. I samtalen
sags lirare och forskare som jimboérdiga deltagare, som stod foér olika
vertksamheter och bidrog till studiens genomférande utifrdn dessa
premisser. Under de tre delstudierna fungerade detta bra. Det var lirarna
som i dialog med forskarna gjorde val av ldrandeobjekt. Det var
forskarna som utifrdn diskussion med lirarna om testets utformning,
formulerade de test som anvindes fér att undersdka elevernas
kunskaper. Introduktion av teori och metod gjordes av forskare dd det
var pd vart initiativ som studien paborjades. Samtidigt gavs forskarna
tillgdng till lirarnas dagliga praktik och genom lirarnas forsorg erhélls
kunskap om de olika eleverna.

Ett innehillsligt forskningsfokus pa undervisning 4r i den ridande
klassrumsforskningen fortfarande sillsynt (Shulman, 1987; Carlgren &
Marton, 2001). Studier som analyserar undervisning fokuserar i
allminhet pd vad ldrarna gor, till skillnad fran vad elever lir (Darling-
Hammond, & Bransford, 2005). Eisners (1991) forklaring till varfor ett
innehillsligt forskningsfokus i tidigare genomférda studier dr ovanligt
kan gd att finna i klassrumsforskarens kunnande inom de innehéllsliga
omrdden de undervisas om. Om forskare inte har kunskap om innehallet
som behandlas i undervisningen leder det till ett fokus pa vad lirare och
elever gor i klassrummet och inte pa hur innehéllet forstés.

Genom hela studien har intentionen varit att fokusera ldrande-
objektets olika framtridelseformer, genom att studera savil det intentio-
nella lirandeobjektet savil som det iscensatta och det erfarna lirande-
objektet. Carlgren och Marton (2001) liksom Matos et al. (2009) menar
att lirarnas professionella objekt dr lirande, och att det dr just lirandet
som midste fokuseras nir man analyserar larares professionella utveckling.
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Winslew et al. (2009) ger en beskrivning av ”practice-based theory of
mathematical knowledge for teaching,” utifrin en tidigare beskrivning av
Ball, Bass, Sleep och Thames:

common content knowledge, the mathematical knowledge of the
school cutriculum (essential what is aimed at for students);

specialized content knowledge...mathematical knowledge that
teachers use in teaching that goes beyond the mathematics of the
curriculum itself (and could be needed, e.g., to analyze errors made
by students);

knowledge of students and contents, for instance, about what
mathematics students find interesting or challenging and about what
students are likely to do with specific mathematical tasks; and

knowledge of teaching and contents, such as knowledge about
instructional sequencing of particular contents, about useful
examples for highlighting salient mathematical issues, and about
advantages and disadvantages of representations used to teach a
specific content idea (Winslow et al., s. 95).

Den kunskap som nyutexaminerade lirare har med sig nar inte denna
beskrivning och behéver didrmed utvecklas sedan de borjat sin yrkes-
verksamma bana. Lesson study lyfts dd som en vig fOr ldrare att fortsitta
sin professionsutveckling. Jaworski (2009) belyser det faktum att learning
study och liknande modeller (lesson study och design experiment) lyckas
6verbrygga svarigheter att bdde ta hidnsyn till lirandet och under-
visningen.

Att se andra undervisa om samma ldrandeobjekt dr ovanligt men har
av larare i andra studier (Gustavsson, 2008; Lewis, 2002) framhallits som
mycket givande. Stigler och Hiebert (1999) anser att om det skall komma
till stdnd en forindring i skolan 4r det lirarna mer 4n ndgon annan som
ir nyckeln till f6rindring

Lirarna erholl ingen kompensation for sitt deltagande 1 projektet. De
gemensamma motena dgde rum pa den tid som lirarna hade till sitt
forfogande for moten pa skolan. Detta innebar att nigon tid till att
tordjupa sig i den litteratur man erhéll av forskarna inte fanns vilket i sin
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tur eventuellt kan ha inverkat pd lirarnas foérstielse av variationsteorin
och deras mojlighet att géra teorin till sin egen.

BETYDELSEN AV UNDERVISANDE LARARE

I alla tre genomférda learning studies var det samma lidrare som under-
visade lektion A och C. Ett forfarande som inte var forutbestimt, utan
ett val fran lirarna sjilva. I den forsta studien var det tvd av lirarna i
gruppen som undervisade eleverna och de andra som deltog skulle
undervisa eleverna nista ldsar. Inga av de ldrarna ville vid genomfdrandet
av den fOrsta studien undervisa under en lektion. Dessa lirare hade for
tillfdllet undervisning i drskurs 6 och ansdg att det var svért att da under-
visa 1 drskurs 3. Vid genomférandet av learning study 2 och 3, hade en av
lirarna som undervisat i learning study 1, flyttat och deltog séledes inte
lingre i studien. Den andra liraren ville pa grund av hog arbetsbelastning
inte undervisa under en lektion. Ett beslut som respekterades av Gvriga
deltagare.

I den fOrsta learning study var det Lena som undervisade lektion 1A
och 1C. Under lektion 1A styrde Lena eleverna till ritt svar snarare dn
moéjliggjorde f6r eleverna att urskilja lirandeobjektets kritiska aspekter.
Ett forfarande som snarare lede till att eleverna l6ste uppgiften, dn
utvecklade forstielsen av ldrandeobjektet. I lektion 1C var Lena mer
fokuserad pa att erbjuda eleverna mdjligheter att urskilja de kritiska
aspekterna for att utveckla deras fOrstdelse av lirandeobjektet. Det
synliggjordes di Lena 1 lektion 1Cvisade en Oppenhet for elevernas svar,
bidde korrekta och felaktiga. Med utgingspunkt i elevernas svar
utvecklade Lena elevernas forstielse av lirandeobjektet. Man kan tolka
Lenas agerande som att hon i lektion 1C hade en annan syn pa lirande-
objektet. Lenas indirekta lirandeobjekt i1 lektion 1A kan tolkas som att
hon wvill att eleverna skulle kunna tidsskillnader men hon
problematiserade inte elevernas fOrstdelse av att kunna tidsskillnader. I
lektion 3C indikerar Lenas behandling av lirandeobjektet att hon nu
problematiserade vad det innebar att kunna avrunda.

I learning study 2 och 3 var det Marie som undervisade lektion 2A
och 2C, respektive 3A och 3C. Marie var i bade learning study 2 och 3
intresserad av att eleverna presenterade ett korrekt svar. Detta fokus gor
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att lirandeobjektet i de bdda learning studies hanterade matematiska
rikneoperationer, snarare dn lirandeobjektets behandling, och hur inne-
héllet bast presenteras for eleverna. En tinkbar forklaring dr Maries
forstdelse av variationsteorin och dess tillimpning 1 undervisnings-
situationer. Under samtalen med lirarna var det oftare de andra ldrarna i
gruppen som forde en diskussion utifrin ett variationsteoretiskt
perspektiv. Vid ett tillfille stillde Marie frigan om det som vi forskare
var ute efter kommit med i planeringen av lektionen. Hon ger da uttryck
for att vilja gora ritt. Hennes uttalande kan tolkas som att hon
fortfarande inte gjort teorin till sin egen. En ambition med studien var att
utveckla ldrarnas formdga att planera och undervisa utifrin ett
variationsteoretiskt perspektiv. Undervisning som fenomen ir interaktivt
och liraren maste under en lektion gbra Gvervigande och agera. Detta
far till £6ljd att en lektion inte i forvig kan planeras i detalj, och det ar
alltsa av stor betydelse att ldrarna gor teorin till sin egen. Som ldrare
maste man under en lektion beakta de distinktioner eleverna maste
urskilja.

VARIATIONSTEORIN

De centrala begreppen inom variationsteorin ir urskiljning, simultanitet
och wvariation (dimensioner av variation; kontrast, separation,
generalisation och fusion). Dessa begrepp skall forstas i férhéllande till
behandlingen av ett lirandeobjekt. Detta lirandeobjekt bestir av bade ett
direkt objekt (specifika aspekter) och ett indirekt objekt (generella
espekter). Under en lektion riktar eleverna sin uppmirksamhet mot det
direkta objektet medan ldrarens uppgift dr att rikta sin uppmirksamhet
mot det direkta sivil som det indirekta objektet. Genom att liraren dess-
utom beaktar lirandeobjektets kritiska aspekter (1 forhallande till
elevgruppen) skapas ett gemensamt rum for lirande. I det foljande
avsnittet diskuteras resultaten utifrin ovanstidende begrepp.

Lirande kan betraktas pa olika sitt beroende pa vilket teoretiskt
perspektiv man som forskare intar. I denna studie ses lirande som en
fordndring 1 sdttet att erfara lirandeobjektet.

En styrka i variationsteorin ér att lirande och undervisning erhéller en
kommensurabel beskrivning dd de 4r beskrivna i samma termer, varians
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och invarians. Studiens resultat implicerar att det finns empiriska
samband mellan lirandeobjektets tre uppenbarelseformer vid behandling
av innehallet.

LARANDEOBJEKTETS BEHANDLING

Under en lektion finns det en mingd olika aktiviteter en elev kan ta del
av, bide sidant som r6r sjilva undervisningen, men dven annat som
eleverna riktar sin uppmirksamhet mot. Denna avhandling studerar
lirandeobjektets behandling, vilket bland annat medfér fokus pd det
intentionella lirandeobjektet sdvil som det liranderum (iscensatt lirande-
objekt) (Marton & Tsui, 2004; Marton & Pang, 2006) som lirare och
elever skapar under en lektion, och som hela klassen kan ta del av. Under
en lektion forekommer en del diskussioner mellan elever, men dven
mellan liraren och enskilda elever, fokus har dock hela tiden varit pd de
aspekter som ldraren lyfter upp for hela klassen och det dr dessa som tas
i beaktande i resultatdelen. Tidigare studier som behandlar lirande i
matematik ur ett variationsteoretiskt perspektiv (se t.ex. Higgstrom,
2008; Kullberg, 2009; Runesson, 1999; Runesson och Mok, 2004)
indikerar att det finns ett samband mellan vilka aspekter som varierar och
vilka aspekter som dr invarianta i undervisningen, och att detta
variationsmoénster Sppnar for olika méjligheter f6r eleverna att ldra.
Denna studie bekriftar till viss del detta resultat. Beroende pa hur det
intentionella lirandeobjektet kommer till uttryck i det iscensatta lirande-
objektet indikerar detta olika méjligheter f6r eleverna att lira, det erfarna
lirandeobjektet (Marton & Tsui, 2004). Resultatet visar hur lirande-
rummet beroende pa hur liraren bemotte elevernas svar, antingen
vidgats eller i visa fall krympts. Tsui (2004) beskriver det semantiska
berikandet av liranderummet med hjilp av kontextuell variation som
bide elever och lirare bidrar med. I denna studie finns en rad exempel
som visar pd hur liraren genom att vidga eller krympa liranderummet
kan piverka den mojlichet eleverna har att erfara lirandeobjektet och
dess kritiska aspekter.

Det ménster av variation och invarians som skapas under en lektion,
ar avgorande for vad eleverna ges mojlighet att ldra sig i klassrummet
(Marton et al., 2004). Resultatet visar att liranderummet skilde sig 4t i de
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olika lektionerna i delstudierna. Elever som deltog i lektioner dir kritiska
aspekter blev méjliga att erfara, har givits mojlighet att urskilja dessa, och
dirmed fatt en mojlighet att pa ett bittre sitt hantera och forstd lirande-
objektet i férhallande till de elever som inte givits denna méjlighet.
Skillnaden i behandlingen av de tre lirandeobjekten, kan beskrivas dels
som en skillnad vad giller olika aspekter som ér fokuserade samtidigt,
dels vilka dimensioner av variation som det 6ppnas fér under lektionen.
Lirarnas professionella objekt dr enligt Carlgren och Marton (2001)
“lirande, dvs. utvecklingen av olika férmigor och férhéllningssitt hos
eleverna” (s. 26). Detta stiller krav pa en komplex foérstaelse som i sin tur
méjliggdr komplexa handlingar f6r att 4stadkomma detta. I enlighet med
Runesson (1999) kan férmagan att presentera ett innehall pa ett visst sitt
forutsitta formagan att se det pd ett visst sdtt.

En ldrares uppgift bestar sdledes 1 att pa olika sitt lyfta fram aspekter
hos lirandeobjektet sa att dessa blir méjliga for eleverna att urskilja.
Lirarna i denna studie visar olika exempel pa nir detta har dstadkommits
genom att pd en mingd olika sitt konstituera variationsmonstret.
Férmédgan att gora detta utgdr en viktig del av en lirares kompetens.
Férmégan att anvinda sig av variationsmonster som relaterar till kritiska
aspekter har i denna studie visat sig vara betydelsefullt f6r att hos
eleverna dstadkomma en férindrad syn pa lirandeobjektet.

I sista lektionen i fOrsta studien, lektion 1C, skiljer sig variations-
monstret 1 forhallande till lektion 1A och 1B. D4a minutvisaten var
bortplockad frin undervisningsklockan, gavs eleverna mojlighet att
samtidigt urskilja tim- och minutvisarens placering genom avldsning av
timvisaren. Att forstd timvisarens och minutvisarens placering i férhal-
lande till varandra och timvisarens betydelse for att avldsa klockan var f6r
elevgruppen kritiska aspekter. Resultatet (se tabell 11) indikerar att
eleverna som deltog i lektion 1C gavs mdijlighet att pa ett mer kraftfullt
sitt utveckla sin forstielse av lirandeobjektet till skillnad frin de elever
som deltog i lektion 1A och 1B.

Det ir ingen garanti att alla elever lir dven om de har givits méjlighet
att under en lektion urskilja kritiska aspekter 1 lirandeobjektet (Lo, 2005;
Runesson, 2005). Eleverna kan f{6r ndgon minut ha riktat sin
uppmirksamhet mot nagot annat 4n det som sker i klassrummet.
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En skillnad mellan de olika lektionerna ér det variationsmonster som
framtrider i de tre studierna. I lektion 1A och 1B skiljer sig det planerade
lirandeobjektet ifrdn det iscensatta lirandeobjektet. De monster av
varierade och invarianta aspekter i lirandeobjektet som diskuterades vid
planering av de bédda lektionerna uteblev. I lektion 1A och lektion 1B
gavs eleverna inte moijlighet att urskilja de kritiska aspekterna, forstd
timvisarens och minutvisarens placering i férhdllande till varandra, men
dven att forstd timvisarens betydelse for avldsning av klockan. I exemplen
som ldraren presenterade fér eleverna i lektion 1A och 1B, varierade bade
tim- och minutvisaren vilket lede till £6r stor variation f6r att méjliggora
for eleverna att urskilja de kritiska aspekterna. I lektion 1C 4r vatiationen
1 de kritiska aspekterna av lirarens exempel reducerad, vilket mojligg6r
for eleverna att urskilja de kritiska aspekterna. En méjlig forklaring till
skillnaden mellan lektion 1A och 1B i férhéllande till 1C kan vara den att
lirarna dnnu inte urskilt skillnaden mellan lirandeobjekt och kritiska
aspekter. I learning study 1 blir det en avgbrande insikt att sjdlva lirande-
objektets kritiska drag i sig skulle kunna vara lirandeobjekt. Lirande-
objektet dr innehallet 1 lektionen men detta kan manifesteras pa olika sitt.
Nir vi under planeringen av lektionerna resonerat om att eleverna skulle
ges moijlighet att urskilja timvisarens betydelse for avldsning av klockan,
kan avlisning av klockan tolkas olika. Dels kan det tolkas som ett mal
eller ett syfte, det indirekta objektet, men pa en annan niva kan det
referera till ett innehall, det direkta objektet. Det direkta objektet
tillsammans med det indirekta objektet definierar en férmiga. Den
avsedda formdgan, lirandeobjektet, dr en f&rméga det dr tdnkt att
eleverna skall utveckla under lektionen. Hur ldrarna tolkar denna
formiga avspeglar sig 1 det iscensatta lirandeobjektet. Det direkta
lirandeobjektet 4r lika i alla tre lektionerna medan det indirekta objektet
skiljer sig i lektion tre.

I lektion 1A och 1B styr liraren eleverna till ritt svar. En tinkbar
torklaring kan ha varit effekten av att vara med i en studie och da vilja
uppvisa ett bra resultat. Efter att ha planerat tva lektioner och titta pd tvi
lektionsinspelningar dndrade ldrarna fokus i lektion 1C. I denna lektion
liter liraren (samma som undervisat lektion 1A) eleverna uppticka och
dra egna slutsatser och liraren bygger resonemangen pi elevernas tankat.
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Dynamiken i lirandeobjektet i lektion 1C blir annorlunda mot lektion 1A
och 1B, di lirandeobjektet vixer fram i interaktion mellan lirare och
elever.

I den andra studien var lirandeobjektet att utveckla elevernas
férmaga att avrunda tal ritt, och att urskilja nir det dr limpligt att
avrunda ett tal. Vid en nidrmare analys av lirandeobjektets uppenbarelse-
former i de tre lektionerna kan man urskilja att lirarna troligtvis
uppfattat lirandeobjektet olika. Det finns en diskrepans mellan vad det ar
som eleverna skall lira, det direkta lirandeobjektet uppfattas olika av
lirarna, vilket dven kommer till uttryck under lektionerna. I alla tre
lektionerna var det planerade lirandeobjektet avrundning men &dven
forstdelsen for ndr det dr limpligt att avrunda. Det iscensatta lirande-
objektet dr dock avrundning.

I den tredje studien var lirandeobjektet att utveckla elevernas
formaga att urskilja likhetstecknet som en matematisk symbol for
ckvivalens. Det iscensatta lirandeobjektet skiljer sig dock 4t i de tre
lektionerna. I lektion 3A blev det iscensatta lirandeobjektet olika sitt att
uttrycka en summa. Vid planering av lektionen hade gruppen enats om
att hélla talet 18 konstant genom hela lektionen och lita oliks sitt att
uttrycka 18 vara det som variera. Lirarens indirekta objekt forindrades
fran att ha varit forstaelse for likhetstecknet under planeringen av
lektionen till olika sitt att uttrycka 18 under lektionen. En tinkbar
anledning kan vara att gruppen under planeringen av lektion 3A sé starkt
uttryckte hur viktigt det var att hélla talet 18 konstant. Att eleverna som
deltog i lektion 3A trots detta inte utvecklade sin férmdga att uttrycka
andra tal, som till exempel 16, pd andra sitt beror pé att variationen var
for liten 1 lektionen. For att den ldrande skall urskilja en generell princip
som skall appliceras i en annan situation/problem, miste det finnas
variation 1 just den dimensionen Det finns olika uppfattningar om
transfer men vad dessa uppfattningar har gemensamt ér att transfer
handlar om att ménniskor (hér elever) skall kunna gora liknande saker i
en annan situation som liknar den foérsta. Utan likhet ingen transfer, men
detsamma giller £6r skillnader. Det krévs alltsa bade likhet 18 = 18 men
dven skillnader 16 = 16. Di eleverna endast métt 18 = 18 under
lektion 3A, anvinde de inte denna kunskap nir de motte ett nytt uttryck
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16 = 16. De hade inte erfarit variation i olika uttryck under lektionen och
sdg inte att det var samma men 4nd4 olika, de erfor det endast som olika.

I lektion 3B och 3C blev det iscensatta lirandeobjektet till viss del
samma som det intentionella lirandeobjektet, forstaelsen f6r ekvivalens,
aven om fokus foér lektionen minga ginger blev en matematisk
rikneoperation dir likhetstecknets betydelse hamnade i bakgrunden. En
mojlig forklaring till detta kan vara att innehallet for lirarna inte blev
tydligt urskilt ur metodaspekterna, men dven ldrarnas forstielse av
lirandeobjektet. Liérarnas forstdelse av lirandeobjektet, men dven
lirarnas insikt av elevernas fOrstdelse av lirandeobjektet, kan ses mot
bakgrund av att de som “lag- och mellanstadieldrare” vanligen inte har
utbildning inom de till skolimnena relaterade akademiska disciplinerna.
Lirarnas svarigheter med att inta elevernas perspektiv, kan ha bidragit till
en osikerhet i férhillande till lirandeobjekten. Dessa frigor dr dessutom
underforstidda och limnas oreflekterade ndr lirare talar om sitt arbete
(Carlgren och Marton, 2001). Detta resonemang stods av resultaten i en
studie av Holmgqvist (in press). Holmqvist genomférde en liknande
studie som den hir beskrivna. Hon fann att de deltagande ldrarna
utvecklade ett annorlunda och mer framgingsrikt sitt att urskilja lirande-
objektets kritiska aspekter, vilket resulterade i en for eleverna Okad
forstdelse av lirandeobjektet.

Till skillnad frian resultatet i Gustavssons (2008) studie, fann
Holmqpvist att lirarnas fokus inte med noédvindighet beror pd huruvida
de fokuserar metod eller innehall. Istillet indikerar resultatet i hennes
studie att det istdllet kan bero pa hur forfinat lirarna uppfattar
lirandeobjektet och dess kritiska aspekter. Resultatet fran learning study
3 indikerar att gruppen inte funnit de nédvindiga kritiska aspekter som
eleverna behdvde ges mdijlighet att urskilja. Huruvida elever skall borja
med aritmetiken eller algebran rider det inom litteraturen delad mening
om. Carraher et al (2006) menar att det dr svirt att utveckla elevernas
forstaelse utan att de har en elementir uppfattning av addition och
subtraktion.

...the Davidov team has tended to downplay the potential of
arithmetic as a basis for algebraic knowledge. At times, they even
argue that arithmetic be introduced into curriculum after algebra.
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The authors do make a good case for using unmeasured quantities in
order to encourage students to reflect upon quantitative relations and
to make it difficult for them to bypass such reflection by resorting
directly to computations. However, it is difficult to conceive of
children developing strong intuitions about number lines, for
example, without ever having used metrics and without having a
rudimentary grasp of addition and subtraction facts (Ibid., s. 119).

Utifran denna studie kan jag se hur det méjligtvis skulle underlitta for
elevernas forstdelse av likhetstecknet som relationellt om de utgick frin
algebran pa det sitt som Schmittau (2005) och Dougherty (2008)
beskriver. Det betyder dock inte att man skall bortse frin tal eftersom det
ir nigot som eleverna tidigt moéter i sin vardag, men vid inférandet av
likhetstecknet kan det for eleverna vara en fordel att behandla for-
héllanden som inte frin bérjan dr knutna till specifika tal.

Resultatet frin fortestet visar att eleverna hade en operationell
forstielse av likhetstecknet. Ett likhetstecken indikerade for eleverna “’det
blir” istillet f6r ”det 4r”. Denna syn kunde éven till viss del urskiljas i
lirarnas sitt att hantera lirandeobjektet. Den matematiska relationen
mellan likhetstecknet som ”blit”” och “’4t” och en tanke att méjliggdra f6r
eleverna att se likhetstecknet som relationellt fanns som ett syfte men
torverkligades inte i lektionerna. Det dr en skillnad i det intentionella
lirandeobjektet 1 forhallande till det iscensatta och erfarna lirande-
objektet vilket kan bero pd lirarnas forstdelse av lirandeobjektet.

Den enskilt viktigaste orsaken till goda undervisningsresultat dr enligt
Hattie (1992) den feedback som liraren ger till eleverna. En forutsittning
for detta 4dr dock att ldrarens handlingar tar sin utgangspunkt i elevernas
forstdelse, men dven att den har en riktning framat. Liraren mdste vara
medveten om vilken forstielse som efterstrivas och vad som utgdr de
kritiska aspekterna av denna.

I learning study 1 och 3 hade eleverna en tidigare fOrstdelse av
lirandeobjektet. Det visade sig finnas en viss diskrepans mellan lirarnas
uppfattning av elevernas fOrstdelse av lirandeobjektet. I den forst
genomférda learning study var lirarna Overtygande om att eleverna
kunde avldsa tim- och minutvisaren. Vid fortest och intervju framkom
att en faktor till elevernas svirigheter i att rikna ut hur ling tid som
torflutit mellan tvd klockslag var avlisning av klockan. Om eleverna
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avliste klockan felaktigt, blev dven tiden som forflutit mellan tva
klockslag felaktig. Liknande diskrepans infann sig i learning study 3.
Lirarna var 6vertygade om att deras elever hade likhetstecknets betydelse
klart f6r sig, men detta visade sig 1 kartliggningen av elevernas
forkunskaper vara inkorrekt di eleverna behandlade likhetstecknet som
ett operationstecken. Om lirarna under dessa omstindigheter inte ér helt
Overtygade om testens resultat, och istillet implicit genomfdr lektionen
utifrin sin tidigare uppfattning av elevernas forstielse av lirandeobjektet,
finns en mojlighet att liranderummet inte blir tillrickligt utmanande for
eleverna. Liraren kan ha underskattat/6verskattat elevernas forstielse av
lirandeobjektet istdllet for att utgd frin deras fOrfOrstielse.
Undervisningen byggs dd upp pid forgivettagande och som sadant
existerar ingen implicit variation. Hargreaves (1998) menar att det inte
ricker med endast erfarenhet, utan larare behover dven teorier att
forhalla sig till. Vilka teorier ldrarna viljer antas i sin tur paverka deras
handlande. Tidigare studie (Holmqvist, in press) indikerar samma
resultat.

Study A shows that the teachers initially have a clear taken for
granted-idea about the content, and are convinced that the learning
object will be learned following a defined structure. The problem is
that they do not question the idea on the basis of the pupils’ actual
understanding or ability to understand. The perspective of those who
have already learned (the teachers) colours the perspective of those
who have yet not learned (the pupils) (Ibid., s. xx).

ELEVERNAS FORSTAELSE AV LARANDEOBJEKTET

Beroende pi vilka dimensioner av vatiation det 6ppnas upp for i lirande-
rummet mojliggor elevers forstaelse av lirandeobjektet (Marton & Tsui,
2004). Elevernas forstdelse av lirandeobjektet synliggdrs i denna studie i
de tva eftertest som eleverna genomférde. Dessa test kan till viss del
kritiseras fOr att inte spegla vad som hinde pi lektionen, det iscensatta
lirandeobjektet. Man skulle kunna argumentera for att vi efter lektion 2A
kunde ha dndrat testet men da intentionen fortfarande var att utveckla
elevernas forstielse for nir det ar limpligt att avrunda beholls eftertestet
som det var. For att gora eleverna rittvisa har jag i analys av lektionerna
istillet valt ut uppgifter som visar pd det iscensatta lirandeobjektet. I
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framfoérallt den andra studien blir problematiken tydligt dd det iscensatta
lirandeobjektet i alla tre lektionerna dr avrundningsregler och frigorna i
testet 4ven behandlar férstielsen for nir det dr limpligt att avrunda. Vid
planering av lektionerna i learning study 2 var det intentionella
lirandeobjektet bade avrundningsregler och fOrstdelsen for ndr det ar
limpligt att avrunda varpd fragor av dessa bada karaktirer finns med.
Om det iscensatta lirandeobjektet visar sig skilja sig fran det intentionella
ar det svirt att i eftethand dndra testet di det fortfarande skall vara
jamforbart.

LARANDEOBJEKT OCH KUNSKAPSMAL

Mal att uppnid sa som de beskrivs i kursplanen anger ett matematiskt
innehall och centrala f6rmagor som eleven skall ha uppnatt i arskurs 3, 5
och 9. Dessa skall enligt Skolverket ses som en indikation om
undervisningen mojliggér f6r eleverna att utveckla adekvata kunskaper i
linje med kursplanen. Vid en jimforelse mellan de kunskapsmil fo6r
arskurs 3 som dr relevanta for denna studie och de i denna studie
behandlade lirandeobjekten, kan man notera att lirarna i viss man ansag
att eleverna infor varje learning study redan uppnitt malet si som det
beskrivs i kursplanen. I learning study 1 behandlades klockan. Liksom 1
den tidigare redovisade litteraturen, behandlas framférallt begreppet tid:

Att jimfora tid kan vara att jimfora att det tar lingre tid att ga till
skolan 4n att cykla eller att det tog kortare tid f6r Elsa att springa dn
f6r Anna eftersom Elsa kom forst i mal. ... att mita tid med hjilp av
till exempel klocka, tidtagarur, dggklocka, timglas (Skolverket 2009, s.
20-21).

I learning study 1, tog lirarna fér givet att eleverna kunde avldsa
klockan. Nagot som vid fortestet visade sig vara missvisande dd det var
den bristande férmdgan att avldsa klockan som gjorde att eleverna
riknade ut tidsskillnaden mellan tva klockslag felaktigt.

Vid learning study 2, menade lirarna att eleverna behirskade
férmagan att:

lisa och skriva tal samt ange siffrors virde inom heltalsomradet O-

1000 (Skolverket, 2009, s. 15).
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I learning study 3, kunde eleverna enligt ldrarna:
hantera matematiska likheter inom heltalsomradet 0-20

forklara vad de olika riknesitten stir foér och deras samband med
varandra med hjilp av till exempel konkret material eller bilder

addera och subtrahera tal med hjilp av skriftliga riknemetoder nir
talen och svaren ligger inom talomradet 0-200 (Skolverket, 2009, s.
16-17).

Enligt Knuth et al. (2006) och Knuth et al. (2008) limnas likhets-
tecknet oftast oreflekterat dd de introduceras tidigt i matematiken och
lirarna sedan tar fOr givet att detta 4r ndgot som eleverna behidrskar. De 1
studien ingdende ldrarna visade dven de pd ett forgivettagande av likhets-
tecknet.

Ovanstidende resonemang visar pa vikten av att utgd frin elevernas
faktiska forkunskaper inom ett omride (Darling-Hammond &
Bransford, 2005; Marton & Booth, 1997). Léwing (2004) beskriver hur
lirarna i hennes undersékning inte kdnde till elevens férkunskaper och
dirmed riskerade att prata f6rbi varandra och att eleverna inte fick ndgon
hjilp med sitt problem.

Lirandeobjekt och kunskapsmdl kan berika varandra. De olika sitt att
erfara lirandeobjektet synliggdrs av det liranderum som béde lidrare och
elever skapar i interaktion. Detta gemensamma liranderum dr av sirskild
karaktir di det har formats av attribut specifika f&r lirandeobjektet.
Detta skulle kunna ge ledtradar till hur elevernas kunnande skulle kunna
utvecklas, vilket i sin tur skulle kunna ha betydelse f6r utvecklingen av
kunskapsmal som de dr beskrivna i liroplanen. Ett kunskapsmal refererar
till malet, eller vad eleverna pa en viss nivd férvintas behdrska. Det
uttrycker ett normativt stillningstagande. Lirandeobjektet formuleras
ocksa till en borjan med i termer av vad eleven skall kunna, men genom
att lirarna anstringer sig att utrdna vad just deras elever redan kan, blir
lirandeobjektet empiriskt grundat. Det beskriver vad just de elever som
berérs behdver lira sig for att uppnd en viss kompetens som kan
uttryckas som ett mal. Nationell utvirdering 2003 (Skolverket, 2004a)
visar att “mal att uppnd” 1 matematik av ldrare ses som viktigare dn
strivansmalen och att en orsak kan vara att lirarna sjilva har svérigheter
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med att se hur de olika malformuleringarna hinger samman med
varandra. Uppfattas inte alla dessa “mal att uppnd” som delar av helheter,
utan som enskildheter som skal hinnas med, finns risken att liraren
checkar av vilka mal som har behandlats utan att se till om eleverna har
skaffats sig en foérstielse. Om man likstiller elevers férmaga att nd malen
med att de kan visa upp angivna kunskaper, utan att problematisera vad
det faktiskt innebdr att behirska dessa, riskerar maluppfyllelsen att bli
ndgot som pd ett sitt kan liknas vid ett lopp dédr man rdknar hur manga
elever som gick i mal utan att ta hinsyn till vad de har med sig for
kunskap. Eller som Léwing (2004) beskriver anvindande av konkretise-
rande material: “Det ricker dd inte med att ha tllging till
transportmedlet. Man madste ocksd vara medveten om resans mal”
(s.263).

Utvecklandet av kunskap bor istillet ses som en hinderbana. Det
giller att hitta hindren (kritiska aspekter) i elevgruppen och méjliggora
for eleverna att urskilja dessa i en undervisningssituation. Kursplaner i
form av styrdokument ger inte alltid den styrning som varit intentionen.
De olika sitt att presentera ett innehdll pa, exempelvis vilka kritiska
aspekter som skall lyftas fram for eleverna hos ett visst lirandeobjekt,
liksom frigor gillande lirandets resultat, méiste ges tid att diskuteras.
Kunskap om olika lirandeobjekt kan da ackumuleras och bli en del av
ldrares yrkeskunskap. Samarbete och diskussion om innehillsliga fragor
med koppling till liraruppdraget s som det formuleras i kursplanerna ar
en viktig del i ldrares mojlighet till eget lirande och i férlingningen
dirmed ocksd elevernas. Det kompletterande kommentarmaterial till
kursplanerna for tredje skolaret som nu kommit, dr tinkt att dstadkomma
en helhetstolkning av det styrdokumenten syftar till att astadkomma
(Skolverket, 2009). Det finns dock en risk att kommentarmaterialet
endast blir ytterligate ett material som ldrare antingen fOrbiser, eller
tolkar och omsitter i handling pa olika sitt.

Resultatet frin denna studie visar att den viktigaste fragan lirare bor
stilla sig 4r vilket lirande som eleverna skall dstadkomma, foljt av en
kontinuerlig virdering av lirandets innebérd och resultat. Detta forut-
sitter ett fokus péd lirandeobjektet. En lirare som vill dstadkomma
sdrskilda sitt att se pd nidgot maste lyfta fram de kritiska aspekterna f6r
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att mojliggora fOr eleverna att erfara dessa sa att olika sitt att se pa nagot
blir méjligt. Detta dr ndgot som stiller hdga krav pa lirarna. D4 ett fokus
pa lirandeobjektets kritiska aspekter och en mdjlighet att urskilja dessa
genom variation dr det centrala, maste ldraren vara flexibel och komma
ifran liromedlens styrande funktion.

Om undervisningen istillet priglas av lirares bedomning av ritt eller
fel svar, eller anvindande av en viss 16sningsmetod, blir det svirt for
lararna att utmana elevernas forstaelse av lirandeobjektet. Resultaten fran
denna studie visar att lirarna hade en tendens att glida ifrdn det
intentionella lirandeobjektet, och istillet kom det iscensatta lirande-
objektet vid ett flertal tillfallen att handla om att ge ett korrekt svar pa en
utrikning, Férmédgan att kunna ”se var eleverna gar fel” dr en viktig
beskaffenhet hos en ldrare (se t.ex. Shulman, 1987; Hill, Sleep, Lewis &
Ball, 2007). Marton (1986) exemplifierar den typ av forskningsbaserat
kunnande som kan vara till hjilp for lirare nir de undervisar i matematik
och den forskning som han menar inte dr det. Den forskning som inte
hjilper liraren i en undervisningssituation, dr den som forklarar elevers
svirigheter med matematiken pa grund av till exempel social bakgrund
eller en ldrares erfarenhet mitt i antalet yrkesverksamma dr. Diremot
menar Marton att forskningsbaserade forklaringar till elevers svirigheter
som tar sin utgangspunkt i forskning om elevers sitt att tinka och forsta,
ar till hjilp for liraren (Marton, 1986; Marton & Pang, 2000).

LARARNAS FORSTAELSE AV LARANDEOBJEKTET

Fokus i denna studie har inte varit pd ldrares lirande. Resultaten frin
liknande studier (Gustavsson, 2008; Holmqvist, in press; Lo, Pong &
Chick, 2005) pekar mot samma hall som de denna studies resultat vilket
kan ge vissa indikationer pd lirarnas méjlighet att lira genom att rikta
lirarnas uppmirksamhet mot innehdllets behandling med hjilp av
variationsteorin. Utifrin studiens resultat och fokus kan jag endast anta
att ldrarna har utvecklat de fyra didaktiska kunskapsbehov som
Alexandersson (1994) anfér. Om de verkligen har utvecklat kunskaper
om det specifika innehillet, hur elever tinker kring detta innehdll, hur
man som lirare kan stédja elevens fOrstielse av innehillet, samt en
medvetenhet om denna interaktiva process, kan endast tolkas genom hur
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lirarna forhdller sig till lirandeobjektet. Lena och Marie som bada
undervisade tva lektioner i varje delstudie visar hur de utvecklar en annan
forstdelse for hur eleverna erfar lirandeobjektet. Lena dr den som
tydligast visar en annan forstielse for elevernas forstielse av innehillet
och didrmed hur hon under lektion 1C erbjuder de kritiska aspekterna for
eleverna.

Denna studie visar att en viktig férutsittning for att eleverna skall ur-
skilja en aspekt 4r att liraren sjilv urskiljer den, anser den kritisk och
foljer upp den konsekvent i sin undervisning,

For att lirare och elever skall kunna métas i ett gemensamt och
erfaret lirandeobjekt krdvs att liraren tar ansvar for detta mote, men
dven att ldraren sjilv besitter den fOrstielse och analytiska kompetens
som krivs for det specifika lirandeobjektet. Samtidigt som ldraren
hjilper eleverna att lira kan man férmoda att dven liraren utvecklar sin
professionella kompetens. Genom att fokus for liraren flyttas frin
gorandet till innehallet, riktas dven fokus mot liraren egen kompetens
(Alexandersson, 1994) och kunskapen om betydelsen av variation av
kritiska aspekter i lirandeobjektet for elevers lirande har 6kat. Aspekter
som tidigare togs for givet har prévats och reviderats och blivit beprévad
erfarenhet som kunnat inférlivas i kompetenta handlingar.

DIDAKTISKA IMPLIKATIONER

Marton och Trigwll (2000) hiavdar att vir f6rmaga att se likheter eller ¢j,
ir en funktion av erfaren variation. Genom att eleverna erbjudits
erfarenhet av variation har undervisningen haft avgérande inflytande f6r
elevernas lirande.

Tidigare forskning kring elevers forstielse av klockan visade sig vara
begrinsad. Resultatet frin denna studie visar elevers svarigheter med att
avldsa tid och férstaelsen for hur tim- och minutvisaren férhaller sig till
varandra. De svirigheter som eleverna i arskurs 3 uppvisade fanns dven
att finna hos eleverna 1 drskurs 6. Att behandla de bdda visarna simultant
istillet for var f6r sig visade sig vara en kritisk aspekt.

Vid behandling av avrundning och avrundningsregler behéver
eleverna ges mojlighet att urskilja avrundning av tiotal hundratal och
tusental samtidigt. Dessutom visar tidigare forskning (se Reys et al.,1996
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och Skolverket, 2008c) att eleverna behéver ges mojlighet att urskilja nér
det 4r limpligt att avrunda. Att rikna ut exakt med hjilp av skriftliga
riknemetoder 4r nagot som elever dr bittre pia dn att gbra en
Overslagsrikning. I lektion 2A och 2C ir ldraren mer fokuserad pd att fa
eleverna att ge ett korrekt svar snarare d4n vad som det dr limpligt att
avrunda ett tal till, och vilka konsekvenser avrundning av ett tal kan fa i
olika situationer. Detta kan troligtvis forstas 1 férhallande till Forrester
och Pikes (1998) resonemang kring hur lirarna behandlade uppskattning
som en hypotes, men huruvida denna uppskattning var korrekt eller inte
gjordes i foérhallande till det riktiga svaret utan diskussion om dess syfte.
Aven i férhallande till Dowker (2003) kan lirarnas agerande forstis. Det
ar svaret pa en aritmetisk utrikning som avrundas till tillexempel jaimt
hundratal.

Inom aritmetiken arbetar eleverna mot ett svar, medan algebran
kriver att eleverna genomfér matematiska operationer (Kieran, 1992).
Eleverna i denna studie visar att de 4r bekanta med aritmetiken men inte
algebran. De hade en dynamisk syn pa likhetstecknet vilket kan leda till
svirigheter att senare l0sa ekvationer (Knuth et al, 20006; Seo &
Gingsburg, 2003; Skolverket, 2008c).

FORTSATTNING FOLJER

Dié bade nationella (Skolverket, 2004a) och internationella (Skolverket,
2008c) studier visar pi ett Okat anvindande av liromedel i matematik-
undervisningen, skulle det vara intressant att i framtiden undersdka hur
bland annat dessa tre lirandeobjekt behandlas 1 olika liromedel. Om det
nu dr si att eleverna arbetar sjilvstindigt med uppgifterna i olika
matematiska liromedel och den lirarledda genomgingen inte 4r si
vanligt férekommande i undervisningen, spelar innehdllet i liromedlen
en betydlig roll i elevernas f6rmdga att utveckla sina kunskaper.

AVSLUTANDE REFLEKTIONER

En slutsats som inte kan dras av enbart denna studie 4r en koppling
till den kompetens lirarna behdver utveckla. Dock kan resultatet fran
denna studie tillsammans med tidigare genomférda studier (Gustavsson,
2008; Holmqvist, in press) indikera tinkbara konklusioner. Lirarna har
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tillsammans med forskare givits méjlighet att identifiera problem i
elevernas ldrande i tre olika lirandeobjekt, vilket kan ha bidragit till en
6kad tilltro till savil den egna som elevernas férmaga att lira, vilket kan
ha resulterat i ett fortsatt lirande f6r bade lirarnas och elevernas del. En
slutsats som kan dras av dessa studier, dr att det inte 4r omdijligt att Ska
lirares kompetens att undervisa i matematik och pa sa sitt ligga en
grund for elevernas lirande sa att resultaten 1 nationella och
internationella utvirderingar inte forblir sd nedsliende som de ir idag.
Denna studie kan bidra med négra ledtridar till vad som dr forutsitt-
ningar for detta, annan praxisnira forskning kan bidra med ytterligare.

Lirande idr ett komplext fenomen och kan knappast tickas av ett
teoretiskt perspektiv. Diremot visar variationsteorin potential i att pavisa
de ibland felaktiga uppfattningar av elevers férstaelse av ett lirandeobjekt
och férmigan att synliggéra hinder och mdjligheter for lirande
(Runesson, 2006). Runesson (2008) belyser hur lirarna vid deltagande i
en learning study utvecklar sin férstaelse fér lirande och undervisning
genom att de successivt fOrdjupar sin fOrstdelse av det aktuella
lirandeobjektet. Variationsteorin har i projektet visat sig vara anvindbar
for att forsta undervisning, Lirarna hade troligtvis kunnat utveckla sin
undervisning och dirmed elevernas lirande utan variationsteorin, men
just férmanen att delta 1 en learning study och genom det deltagandet fa
mojlighet att diskutera kring ett specifikt imnesinnehall, lirandeobjektet,
har hjilpt ldrarna. Gustavsson (2008) studerade hur en grupp lirare
under en kompetensutvecklingsperiod samtalade om innehallets behand-
ling samt hanterar innehallet i undervisningen. Resultatet frin hennes
studie visar att ldrarna inledningsvis riktar sitt samtal mot olika
undervisningsmetoder utan koppling till nagot specifikt innehdll. Under
studiens gang kunde hon dock skénja en forindring 1 lirarnas samtal till
mer fokus pa de f6rmdgor som de hoppas att bidra till att utveckla hos
eleverna, pa lirandets objekt med andra ord.

Resultaten fran denna studie visar att det dr kvalificerade insikter som
en lirare behéver inneha. 1 till exempel sista studien kan ett lirandemal
vara att uppfatta likhetstecknets betydelse, men dirifran till att
transformeras till ett lirandeobjekt nidr man skall komma underfund med
vad som skall goéras och vilka de kritiska dragen dr i den aktuella
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elevgruppen ér inte trivialt. Studien visar pa betydelsen av lirande-
objektets behandling och lirarnas medvetenhet av dess betydelse. I
arbetet med lirandeobjekt synliggors kritiska drag 1 lirandeobjektet vilket
1 sin tur far implikationer f6r genomférande av lektionen eftersom de
pekar ut vad liraren méste hantera.

I den forsta studien bestimmer sig larargruppen for ett lirandeobjekt
som formuleras som ett lirandemal. Men innebérden vixlar och blir sd
smaningom att kunna se relationen mellan de tva visarna samt att urskilja
minutvisarens och timvisarens funktion genom att minutvisaren tas bort.
Hir belyses skillnaden mellan ett lirandemal och ett lirandeobjekt da ett
lirandemadl inte fordndras utan dr pa forvig bestimt.

I den andra studien tydliggérs betydelsen av vad en lirare forsoker att
astadkomma har betydelse £6r elevers lirande. Det intentionella ldrande-
objektet i alla tre lektionerna dr avrundningsregler men dven forstielsen
for ndr det 4dr limpligt att avrunda. Det iscensatta lirandeobjektet 1 alla
tre lektionerna dr avrundningsregler och arrangemanget i klassrummet
varierar mellan de tre lektionerna. Eftersom arrangemanget av lirandets
innehall inte varierar visar denna studie att det 4r av betydelse for
lirandet att arrangemanget av lirandets innehall anpassas till elevernas
behov av lirande, men att arrangemanget av metoder inte inverkar.

Tredje och sista studien visar pa betydelsen av goda dmneskunskaper 1
lirandeobjektet dd det i denna studie finns en skillnad mellan vad det blir
mot vad det dr. Lirarna behdvde forstd varfor det i algebran dr viktigt
med en relationell forstaelse av likhetstecknet istillet f6r en operationell
forstaelse.
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SUMMARY

The purpose of this thesis is to analyse and describe how the objects of
learning are handled in three learning studies. The research questions are
as follows:

e How are the different aspects of the objects of learning
(intended, enacted and lived objects of learning) carried out and
what is their interrelation?

e What is an object of learning compared to a learning objective?

THEORETICAL FRAMEWORK

The theoretical framework for the analysis of this study as well as for the
planning instructions is variation theory, which is originated in
phenomenographic research. In such research, learning can neither be
connected to the individual nor the social context but is seen as a
conjunction of the two, i.e. a non-dualistic ontology that brings the
learner and the learned phenomenon into the same world of experience.

The theoretical assumption is that the ability to learn presupposes an
experience of variation. This variation can be described in terms of
discernment, simultaneity and variation; all three very closely connected
to each other. These concepts are to be understood in relation to how an
object of learning is treated. An object of learning is a specific capability
that students are expected to develop during a lesson. It is the
compound of two aspects: the direct and indirect object of learning, The
former is defined in terms of content, such as the formula for the
triangle area (bh/2), and the latter refers to the kind of capability the
students are supposed to develop, such as being able to do something
with the formula.

Without variation in a learning situation, it is almost impossible to
learn anything, as long as we perceive learning as a change in the way we
experience something. In every situation, certain aspects are discernable.
How an aspect is perceived depends on the way you discern parts from
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the whole and relate the parts both to each other and to the whole. To
discern something is to see the situation with new eyes, yet at the same
time be able to connect that situation to previous knowledge and
experiences in order to form a new whole. However, we can only discern
certain aspects if we have experienced variation of the subject.

In a classroom discourse, learning is created in the interaction
between teacher and students, or between students and students, in a
socalled space of learning. The space of learning refers to the
opportunities that the students are given to learn, i.e. the enacted object
of learning observed by the researcher. This does not mean that the
students learn what the teacher intend (i.e. the intended object of
learning). Because of their earlier experiences and the way they perceive
the object of learning, they might learn something different, which
would be referred to as the lived object of learning. Essential for the
teachers is to recognise the fact that the students are likely to understand
the intended object of learning in different ways, and it is not certain
that it will be the same way as the teacher intended. One assumption is
that if the teacher can help the students to acquire more powerful ways
of viewing this issue, it is more likely that the students become more
able to learn. Aspects necessaty for defining an object of learning are
critical features of the object of learning. The critical features have to be
found empirically and they must be found in every specific object of
learning,

However, we can only discern certain aspects if we have experienced
variation of a phenomenon. Suppose you have a group of students
intended to develop an understanding for the same shape in triangles. If
all triangles always look the same, the only differences in appearance
being the size of a triangle (figure 3, p. 27), it is probably difficult for
students in a different situation to understand that the two triangles in
figure 4 (see p. 27) have the same shape. Another example is colour.
Knowing what green is presupposes the experience of other colours, i.e.
a vatiation in colours. Green is experienced against the background of
other colours that we have experienced in the past. Also, at the same
time we have to be aware of the fact that there are different colours. In
order to experience variations of the colour green, simultaneously we
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have to experience different shades of green. If we experience each
colour separately, one at a time, we would not experience variation and it
would be impossible to organise the different colours in a dimension
called colour. Otherwise, this overall conception would be impossible to
discern.

Thus, in a learning situation something must be presented as basic
and other things must be focused on through variation. Therefore, the
teacher must be sensitive and create dimensions of variations in a way
that makes it possible for him or her to grasp the students’ different
understandings of the objects of learning;

METHOD

The method used in the study is learning study, which is a hybrid
between a lesson study and design experiments. Similar to design
experiments, a learning study seeks to understand the ecology of
learning. Design experiments as well as a lesson study or a learning study
are iterative processes that can be used to improve teaching. The aim of
a design experiment is to develop a learning theory but also to improve
the way a design operates in practise, whereas a lesson study can be seen
as in-service training for teachers where the theoretical approach is not
explicitly expressed. Teachers and researchers work together in a design
experiment but it is the researcher who is responsible for the design. In a
lesson study, the teachers are in control over the design. In order to be
able to evaluate the results of the design in a design experiment, there
are tests of the students’ abilities before and after the research lesson,
while in a lesson study one relies on colleagues observing the research
lesson in order to evaluate and change the lesson plan. Thus, a learning
study is a design experiment designed by the teachers. At the same time,
a learning study is a lesson study that is theoretically based, systematically
grounded and systematically evaluated. A learning study aims to build
innovative learning environments and to conduct research into
innovations in theory. It also aims to compile teachers’ valuable
experiences while maintaining focus on an object of learning instead of
the teaching methods.
A learning study comprises the following steps:
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D

2)

3)
4)
5)

0)

7)
8)

9)

Choose and define the intended object of learning. This is done
by the teachers.

Analyse critical aspects of the learning object by studying the
students’ previously developed knowledge (readiness) in some
form of pre-tests (the lived object of learning) combined with
subject matter research from the literature.

Plan the lesson from a theoretical point of view.
Implement the first lesson (students group A).

Analyse the enacted object of learning in lesson 1, taking into
consideration the outcomes of the post-test and the analysis of
the first lesson.

Conduct a revised lesson plan, try to better understand the
students’ readiness and point out which kind of complexity in
the varied critical aspect of the learning object that may address
the students’ learning needs.

Implement the revised lesson (students group B).

Analyse the revised lesson, taking into consideration the
outcomes of the post-test and contrast the results with the
outcomes of lesson 1. Create a revised lesson plan, try to better
understand the students’ readiness and point out what which
kind of complexity in the varied critical aspect of the learning
object may address the students’ learning needs.

Implement the third variation of the lesson (students group C).

10) Analyse the third lesson, taking into consideration the outcomes

of the post-test and all prior analyses of the lesson.

11) Conduct a final post-test.

The participants in all of the studies were students in class three and

four in a Swedish nine-year compulsory school and their teachers (six).

They were all enrolled in the same countryside school.
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The transcript from the lessons as well as the discussions were analysed
from the perspective of the variation theory.

RESULTS

The main results, according to the first question, illustrate how students’
learning can be understood by how an object of learning is seen from
the intended, enacted and lived objects of learning. The differences in
the outcomes of the studies are linked to differences in how the object
of learning is handled in terms the intended object of learning as well as
the lived and enacted objects of learning. The enacted and the lived
objects of learning are described in terms of variation and invariance;
hence they are described in commensurable terms.

In the first learning study, the enacted as well as the lived objects of
learning were different from the intended object of learning in lessons
1A and 1B. In lesson 1C, the enacted as well as the lived objects of
learning were the same as the intended object of learning, which enables
the students to discern the necessary pattern of variation and invariance
in the object of learning in order for learning to take place.

In the second learning study, the enacted as well as the lived objects
of learning were different from the intended object of learning in all
three lessons. Omne reason might be the teachers’ different
understandings of the objects of learning. The analyses revealed a
discrepancy in the direct object of learning between the teachers.

In the last learning study, the enacted object of learning was the same
as the intended object of learning in lessons 3B and 3C. Hence, the
students’ understanding the object of learning was not improved. One
explanation might be the teachers’ understanding the object of learning
as well as their awareness of the students’ understanding the object of
learning. One important part of the teacher competence lies in the ability
to problematise aspects that are obvious to a teacher, which requires
insight into the specific content.

The study gives implications on how teachers’ competences should
be constituted. Being able to formulate and implement learning
objectives are important parts of a teacher’s competence. Hence, what
the students learn (at best) is what is made possible for them to learn (i.e.
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enacted objects of learning). In the last study, one learning objective
could be to understand the equal sign, but being able to transform this
into an object of learning is not trivial. In fact, it requires the teachers’
awareness of what may constitute critical aspects of the object of
learning and of common student conceptions regarding the object of
learning, which is necessary for teachers to discern in order to plan and
carry out teaching where important aspects have been made discernible

for the students.
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BILAGOR

BILAGA 1

Nedanstiende tabell anger datum fér samtliga méten mellan forskare
och ldrare samt for genomfoérda lektioner.

Datum Learning | Innehdll Antalet Antalet
Study deltagande | deltagande
forskare larare
Learning
Study 17
2003-02-27 | Cykel 1A | Introduktion val av Tva Fem
lirandeobjekt
2003-03-10 Fortsatt introduktion Tva Fem
2003-03-19 Analys av Tva
kartligoning/fortest!2
2003-03-20 Intervju av elever En
2003-03-25 Intervju av elever En
2003-03-26 Planering lektion 1A Tva Fem
2003-04-02 | Lektion Samt f61- och eftertest | En En
1A
2003-04-02 Analys av lektion 1A Tva
2003-04-03 | Cykel 1B | Analys lektion 1A och En Fem
planering lektion 1B
2003-04-08 | Lektion Samt f61- och eftertest | En En
1B
2003-04-10 Analys av lektion 1B Tva
2003-04-10 | Cykel 1C | Analys lektion 1B och En Fem
planering lektion 1C

11 De fordréjda eftertesten genomférdes vid samma tidpunkt £6r samtliga elever,
2003-05-07 och juni 2003.

12T Learning study 1 genomférdes inget fortest i anslutning till lektionen, utan
kartliggningen av elevernas forforstielse anvindes som underlag. I Learning
study 2 och 3 gjordes bide en kartliggning av elevernas forforstielse och ett
fortest i anslutning till lektionen.
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2003-04-11 | Lektion Samt f6r- och eftertest | En En
1C
2003-04-22 Analys av lektion 1C Tva
2003-04-28 Analys av lektion 1C En Fem
2003-05-22 Kort foreldsning om Tva Fyra
variationsteorin (FF2)
2003-06-12 Storféreldsning (F3) Fyra
2003-06-12 Inledande samtal kring | En Fyra
learning study 2
Learning
Study 213
2003-09-02 | Cykel 2A | Val av lirandeobjekt En Tre
2003-09-16 Lektionsplanering En Tre
2003-09-19 | Lektion Samt for- och eftertest | En En
2A
2003-09-26 Analys lektion 2A Tre Fyra
2003-09-30 | Cykel 2B | Planering lektion 2B En Fyra
2003-10-03 | Lektion Samt f6r- och eftertest | En En
2B
2003-10- Analys av lektion 2B Tva
2003-10-07 | Cykel 2C | Analys av lektion 2B En Fyra
och planering lektion
2C
2003-10-10 | Lektion Samt for- och eftertest | En En
2C
2003-11-04 Analys av lektion 2C Tva
2003-11-04 Analys av lektion 2C En Tre
Learning
Study 3™
2004-02-03 | Cykel 3A | Val av lirandeobjekt En Tre
2004-02-24 Analys av kartliggning | Tvi Tre
och diskussion kring
lektionsplanering
2004-03-01 Planering av lektion 3A | En Tva
2004-03-05 | Lektion Samt f6r- och eftertest | En En

13 De fordrojda eftertesten genomfordes fyra veckor efter vatje genomford

lektion.

14 De fordrojda eftertestet genomférdes fyra veckor efter varje genomférd

lektion.
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3A

2004-03-05 Analys av lektion 3A Tva
2004-03-16 | Cykel 3B | Analys lektion 3A och | En Tva
planering lektion 3B
2004-03-19 | Lektion Samt f6r- och eftertest | En En
3B
2004-03-19 Analys av lektion 3B Tva
2004-03-30 | Cykel 3C | Analys lektion 3B och | En Tre
planering lektion 3C
2004-04-01 | Lektion Samt f6r- och eftertest | En En
3C
2004-04-02 Analys av lektion 3C Tva
2004-04-14 Analys av lektion 3C En Tre
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Bilaga 2

Innehall Lena | Louise | Marie | Malin | Kajsa | Klara
Learning Study 1
Cykel | Introduktion val
1A | av lirandeobjekt X X X X X
Eortsatt . X X X X X
introduktion
Planering lektion X X X X X
1A
Lektion 1 X
Cukel Analys lektion 1A
i];e och planering X X X X X
lektion 1BA
Lektion 1B X
Analys lektion 1B
Cﬁ‘:d och planering X X X X X
lektion 1C
Lektion 1C X
Analys av lektion X X X X X
1C
Kort foéreldsning
om . X X X X
variationsteorin
(F2)
Storforeldsning
(F3) X X X X
Inledgnde samtal, X X X X
learning study 2
Learning Study 2
Cykel | Valav
2A | lirandeobjekt X X X
Lektionsplanering X X X
Lektion 2A X
ngel Analys lektion 2A X X X X
Planering lektion
B X X X X
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Lektion 2B

Cykel
2C

Analys av lektion
2B och planering
lektion 2C

Lektion 2C

Analys av lektion

2C

Learning Study 3

Cykel
3A

Val av
lirandeobjekt

Analys av
kartliggning och
diskussion kring
lektionsplanering

Planering av
lektion 3A

Lektion 3A

Cykel
3B

Analys lektion 3A
och planering
lektion 3B

Lektion 3B

Cykel
3C

Analys lektion 3B
och planering
lektion 3C

Lektion 3C

Analys av lektion
3C
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Bilaga 3

Till berorda malsmin och elever

Den svenska skolan dr pad manga sitt uppmairksammad i media. Oftast 4r det
brister i skolan som belyses, och mera sillan positiva saker som hinder. Som
motvikt till detta vill vi informera om ett betydelsefullt forskningsprojekt, som
lyfter fram vad eleverna har mdjlighet att lira sig nidr ldrarna utvecklar sin
skicklighet i att se vad det innebir att kunna det man vill att eleverna skall lira.

Konkret innebir det att vi forskare arbetar tillsammans med négra grupper av
lirare fOr att utveckla ert barns undervisning i nigot av dmnena svenska,
matematik eller engelska. For att géra detta behover vi studera hur undervisning
och lirande gar till 1 praktiken. Ett sitt att géra detta dr att géra inspelningar i
klassrummet, samt att samtala med larare och elever om det som hinder under
lektionerna. Undersékningen kommer att genomféras under varterminen 03,
hostterminen 03 och varterminen 04, vid ett antal olika skolor varav ditt barns
skola dr en.

Deltagandet ir frivilligt och bygger pa att méilsmin ger tillstind till att eleverna
deltar. De uppgifter som samlas in kommer att behandlas enligt de riktlinjer for
studier av detta slag som giller f6r deltagarnas anonymitet. Vi hoppas emellertid
att ni vill stdlla upp pd denna undersékning som ir viktig for att ge kunskap om
hur vi kan forbittra undervisningen si att cleverna littare fOrstir vad
undervisningen syftar till.

Pi bifogad blankett ber vi er ange pa vilket sitt ni ger tillstind till att vi far gbra
inspelningar da ditt barn dr 1 klassrummet. Vi fragar frst huruvida vi far filma i
klassrummet for att samla datamaterial som endast vi i forskargruppen far ta del
av. Direfter fragar vi om vi kan fa visa olika sekvenser (i detta projekt handlar
det om hur barn resonerar om ett undervisningsinnehall, t.ex. multiplikation)
som pd ett intressant sdtt visar hur barn lir. Sddana sekvenser kan t.ex. visas pa
forskningskonferenser savil i Sverige som i andra linder. Om ni har fragor far ni
girna kontakta mig.

Vinliga hilsningar

Mona Holmqvist
Hogskolan Kristianstad

291 88 Kristianstad

044-20 32 41
mona.holmqvist@bet.hkr.se
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Godkinnande fér medverkan i forskningsarbete

LAR-projektet

Ett samarbete mellan Hogskolan Kristianstad, G6teborgs universitet och Luled

Tekniska universitet

Barnets namn:

Skola:

Klass/gtupp:

[JJag TILLATER INTE att ni filmar i klassrummet da mitt barn r nirvarande.
[ Jag tilldter att ni filmar i klassrummet da mitt barn dr narvarande,

[Jag TILLATER INTE att ni visar sekvenser frin inspelningarna i

forskningsindamal.

[Jag tillater att ni visar sekvenser frin inspelningarna i forskningsindamal,

under gillande etiska forskningsregler.

Milsmans underskrift:

(Vid gemensam virdnad ska bada virdnadshavarna underteckna.)

Blanketten lamnas till barnets klassforestindare senast den 28 mars 2003.

Tack!

Mona Holmqpvist
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Bilaga 4

Fortest utvalda uppgifter studie 1 A-C

Uppgift 1 Uppgift 2

Klockan ir Klockan ir
Uppgift 3 Uppgift 4
Rita in visarna pa klockan Rita in visarna pa klockan

Klockan ir halv tio Klockan ir kvart i tva

Uppgift 5

Hur lang tid har det gatt?
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Bilaga 5

Eftertest 1 utvalda uppgifter studie 1 A-C

Uppgift 1

Klockan ir

Uppgift 3

Rita in visarna pd klockan

Klockan ir halv sju

Uppgift 5

Hur ling tid har det gatt?

Uppgift 2

Klockan ir

Uppgift 4

Rita in visarna pd klockan

Klockan ir kvart i tio
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Bilaga 6

Eftertest 2 utvalda uppgifter studie 1 A-C
Uppgift 1 Uppgift 2

Klockan ir Klockan ir

Uppgift 3 Uppgift 4

Rita in visarna pa klockan Rita in visarna pa klockan

Klockan ir kvart 6ver tolv

Hur ling tid har det gatt?
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Bilaga 7

Kartliggning KM2
1. Kan du tecknet for 4r lika med?
2. Kan du tecknet for dr ungefir lika med?
3. Ungefir hur ling tror du att du dr?
4. Ungefir hur mycket tror du att du viger?
5. Ungefir hur mycket kostar tre dpple?
0. Ricker 100 kr till tre glassar?
7. 17 dr ungefir
8. 132 ar ungefir
9. 845 dr ungefir
10. 1976 4r ungefir
11. 4605 dr ungefir
12. Avrunda till narmaste tiotal:
44
67
13. Avrunda till nirmaste hundratal:
812
69
14. Avrunda till narmaste tusental:
6133
2500

244



Bilaga 8

Fortest och eftertest KIM2

S A

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

Avrunda till narmaste tiotal:
44
67

Avrunda till nirmaste hundratal
812
69

Avrunda till nirmaste tusental
6133
2500

42 dr ungefir
265 dr ungefir
812 dr ungefar
1869 ir ungefir
8624 dr ungefir

Kan du tecknet for ar lika med?
Kan du tecknet for dr ungefir lika med?

Ungefir hur ling tror du att tavlan 4r?

Ungefir hur mycket tror du att 11 juice viger?
Ungefir hur mycket kostar 31 mj6lk?
Du har 100 kr och skall képa tre strutar. Récker
pengarna?

Om du far pengar 6ver, ungefir hur mycket far du Gver?

Du springer 1,2 km tva ganger i veckan. Ungefdr hur
miénga kilometer har du sprungit efter 25 veckor. (Du fér
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17.

18.

19.

20.

21.

inte anvinda papper och penna f6r att rikna ut uppgiften,
utan endast rdikna med hjilp av) huvudrikning). Forklara
(rita, skriv) hur du gjort f6r att komma fram till svaret.

Kan du férklara f6r mig vad ordet avrunda betyder. Ar du
inte siker s skriv vad du tror det innebar att avrunda ett
tal.

Du skall képa frimirke till ett brev, som du vidger pa
brevvigen hemma. Maste du minnas exakt vad det viger
eller ricker det att du minns ungefir vad det viger?

[ Exakt [) Ungefir

Du skall ta medicin mot halsfluss. Maste du veta exakt
hur mycket det skall vara i skeden eller bara ungefir?
[] Exakt L) Ungefir

Du skall handla varor i affiren och vill vara siker pa att
dina pengar rdcker. Maste du rdkna samman priserna
exakt eller pa ett ungefir?

[ Exakt [J Ungefir

Du skall beritta f6r din kompis hur lang tid det tar att ga
till din mormor som bor en kilometer bort. Miste du veta
exakt hur ling tid det tar, eller ricker det att du vet pd ett
ungefir?

[ Exakt [J Ungefir



Bilaga 9

Kartliggning KM3

1.

Vilka av dessa 4r riktiga? Ringa in dessa.

11+2=13 28 +5=130 15=13+2

45-6 =40 32=27+38 12+2=8+6
Fyll i ritt tal

3+6=__+4 _ -4=4-2
19+6=20+___ 36 +28=40+___
67-14=57-___ _ -17=37-10
5+4=__+__ 32=__-___
16-_ =20-___

s+5= [ | +6

I resviiskan har jag gémt ett tal. Vilket kan det vara?
P4 hur manga sitt kan du skriva talet 16?
12=12 Kan du skriva detta pé fler sitt?

Fyll i de tal som fattas
24=3-_ =17+__ =100-__ =__

Anna gjorde en uppgift i matematik och kom fram till svaret 19.
Vilka utrikningar kan hon ha gjort?
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Bilaga 10

Fortest KIM3

1. Fylli ritt tal

3+46=__ +4 _ 6=6-4
19+6=20+___ 36+28=40+__
67-14=57-___ _ 17=37-10
T+4=_ +_ 36=__ -_
16-__=20-___

2. Vilka av dessa ir riktiga? Ringa in dessa.
14-8=6 28 + 6 =30 15=13+2

458 =40 4-4=12+4 1242=8+6=18-4

3 [ ]-e=8+12

I resviskan har jag gémt ett tal. Vilket kan det vara?
4. Pd hur manga sitt kan du skriva talet 20?
5. 8 =8 Kan du skriva detta pa fler sitt?

6. Fyllide tal som fattas
42=6-__=22+___ =100-___ =__

7. En dag tittar Arvid och Adam in i hagen. De ser att det finns 2
kor och 3 ankor dir. Hur ménga huvuden finns det? Hur méinga
ben finns det?

Nista dag nir Arvid och Adam tittar 6ver stingslet, riknar Arvid

att det finns 8 huvuden och Adam raknar att det finns 22 ben.
Hur manga ankor och kor finns det i hagen?
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Bilaga 11

Eftertest KM3

1. Fylli ritt tal

3+46=__+4 ___-5=5-3
19+6=20+___ 36+28=40+___
67-14=57-___ _ -17=37-10
36=__ -___ T+4=__+__
16-___=20-

2. Vilka av dessa ir riktiga? Ringa in dessa.
45 -8 =40 4-4=12+4 15=13+2
14-8=6 28 + 6 =30 12+2=8+6=18-4

3. [ ]-6=8+14
I resviiskan har jag gémt ett tal. Vilket kan det vara?

4. Pd hur manga sitt kan du skriva talet 24?
5. 10=10 Kan du skriva detta pé fler sitt?

6. Fyllide tal som fattas
42=6-__=22+___ =100-__ =___

7. En dag tittar Arvid och Adam in i hagen. De ser att det finns 3
kor och 4 ankor dir. Hur manga huvuden finns det? Hur ménga
ben finns det?

Nista dag ndr Arvid och Adam tittar 6ver stingslet, riknar Arvid

att det finns 10 huvuden och Adam riknar att det finns 26 ben.
Hur médnga ankor och kor finns det i hagen?
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